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О параметрическом резонансе в осцилляторе  
линейно-переменной массы 
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Методом ВБК построено приближѐнное решение задачи о нестационарных колебаниях при 
переходе через резонанс осциллятора линейно-переменной массы при действии возмущающей 
силы постоянной частоты и амплитуды. Исследованы особенности нестационарного резонанса 
при увеличении и уменьшении массы осциллятора. 
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Введение. Механизмы с переменной масс-
сой звеньев часто используют в сельско-
хозяйственном производстве и исследование 
их динамических свойств относится к акту-
альным научным задачам.  

Одним из первых, кто отмечал актуаль-
ность этой тематики, был родоначальник оте-
чественной земледельческой механики акаде-
мик В.П. Горячкин. Вот, что писал по этому по-
воду его ученик академик И.И. Артоболевский 
в предисловии к монографии [1]: “Вопрос о ди-
намическом исследовании механизмов с учѐ-
том переменности масс звеньев и обрабаты-
ваемого продукта возникал ещѐ в 20-х годах 
прошлого столетия, когда выдающийся рус-
ский учѐный академик В.П. Горячкин, развивая 
вопросы теории сельскохозяйственных машин, 
рассматривал взаимодействие исполнитель-
ного органа – орудия и обрабатываемого объ-
екта – среды. Уже тогда В.П. Горячкин форму-
лировал механику рабочих сред, как механику 
тел и сред переменной массы…” Получение 
аналитических решений в этой области меха-
ники и машиноведения затруднено тем, что 
задачи динамики сводятся к дифференциаль-
ным уравнениям с переменными коэффициен-
тами. В отдельных случаях их аналитические 
решения удаѐтся выразить в известных специ-
альных функциях [2,3,4]. Но несмотря на зна-
чительный прогресс в механике тел и систем с 
переменной массой, остаются мало исследо-
ванными нестационарные вынужденные коле-
бания, описываемые неоднородными диффе-
ренциальными уравнениями с переменными 
непериодическими коэффициентами. Харак-
терно, что вследствие изменения массы или 
жѐсткости упругой системы во времени, в ней 
возможно возникновение нестационарного ре-
зонанса даже при действии внешней силы по-
стоянной частоты и амплитуды. В случае, ко-

гда эти резонансные колебания происходят 
при медленном изменении массы, процесс 
движения с хорошим приближением можно 
описать с помощью метода ВБК [5], что суще-
ственно упрощает инженерные расчѐты. 

Поэтому целью данной работы является 
апробация метода ВБК для расчѐта 
нестационарных резонансных колебаний 
осциллятора линейно-переменной массы при 
действии возмущающей силы постоянной 
частоты и амплитуды. 

Основная часть работы. Перемещение 

осциллятора )t(x  описываем дифференци-

альным уравнением 
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Уравнение (1) решаем при нулевых на-
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– начальное значение частоты свободных ко-
лебаний осциллятора. 

Начальными условиями к (2) принимаем: 
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При 0F   уравнение (2) становится 

однородным: 
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и описывает свободные колебания. 

Далее вводим ограничение 10  . При 

наличии большого безразмерного параметра об-
щее решение уравнения (4) удобно построить 
методом ВБК [5]. Указанный метод, после отбра-
сывания слагаемых высшего порядка малости, 
приводит к фундаментальным решениям: 
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Используя (5), составим из них определи-
тель Вронского. Поскольку: 
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Решение неоднородного уравнения (2) 
ищем в виде: 

  sin)(cos)( 21 ccx  .  (7) 

Согласно методу Лагранжа, функции )(c1   

и )(c2  , при начальных условиях (3), пред-

ставляются интегралами: 
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Используя (5), (6), вместо (8), получаем: 
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Коэффициент динамичности перемещений 

осциллятора K  определяем выражением: 
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F

c
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Учитывая (7), (9), (10), приходим к следующей 
формуле коэффициента динамичности: 
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Интегралы (10) не выражаются через эле-

ментарные или затабулированные специи-
альные функции, поэтому их приходится вы-
числять на компьютере.  

Подчеркнѐм, что расчѐт K  по формуле 

(11) приводит к завышенным значениям этого 

коэффициента [6], [7], поскольку задачу неста-

ционарных колебаний решили без учѐта вязко-

сти среды и рассеивания энергии в деформи-

руемой пружине. По сути, (11) является верх-

ней оценкой коэффициента динамичности. Но 

при быстром переходе через резонанс завы-

шение коэффициента динамичности незначи-

тельно [6], [7]. 

Численные результаты и их анализ. 

Рассмотрим модельную задачу, когда масса 

осциллятора возрастает. Для этого примем 

следующие исходные данные: кг2m0  ; 

мH5000с  ; 5,0
0




 ; и разные значения 

 . На рис.1 нанесены коэффициенты дина-

мичности, отмеченные цифрами 1,2,3, которые 

соответствуют значениям 
1c8,0;4,0;2,0  . 

При вышеуказанных исходных данных час-
тота внешней силы   совпадает со значением 

мгновенной частоты свободных колебаний ос-

циллятора, для значения 20  . Однако, мак-

симальный дК  достигается не при 20  , а 

при больших соотношениях 0 , т.е. происходит 

смещение положения резонанса вправо. Величи-
на смещения увеличивается с возрастанием   и 

это сопровождается уменьшением максимально-

го дК , поскольку убыстряется прохождение об-

ласти резонанса. После перехода через резонанс 
начинаются биения. 
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Рис. 1. Зависимость коэффициента динамичнос-

ти дK   от безразмерного параметра 
0/   при 

возрастании массы 

Рис. 2. Зависимость коэффициента динамично-
сти 

дK   от безразмерного параметра 
0/   при 

убывании массы 

  
 
Коэффициенты динамичности осциллятора 

убывающей массы представлены на рис. 2. Они 
получены при следующих исходных данных: 

кг2m0  ; мН1250с  ; 6,1
0




  и разных 

значениях  . Цифрами 1,2,3 на рис. 2 отмечены 

графики дК , что соответствуют значениям 

1c8,0;4,0;2,0  . Теперь равенство частот 

возмущающей силы и свободных колебаний 

осциллятора наступает при 625,00  . Но на 

рис. 2 положение максимальных 
дK  (резонанса) 

смещено влево в сторону меньших отношений, чем 

625,0 . С увеличением   (скорости прохождения 

резонанса) уменьшаются резонансные 0  и дК  

Выводы. Вследствие изменения массы ос-

циллятора, он может попадать в область резо-

нансных колебаний и при постоянной частоте 

возмущающей силы.  

Использование метода ВБК при високо-

частотном колебательном процессе сводит  

расчѐт к интегралам от тригонометрических 

функций, которые приходится вычислять на 

компьютере. Прохождение через резонанс в ос-

цилляторе возрастающей массы аналогично 

нестационарному резонансу в осцилляторе по-

стоянных параметров под действием силы воз-

растающей частоты, а в осцилляторе убыва-

ющей массы – аналогично резонансу, выз-

ванному действием силы убывающей частоты. 
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Анотація 

Про параметричний резонанс в осциляторі лінійно-змінної маси 

В.П.Ольшанский , С.В.Ольшанский  

Методом ВБК побудовано наближений розв’язок задачі про нестаціонарні коливання при переході 
через резонанс осцилятора лінійно-змінної маси при дії збурюючої сили сталої частоти і амплітуди. 
Досліджено особливості нестаціонарного резонансу при збільшенні та зменшенні маси осцилятора.  

 
Ключевые слова: ВБК – метод, осциллятор змінної  маси, резонанс 
 

Abstract 

On the parametric resonance in a linear oscillator with variable mass 

V.Olshansky, S.Olshansky 

Using VBK method an approximate solution of the problem of time-dependent vibrations when passing 
through the resonance of linear oscillator with variable mass under the action of perturbing force of constant 
frequency and amplitude has been constructed. The features of non-stationary resonance with increasing 
and decreasing mass of oscillator have been investigated. 

 
Key words: VBK-method, oscillator with variable mass, resonance 
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