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Рассмотрена постановка r -точечной краевой задачи при описании динамики 
объектов в виде нелинейных интегро-дифференциальных уравнений. Предложен 
итерационный подход к решению данной задачи, основанный на методе Ньютона. 
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Введение 

Достаточно широкий класс динамических объектов с требуемой для практики 
степенью адекватности может быть описан моделями в виде интегро-
дифференциальных уравнений. К таким динамическим объектам, прежде всего, 
относятся объекты «с памятью» или «с последействием» [1]. Для случая 
распределенных систем интегро-дифференциальные уравнения динамики дополняются 
соответствующими краевыми условиями. В работе [2] показана возможность решения 
нелинейной r-точечной краевой задачи методом Ньютона на аналого-цифровых 
вычислительных системах. В данной работе рассматривается метод Ньютона в 
сочетании с квадратурно-разностными методами для решения нелинейной r-точечной 
краевой задачи в среде Matlab. 

Постановка задачи  

Рассмотрим r-точечную краевую задачу [2], представленную уравнением  

)t(fyTyL yy   (1) 

и краевыми нелинейными условиями 

  dtytyyg r  )(,),(),0( 11  , (2) 

где yL  – дифференциальный оператор порядка n ;   – вещественный параметр; d  – n -
мерный вектор;  
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Решение данной задачи будем производить путем итерационного определения 
вектора начальных условий )0(y . 

Нелинейная краевая задача (1) – (2) эквивалентна системе нелинейных 
алгебраических уравнений 
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и задаче Коши 

)t(fyTyL yy  , 0)0( yy  , (4) 

где ),( 0yt  – решение задачи (1) в форме Коши. 
Вектор начальных условий определяется из системы (3). Для решения этой 

системы можно применить итерационный метод Ньютона. В явном виде система (3), 
как правило, неизвестна, поскольку неизвестна в явном виде функция ),( 0yt . Однако, 
может быть указан алгоритм для вычисления )(yg  при заданном y . Итерационный 
процесс будет иметь следующий вид ( )0(0y  задается произвольно) 
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где   – матрица Якоби вектор-функции )(yg . 

Описание метода решения 

Процесс решения (5) заключается в следующем. Задается k -е приближение 
вектора начальных условий, решается задача Коши интегро-дифференциального 
уравнения и определяются функции ),( 0

kyt . Затем решается система нелинейных 
уравнений и определяется 1k  приближение вектора начальных условий. 

Так как система (3) в явном виде не задана, то при практических вычислениях по 
методу Ньютона производные, входящие в матрицу  ky , заменяют приближенными к 
ним разностями. Разностный аналог матрицы Якоби вектор-функции )(yg  имеет вид 
[2]: 
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где ie  – i -й координатный орт, т.е. вектор размерности n , у которого i -я компонента 
равна единице, а все остальные компоненты равны нулю. Для обеспечения 
квадратичной сходимости kh  определяется по формуле  
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Введем обозначение ),1(),(,, rstyy s
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t s
 . Тогда вычислительная схема 

решения нелинейной краевой задачи примет вид [2] 

 

     

   

 


































 






 .,,,k,zyy

;dy,,y,ygzR

;
h

y,,y,ygy,,y,yg

,,
h

y,,y,ygy,,y,yg
y,hR

);n,,,,i(,dy,,y,ygh

);t(fyTyL

kkk

k,
t

k,
t

k,k

k

k,
t

k,
t

k,k,n
t

k,n
t

k,n

k

k,
t

k,
t

k,k,
t

k,
t

k,
k

k

i
k,

t
k,

t
k,

i
max
ik

k
y

k
y

r

rr

rr

r













210

210

0
1

0

000
0

000
00

000
0

111
0

000
0

1

11

11

1

 (6) 

Для вычисления якобиана, на каждом шаге необходимо решать 1n  задачу 
Коши. В работе [2] для этого использовались аналоговые вычислительные системы. 
Ниже предлагается использовать квадратурно-разностные методы решения интегро-
дифференциальных уравнений, основанные на сочетании разностных методов 
известных из теории дифференциальных уравнений и квадратурных методов 
аппроксимации интегрального оператора используемых при численном решении 
интегральных уравнений. Рассмотрим эти методы применительно к уравнению (4), 
записав его в виде 
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x
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Заменой переменных n
n yyyyyy   )1(

21 ,,,   получаем систему уравнений 
первого порядка 
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Используя метод Рунге-Кутты четвертого порядка в сочетании с методом 
трапеций либо с обобщенным методом Симпсона, получаем следующий алгоритм 
решения системы (8) 
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A j  для метода Симпсона. 

Недостатком данного метода является необходимость многократного вычисления 
интеграла на каждом шаге, что существенно замедляет время счета и делает 
затруднительными вычисления на большем числе узлов. 

В этом случае эффективным оказывается использование многошаговых методов. 
Например, многошаговый алгоритм, основанный на методе Адамса в сочетании с 
методом трапеций либо с обобщенным методом Симпсона, имеет вид 

),9375955(
24 3211   iiiiii ffffhYY  (11) 

2,1,0),5199(
24 2111   iffffhYY iiiiii , (12) 

где ),( iii Ytff  . 
Данный метод не является самостартующим, т.е. необходимо знание начального 

отрезка решения (в первых четырех точках) для вычисления которого могут быть 
использованы описанный выше метод Рунге-Кутты, либо метод Адамса первого 
порядка. 

Алгоритм решения 

Таким образом, алгоритм решения нелинейной краевой задачи (1) примет 
следующий вид. 

1. Ввод исходных данных о решаемой задаче, начального приближения )0(0y  и 
требуемой точности решения  . 

2. Решение задачи (1) в форме Коши, используя методы (9)-(10) либо (11)-(12) 
и определение ig . 



Д. Э. Контрерас, С. А. Положаенко 

 254

3. Определение величины kh  из условия (6). 

4. Решение n  задач Коши для определения ),1,,1(,, rsniy ki
t s

  , 
используя методы (9)-(10) либо (11)-(12). 

5. Вычисление якобиана R  по формуле (6). 
6. Вычисление поправки kz , путем решения системы линейных 

алгебраических уравнений и определение вектора начальных условий 1
0
ky  . 

7. Если выполняется условие kz , то итерационный процесс заканчивается, 
в противном случае повторяются шаги 2 ― 7. 

Решение тестовой задачи 

Проиллюстрируем описанный метод результатами численных экспериментов. 
При этом, для сравнения, будем решать ту же задачу, что и в работе [2] 

  
x

s dsyyexyyy
0

2 )(cos2.02 , 

с краевыми условиями 

1674.0)2()2()1()1()]0([3.0)0(3.0 2  yyyyyy , 

1326.0)2()2()1()1()]0([2.0)0(1.0 2  yyyyyy . 

Точное решение xexy x cos)(  . 
В качестве нулевого приближения возьмем значения 6.0)0( y , 6.0)0( y , при 

которых, как показано в [2], итерационный процесс решения на аналого-цифровых 
вычислительных комплексах расходится. 

Результаты численного решения данной задачи, реализующего описанный 
алгоритм в среде Matlab, приведены в таблице 1. При этом задача Коши решалась 
методом Рунге-Кутта в сочетании методом трапеций (9)-(10), причем шаг 
дискретизации составил 01.0h , а заданная погрешность – 001.0 . 

 
Таблица 1. 

Результаты численного решения задачи 
 

Номер итерации )0(y  )0(y    
0 0.6000 -0.6000 – 
1 0.6912 -1.6816 1.0816 
2 0.9802 -1.1120 0.5696 
3 0.9969 -1.0074 0.1047 
4 0.9992 -1.0008 0.0066 
5 0.9992 -1.0008 5104.2   

 
Относительная погрешность решения составила %08.0 . 
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Выводы 

Таким образом, рассмотренный метод, при удачном выборе начального 
приближения, обеспечивает высокую точность и быструю сходимость решения и 
может быть эффективным средством реализации динамических объектов, 
представленных моделями в виде нелинейных интегро-дифференциальных уравнений с 
краевыми условиями. 
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