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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèé â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè

êîíñîëèäàöèîííûõ ïðîöåññîâ â äåôîðìèðóåìûõ íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ

îáóñëîâëåíà ìíîãîîáðàçíûìè ïðèêëàäíûìè çàäà÷àìè, â ÷àñòíîñòè çàäà÷àìè èçó-

÷åíèÿ óñëîâèé áåçàâàðèéíîé ýêñïëóàòàöèè îáúåêòîâ â ïðîöåññå äåôîðìèðîâàíèÿ

è óïëîòíåíèÿ îñíîâ íàêîïèòåëåé ïðîìûøëåííûõ è áûòîâûõ ñòîêîâ. Íåêîòîðûå

èç èññëåäîâàíèé â ðàìêàõ äàííîé ïðîáëåìû ïîäûòîæåíû â [1–3]. Îòìåòèì, ÷òî

ïðè ïîñòðîåíèè ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé êîíñîëèäàöèîííûõ ïðîöåññîâ â ñëó÷àå

íàëè÷èÿ ñëîæíîé âíóòðåííåé ñòðóêòóðû ðàñòâîðîâ, çàïîëíÿþùèõ õðàíèëèùà

ïðîìûøëåííûõ èëè áûòîâûõ ñòîêîâ, âàæíîå çíà÷åíèå èìååò ó÷åò ðåëàêñàöèîí-

íûõ ñâîéñòâ ôèëüòðàöèîííîãî ïðîöåññà [4], ÷òî îáóñëîâëèâàåò èñïîëüçîâàíèå

èíûõ çàâèñèìîñòåé, ÷åì êëàññè÷åñêèé çàêîí Äàðñè. Çíà÷èòåëüíûå îòêëîíåíèÿ îò

çàêîíà Äàðñè íàáëþäàþòñÿ òàêæå â ñëó÷àå íåñòàöèîíàðíûõ ôèëüòðàöèîííûõ

ïðîöåññîâ â ñëàáîïðîíèöàåìûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ, ÷òî ïðèâîäèò ê èñïîëüçîâàíèþ

äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ïðîöåññîâ ðåëàêñàöèîííûõ ìîäåëåé [5]. Åùå áîëüøóþ àêòó-

àëüíîñòü ïðèîáðåòàåò ó÷åò âëèÿíèÿ ðåëàêñàöèîííûõ ÿâëåíèé íà äèíàìèêó ïðî-

öåññà ôèëüòðàöèîííîãî óïëîòíåíèÿ ïîðèñòûõ ñðåä â ñëó÷àå íàñûùåííîñòè èõ

ñîëåâûìè ðàñòâîðàìè çíà÷èòåëüíîé êîíöåíòðàöèè. Â ðàáîòå [6] âûïîëíåíî ìà-

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîãî óïëîòíåíèÿ íàñûùåííîé

ñîëåâûì ðàñòâîðîì ïîðèñòîé ñðåäû â óñëîâèÿõ ðåëàêñàöèîííîñòè ôèëüòðàöèîí-

íîãî ïðîöåññà. Ïðè ïîñòðîåíèè ñîîòâåòñòâóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðî-

öåññà êîíñîëèäàöèè â [6] ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå èçâåñòíîãî çàêîíà ðåëàêñàöè-

îííîé ôèëüòðàöèè [7] íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå âûïîëíåíî ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðåëàêñàöèîí-

íîãî ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ïîðèñòûõ ñðåä, â ñëó÷àå íàëè÷èÿ

ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè, íà îñíîâå áîëåå îáùåé, ÷åì â [6], ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè, ïîñòðîåííîé ñ ó÷åòîì ýôôåêòîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè [8],

÷òî ïîçâîëÿåò áîëåå àäåêâàòíî ìîäåëèðîâàòü äèíàìèêó ïðîöåññà ïðè íàëè÷èè

ñëîæíûõ ãèäðîãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèé åãî ïðîòåêàíèÿ.
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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÏÐÎÖÅÑÑÀ.
ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì îáîáùåíèåì çàêîíà ôèëüòðàöèè ñ ó÷åòîì ïðîñòðàí-

ñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè [8] íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ:
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Çäåñü H — èçáûòî÷íûé íàïîð, C — êîíöåíòðàöèÿ ñîëåé â æèäêîé ôàçå, ux —

ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, k — êîýôôèöèåíò ôèëüòðàöèè, � — êîýôôèöèåíò îñìîñà

(çíàê «�» ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëüíîé îñìîòè÷åñêîé ôèëüòðàöèè, à çíàê «�» — àíî-

ìàëüíîé), � i i( , )�1 3 — ðåëàêñàöèîííûå ïàðàìåòðû [8].

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå � � 0 èç ñîîòíîøåíèÿ (1) ïîëó÷àåì îáîáùåííûé

çàêîí äèôôóçèè, ïðåäëîæåííûé â [8], ïðè � 3 0� è � � 0 — çàêîí ðåëàêñàöèîííîé

ôèëüòðàöèè [7], ðàñïðîñòðàíåííûé íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â [6],

ïðè � � �1 2 3 0� � � è � � 0 — çàêîí ôèëüòðàöèè Äàðñè–Ãåðñåâàíîâà [9], ðàñïðî-

ñòðàíåííûé íà ñëó÷àé äâèæåíèÿ ñîëåâûõ ðàñòâîðîâ â [3].

Óðàâíåíèå äëÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà ïîëó÷èì èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè ñ ó÷å-

òîì ëèíåéíîãî çàêîíà óïëîòíåíèÿ [9] ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ ñêîðîñòè ôèëüòðàöèè â ñî-

îòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøåíèåì (1). Âûïîëíÿÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ, àíàëîãè÷íûå èçëîæåí-

íûì â [6], ïîëó÷àåì
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ãäå Ñ� — êîýôôèöèåíò êîíñîëèäàöèè [9], � � �� �C k 1.

Èñêëþ÷àÿ èç (1) ux è ïîäñòàâëÿÿ íàéäåííîå çíà÷åíèå ux â óðàâíåíèå êîíâåê-

òèâíîé äèôôóçèè (ãèäðîäèíàìè÷åñêîé äèñïåðñèè [10]) ïðè ôèëüòðàöèè ïîðîâîãî

ðàñòâîðà, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíöåíòðàöèè ñîëåé â æèäêîé ôàçå

â âèäå
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ãäå � — ïîðèñòîñòü, D — êîýôôèöèåíò êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè [10].

Ïðèìåíÿÿ ê èíòåãðàëó â (3) îáîáùåííóþ òåîðåìó î ñðåäíåì è àïïðîêñèìèðóÿ

ïîëó÷åííûé èíòåãðàë ñîãëàñíî êâàäðàòóðíîé ôîðìóëå òðàïåöèé, ïîëó÷àåì óðàâíå-

íèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè êîíöåíòðàöèè C x t( , )
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Óðàâíåíèÿ (2), (4) ÿâëÿþòñÿ îñíîâîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðàññìàòðèâàåìî-

ãî êîíñîëèäàöèîííîãî ïðîöåññà, íàçûâàåìîé äàëåå îáîáùåííîé ìîäåëüþ.

Çàìåòèì, ÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå � 3 0� , îòñþäà ïîëó÷àåì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìî-

äåëü ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ïðè óñëîâèè ó÷åòà â ôèëüòðàöèîí-

íîì ïðîöåññå ðåëàêñàöèè ñêîðîñòè è äàâëåíèÿ [6].

Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé ìîäåëè èçó÷åíèå ïðîöåññà ôèëüòðàöèîííîãî óïëîòíå-

íèÿ ïîðèñòîãî ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè l, ðàñïîëîæåííîãî íà íåïðîíèöàåìîì

îñíîâàíèè, ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ â îáëàñòè ( , ) ( , )0 1 0� � � ñëåäóþùåé íåëèíåéíîé
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êðàåâîé çàäà÷è (ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé àíîìàëüíîé îñìîòè÷åñêîé ôèëüòðàöèè):
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, (6)

H t H txx( , ) , ( , )0 0 0 0� � , (7)

H t H tx xxx( , ) , ( , )1 0 1 0� � , (8)

H x H xt( , ) , ( , )0 1 0 0� � , (9)

C t C tx( , ) , ( , )0 1 1 0� � , (10)

C x( , )0 0� . (11)

Çäåñü ââåäåíû áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ñîîòíîøåíèÿìè
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ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÎÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È
ÄËß ÈÇÁÛÒÎ×ÍÎÃÎ ÍÀÏÎÐÀ

Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà îäíîì âàæíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå êîíñîëèäàöèîííîãî ïðî-

öåññà, ïðåäïîëàãàþùåì íàëè÷èå ñëàáîâûðàæåííûõ ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ, ò.å.

áóäåì ñ÷èòàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè � i ( , )i �1 3 ìàëûìè. Ïîëîæèâ � 	1 � , � 
	2 � ,

� �	3
2� (
 �, \ { }�R 0 , 	 � 0 — ìàëûé ïàðàìåòð), ðàññìîòðèì â îáëàñòè ( , )0 � � �

� � �( , )0 ñëåäóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà, ïîñòàâëåííóþ

â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíñîëèäàöèè:
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� ( , )t , (13)

H t t H t txx( , ) ( ), ( , ) ( )0 0� �� 
 , (14)

H x h x H x r xt( , ) ( ), ( , ) ( )0 0� � . (15)

Çäåñü � 
( ), ( ), ( ), ( ), ( , )t t h x r x q x t — çàäàííûå ôóíêöèè.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíûõ è ãðà-

íè÷íûõ óñëîâèé ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì èñêàòü â ñî-

îòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì Ì.È. Âèøèêà–Ë.À. Ëþñòåðíèêà [11] â âèäå
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ãäå Hi — ðåãóëÿðíûå ÷ëåíû àñèìïòîòèêè, � i i,! — ïîãðàíè÷íûå ôóíêöèè, ñëó-

æàùèå äëÿ îïèñàíèÿ ïîãðàíñëîÿ â îêðåñòíîñòÿõ t � 0 è x � 0 ñîîòâåòñòâåííî,

� 	� t / , � 	� x / — ïîãðàíñëîéíûå ïåðåìåííûå, Rn — îñòàòî÷íûé ÷ëåí.

Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè-

ìåíåíèåì ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ìåòîäà âîçìóùåíèé è èìåþò âèä
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ãäå ôóíêöèè f x ti ( , ) ðåêóððåíòíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç Hi�1:

f x t

q x t i

C
H

x t

H

t
i

C

i ( , )

( , ) ( ),

( ),�

�

� �

0

1
3

0

2

2
0

2

2



�

� �

�

�

�

�

�
�



�

�
�

�

�

�

�x

H

t

H

x

H

t
i ni i i

2

1
2

2

2

2
1

2
2� � ��

�

�

�
�

�

	





� �

�

�

( , ).

�
�
�
�

�

�
�
�
�

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé � i i n( , )� 0 . Óêàçàí-

íûå óðàâíåíèÿ çàïèñûâàþòñÿ â âèäå

� �

��

��

��

2

2
0i i

iV x t i n� � �( , ) ( , ), (18)

ãäå

V x t

i

r x i

r x C
x

i i

i
i

( , )

( ),

( , ) ( , ),

( , )

�

�

�

� �

0 0

1 2

4
2

4

�

� �
� �

�
� ( , ),i n�

�

�

�
�
�

�

�
�
�

3

r x C
x

x
x

i ni i
i( , ) ( , )

( , )
( ,�

�

�
� � 


�� �

��
�� �

�

�
�

�

	

 ��

�
2

2 1
1 1 ).
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Ôóíêöèÿ H0 íàõîäèòñÿ èç óðàâíåíèÿ (17) ïðè i � 0 ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé

H t t H x h x0 00 0( , ) ( ), ( , ) ( )� ��

è èìååò âèä [12, 13]
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4 4
— ôóíêöèÿ Ãðèíà [13].

Èç ñîîòíîøåíèé (18) ïðè i � 0, ñ ó÷åòîì óñëîâèé
��

��
0 0

0
( , )x

� , � �0 0( , )x "

( )� "�� , ïîëó÷àåì �0 0# . Ïîãðàíè÷íàÿ ôóíêöèÿ � �1 ( , )x íàõîäèòñÿ èç (18) ñ ó÷å-

òîì óñëîâèé
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Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè H x t1 ( , ) èìååì êðàåâóþ çàäà÷ó
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2 1� � ( , ), (22)

H t t1 10 0( , ) ( , )� �! , H x x1 10 0( , ) ( , )� �� , (23)

ðåøåíèå êîòîðîé ñ ó÷åòîì (21) ñîãëàñíî [12, 13] çàïèøåì â âèäå
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Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (17) è êðàåâûå óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé Hi ( , )i n� 2 âèäà

H t t H x xi i i i( , ) ( , ), ( , ) ( , )0 0 0 0� � � �! � ( , )i n� 2 ,

ïîëó÷àåì ñîãëàñíî [12, 13]
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ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2008, ¹ 5 29



Ôóíêöèè � �i x( , ) ( , )i n� 2 , âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (25), íàõîäÿòñÿ êàê ðåøåíèÿ

óðàâíåíèé (18) ïðè óñëîâèÿõ

��
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�
i ix H x

t

( , ) ( , )0 01� � � , � �i x( , )" 0 ïðè � "�� ( , )i n� 2 .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ýòèõ ôóíêöèé èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ
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 V x di ( , )� � ( , )i n� 2 . (26)

Ôóíêöèè ïîãðàíñëîéíîãî òèïà !i , âõîäÿùèå â ñîîòíîøåíèÿ (25), îïðåäåëÿþò-

ñÿ èç (19) ñ ó÷åòîì óñëîâèé
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âû÷èñëåíèé ñîãëàñíî ïîëó÷åííûì ñîîòíîøåíèÿì òàêîâà: H0 ,

�1, !1, H1, �2 , !2 ,� . Â îñíîâíîì ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé H0 ,

�1, !1. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè

ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè óðàâíåíèÿìè òåïëîïðîâîäíîñòè, îïèñûâàþùèìè ïðîöåññ

ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîãî çà-

êîíà Äàðñè [9]. Îòñþäà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ îáîáùåííàÿ

ìîäåëü ôèëüòðàöèîííîé êîíñîëèäàöèè, ïðè ìàëîñòè âñåõ ðåëàêñàöèîííûõ ïàðà-

ìåòðîâ, â íåêîòîðîì ñìûñëå «áëèçêà» ê êëàññè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðàöèîííîé

êîíñîëèäàöèè Òåðöàãè–Ãåðñåâàíîâà, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ óïëîòíåíèÿ ãðóíòîâ

â ðàìêàõ çàêîíà Äàðñè. Îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîéíîãî òèïà

� �1 ( , )x «ïîäïðàâëÿåò» ðåøåíèå H x t0 ( , ) â ìîìåíò âðåìåíè t � ( , )0 	 , çàòóõàÿ ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, ðåøåíèå çàäà÷è êîíñîëèäàöèè

â ðàìêàõ îáîáùåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ñîîòâåòñò-

âóþùåé çàäà÷è â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè Òåðöàãè–Ãåðñåâà-

íîâà ãëàâíûì îáðàçîì äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t . Àíàëîãè÷íûé âûâîä èìå-

åò ìåñòî è îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè !1 ( , )� t , ïîñêîëüêó, êàê ñëåäóåò èç (27), îíà

òàêæå ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ïîãðàíñëîéíîãî òèïà ïî ïåðåìåííîé �.

Òàêèì îáðàçîì, ó÷åò ýôôåêòîâ ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè â ïðî-

öåññàõ äåôîðìèðîâàíèÿ è óïëîòíåíèÿ âîäîíàñûùåííûõ ãðóíòîâûõ ìàññèâîâ â ñëîæ-

íûõ ãîðíî-ãåîëîãè÷åñêèõ óñëîâèÿõ îñîáåííî âàæåí íà íà÷àëüíûõ ñòàäèÿõ ïðîòåêà-

íèÿ óêàçàííûõ ïðîöåññîâ.
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ÀËÃÎÐÈÒÌ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÍÎÃÎ ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Â îáùåì ñëó÷àå (áåç ïðåäïîëîæåíèÿ î ìàëîñòè ðåëàêñàöèîííûõ ïàðàìåòðîâ) ïðè-

áëèæåííîå ðåøåíèå ïîñòàâëåííîé â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäå-

ëè êðàåâîé çàäà÷è î êîíñîëèäàöèè ìàññèâà êîíå÷íîé ìîùíîñòè (çàäà÷à (5)–(11))

ìîæíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó (5), (7)–(9) îò-

íîñèòåëüíî èçáûòî÷íîãî íàïîðà è ïðèìåíèì ê íåé äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíûé

ìåòîä â ñîâîêóïíîñòè ñ ìåòîäîì ñóììàðíûõ ïðåäñòàâëåíèé [14, 15]. Ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå ñåòî÷íóþ îáëàñòü x ihi � ( , )i m� �0 1 è ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå

êðàåâîé çàäà÷å äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó âèäà
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( ) — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà m, îïðåäåëåííàÿ â [15],

E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (31), (32) èìå-

åò âèä

� ( ) � ( ) � ( ) ( ) ( , )u t e Q t w K t d i mi i i

t
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1

1
1 0

�
� � � , (33)

ãäå ôóíêöèè Q ti ( ), K ti ( )�� îïðåäåëåíû â [6].
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Âîçâðàùàÿñü â ñîîòíîøåíèÿõ (33) ê îðèãèíàëàì, ïîëó÷àåì ðåøåíèå èñõîäíîé

äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîé çàäà÷è â âèäå ÿâíîé çàâèñèìîñòè ôóíêöèè íàïîðà îò

êîíöåíòðàöèè
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ãäå &i t( ), S tik ( )�� îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè èç [6].

Ïåðåõîäÿ ê çàäà÷å (6), (10), (11), âîñïîëüçóåìñÿ ïðîäîëüíîé ñõåìîé ìåòîäà

ïðÿìûõ [16]. Ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷å äèôôåðåí-

öèàëüíî-ðàçíîñòíóþ çàäà÷ó èëè, ïîñëå èñêëþ÷åíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, — çàäà÷ó

Êîøè, êîòîðàÿ â âåêòîðíî-ìàòðè÷íîé ôîðìå çàïèøåòñÿ â âèäå
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4 2 3 , (35)

� �
C( )0 0� , (36)

ãäå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
�

�
�

�C t C t C t C t H t H t H tm( ) [ ( ), ( ), , ( )] , ( ) [ ( ), ( ), ,� �1 2 1 2
T H tm ( )]T ,

� � �
f C H H C H H C H H C C1 2 2 3 1 3 4 2 4 21 1( , ) [ ( ), ( )( ), ( )( ),� � � � � � �

� , ( )( ), ( )( )] ,H H C C H H C Cm m m m m m m m� � � �� � � �2 2 1 1
T

� � �
f C H H H H C H H H C Ñ2 3 2 1 2 4 3 1 3 12 1 2 2( , ) [( )( ), ( )( ),� � � � � � � �

� �, ( )( ), , ] ,H H H H C Ci i i i i i� � � � � �� � � �2 1 1 2 1 12 2 0 T

� �
�f C C C C Cm m3 2

2
3

2
1

21 1( ) [( ) , ( ) , , ( ) ]� � � � �
T ,

�
�g

D

h
�
�

�
�

�

�
�2

0 0, , ,

T

.

Îòìåòèì, ÷òî A aij i j
m�
�

[ ]
, 1

â ñîîòíîøåíèè (35) ÿâëÿåòñÿ òðåõäèàãîíàëüíîé

ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè aii � �2 ( , )i m� �1 1 ; a ai i i i� �� �1 1 1, , ( , )i m� 2 ; amm � �1;

aij � 0 ïðè j i� �1 j i' �1. Îáîçíà÷èâ

� � � � � � � � �
F C H

h
w t f C H

w t

h
f C H( , ) ( ) ( , )

( )
( , )� � �

1

4 2 1 1
3 2

2 2

�
�

� �
f C3 ( )

�

�
�

�

�
� , A

D

h
A1 2

� ,

ïåðåïèøåì ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó â âèäå çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòåìû íåëèíåé-

íûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿäêà

�
dC

dt
A C F C H g t C

�
� � � � � � �

� � � � �1 0 0 0( , ) , , ( ) . (37)

Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (37) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ íåÿâíîé ðàçíîñòíîé

ñõåìîé, ïîëó÷àåìîé, íàïðèìåð, ñëåäóþùèì îáðàçîì. Èíòåãðèðóÿ (37) ïî ïðîìå-

æóòêó [ , ]t t � � , èìååì èíòåãðàëüíîå ñîîòíîøåíèå

� � �
� �� � � � � �

C t C t A C s ds F C s H s

t

t

t

t

( ) ( ) ( ) ( ( ), ( )� � � �
� �


 
1 ) ,ds g� �� �
�

0. (38)

Çàäà÷å (37) íà îñíîâàíèè (38) ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íåÿâíóþ ñõåìó ñ âåñàìè,

â êîòîðîé èñïîëüçîâàíî çíà÷åíèå íàïîðíîé ôóíêöèè èç ïðåäûäóùåãî âðåìåííî-

ãî ñëîÿ (äàëåå ñòðåëêè íàä âåêòîðàìè îïóñêàþòñÿ),

( ) � ( � , ) [ ( ) ] ( ) ( , )� �
 �
 � � 
 � 
E A C F C H E A C F C H� � � � � � �1 11 1 , (39)

� � 0, 
�[ , ; ]0 5 1 ,

ãäå � ( )C C t� � � , C C t� ( ).
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Ýôôåêòèâíîå ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé (39) íàõîäèòñÿ, íàïðèìåð, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Íüþòîíà [16].

Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî ìîæíî ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé àëãîðèòì ïðèáëèæåí-
íîãî ðåøåíèÿ èñõîäíîé êðàåâîé çàäà÷è (5)–(11).

1. Íà äàííîì âðåìåííîì ñëîå âû÷èñëÿåì êîíöåíòðàöèþ C â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàç-
íîñòíîé ñõåìîé (39).

2. Ñ ó÷åòîì íàéäåííûõ çíà÷åíèé C íà ýòîì âðåìåííîì ñëîå âû÷èñëÿåì çíà÷å-
íèÿ èçáûòî÷íîãî íàïîðà H ñîãëàñíî ÿâíîé çàâèñèìîñòè (34).

3. Ïåðåõîäèì íà ñëåäóþùèé âðåìåííîé ñëîé è ïîâòîðÿåì âû÷èñëåíèÿ íà÷èíàÿ
ñ øàãà 1.

Ïðè ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà èíòåãðàë â ñîîòíîøåíèÿõ (34) àïïðîêñè-
ìèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñîîòâåòñòâóþùåé êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû [16].

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

×èñëåííàÿ ðåàëèçàöèÿ èçëîæåííîãî àëãîðèòìà âûïîëíåíà äëÿ âõîäíûõ äàííûõ,

ïðèâåäåííûõ â ðàáîòå [3]. Íåêîòîðûå èç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ â áåç-

ðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ (12)

ãðàôè÷åñêè èçîáðàæåíû íà

ðèñ. 1, 2. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-

íûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîçâîëÿ-

þò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâî-

äû î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ èç-

áûòî÷íûõ íàïîðîâ â ìàññèâå,

íàñûùåííîì ñîëåâûì ðàñòâî-

ðîì è äåôîðìèðóþùåìñÿ â

óñëîâèÿõ âëèÿíèÿ ýôôåêòîâ

ïàìÿòè, à òàêæå ïðîñòðà-

íñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè.

1. Â ñëó÷àå àíîìàëüíîé

îñìîòè÷åñêîé ôèëüòðàöèè, ïðè

ó÷åòå âñåõ ðàññìîòðåííûõ

âûøå ôàêòîðîâ, âëèÿþùèõ íà

ïðîöåññ óïëîòíåíèÿ, âåëè÷èíû

èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ â ìàññèâå

â ôèêñèðîâàííûé ìîìåíò âðå-

ìåíè ÿâëÿþòñÿ ìåíüøèìè ïî

ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùè-

ìè âåëè÷èíàìè â ñëó÷àå ó÷åòà

âëèÿíèÿ ëèøü ýôôåêòîâ ïàìÿòè

(ðèñ. 1, ãäå 1, 1� — t � 0 59, ;

2, 2� — t � 0 85, ; 3, 3� — t �118, ;

4, 4� — t �152, ; 5, 5� — t � 2 54, ,

� 3 0 025� , ), ÷òî óêàçûâàåò íà

óìåíüøåíèå â ðàññìàòðèâàå-

ìîì ñëó÷àå äëèòåëüíîñòè êîí-

ñîëèäàöèîííîãî ïåðèîäà.

2. Ìîíîòîííîå âîçðàñòà-

íèå âåëè÷èíû ðåëàêñàöèîííî-

ãî ïàðàìåòðà � 3 , â ñëó÷àå ó÷å-

òà ýôôåêòîâ ïðîñòðàíñòâåí-

íî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè,

ïðèâîäèò ê óñêîðåííîìó ðàñ-

ñåèâàíèþ èçáûòî÷íûõ íàïî-

ðîâ â óïëîòíÿþùåìñÿ â óêà-
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Ðèñ. 1. Ãðàôèê ïîâåäåíèÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ â îáùåì
ñëó÷àå (êðèâûå 1��5�) è ñ ó÷åòîì âëèÿíèÿ ëèøü ýôôåêòîâ
ïàìÿòè (êðèâûå 1–5) â ñëó÷àå àíîìàëüíîé îñìîòè÷åñêîé
ôèëüòðàöèè
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Ðèñ. 2. Ãðàôèê âëèÿíèÿ âàðèàöèè ïàðàìåòðà �3 íà âåëè÷èíó
èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ â ñëó÷àå àíîìàëüíîé îñìîòè÷åñêîé
ôèëüòðàöèè (êðèâûå 1–5 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèþ �3 0 01� , ,
êðèâûå 1��5� — çíà÷åíèþ �3 0 02� , )



çàííûõ óñëîâèÿõ ìàññèâå (ðèñ. 2, ãäå 1, 1� — t � 0 42, ; 2, 2� — t � 0 68, ; 3, 3� —

t �101, ; 4, 4� — t �152, ; 5, 5� — t � 2 03, ).

3. Êàê ïîêàçûâàþò ðàñ÷åòû, â ñëó÷àå íîðìàëüíîé îñìîòè÷åñêîé ôèëüòðàöèè,

ïðè ó÷åòå ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííîé íåëîêàëüíîñòè, èìåþò ìåñòî àíàëîãè÷íûå

ñëó÷àþ àíîìàëüíîé ôèëüòðàöèè çàêîíîìåðíîñòè ïîâåäåíèÿ èçáûòî÷íûõ íàïîðîâ

îòíîñèòåëüíî âëèÿíèÿ ýôôåêòà ïðîñòðàíñòâåííîé íåëîêàëüíîñòè. Îòëè÷èå ìåæäó

äâóìÿ ñëó÷àÿìè îñìîòè÷åñêîé ôèëüòðàöèè (íîðìàëüíîé è àíîìàëüíîé) ãëàâíûì

îáðàçîì ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïåðâîì èç íèõ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè èçáûòî÷íûå íàïî-

ðû â ìàññèâå ìîãóò ïðèíèìàòü îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ, à ãðóíò — ïåðåõîäèòü

â ñîñòîÿíèå ïåðåóïëîòíåíèÿ [1, 3].
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