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ÌÅÒÎÄ ÔÓÍÊÖÈÉ ËßÏÓÍÎÂÀ ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈß ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ ÈÒÎ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Ñ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÌÈ ÌÀÐÊÎÂÑÊÈÌÈ ÏÅÐÅÊËÞ×ÅÍÈßÌÈ.

I. ÎÁÙÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÈÌÏÓËÜÑÍÛÕ

ÑÒÎÕÀÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñòîõàñòè÷åñêàÿ äèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà, àâòîíîìíàÿ ñèñòå-

ìà, ìàðêîâñêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü, ýêñïîíåíöèàëü-

íàÿ óñòîé÷èâîñòü, óñòîé÷èâîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-

âîñòü ïî âåðîÿòíîñòè, p-óñòîé÷èâîñòü.

Ïåðâîíà÷àëüíûå èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âåðîÿòíîñòè ñèñòåì â ðàçëè÷íûõ

ïîñòàíîâêàõ îòðàæåíû â ðàáîòàõ [1–5]. Îäíàêî îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê çàäà÷àì

óñòîé÷èâîñòè ñèñòåì ñî ñëó÷àéíûìè ïàðàìåòðàìè âïåðâûå áûë ïðåäëîæåí â [6].

Ýòîò ïîäõîä, ïî-âèäèìîìó, ïîçâîëèë èñïîëüçîâàòü äëÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ

óðàâíåíèé îñíîâíûå ðåçóëüòàòû êëàññè÷åñêîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ñîâðåìåííûå

ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íåñëó÷àéíûõ ñèñòåì, è â ðåçóëüòàòå óäàëîñü óñòàíîâèòü ðÿä

õàðàêòåðíûõ ñâîéñòâ âåðîÿòíîñòíûõ ñèñòåì.

Â ýòîì íàïðàâëåíèè ðàáîòàëè âèäíûå ìàòåìàòèêè ÕÕ ñòîëåòèÿ Ð.Ç. Õàñü-

ìèíñêèé [7], Â.Ñ. Êîðîëþê [8], È.È. Ãèõìàí, À.Â. Ñêîðîõîä [9], Ã.Äæ. Êóøíåð,

Â.Ì. Êîíñòàíòèíîâ, Å.Ô. Öàðüêîâ [10, 11], Â.Â. Êàëàøíèêîâ, À.Ì. Ñàìîéëåí-

êî [12] è äð.

Âî âñåõ óïîìÿíóòûõ ðàáîòàõ ðàññìàòðèâàëàñü â îñíîâíîì óñòîé÷èâîñòü âåðî-

ÿòíîñòíûõ ïðîöåññîâ ñ íåïðåðûâíûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè ëèáî ðåàëüíûõ

îáúåêòîâ, îïèñûâàåìûõ îáîáùåííûìè ñòîõàñòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Èòî–Ñêî-

ðîõîäà.

Â ìîíîãðàôèè È.ß. Êàöà [13] îïèñàíà ìîäåëü ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé

ñ ìàðêîâñêèìè ïàðàìåòðàìè, òàê íàçûâàåìûõ óðàâíåíèé ñî ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðîé,

ïîçâîëÿþùèõ ðàññìàòðèâàòü óñòîé÷èâîñòü ñèñòåì ñ ðàçðûâíûìè ôàçîâûìè òðàåê-

òîðèÿìè. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàåò ïðè îïèñàíèè ìíîãî÷èñ-

ëåííûõ ôèçèêî-òåõíè÷åñêèõ ïðîöåññîâ.

Ïðè ýòîì ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî àíàëèç âåðîÿòíîñòíûõ ïðîöåññîâ

ñ ðàçðûâíûìè ôàçîâûìè òðàåêòîðèÿìè íå ñëèøêîì óñëîæíÿåò òåîðèþ ñòîõàñòè÷åñ-

êîé óñòîé÷èâîñòè, ïîñêîëüêó ïðè ýòèõ èññëåäîâàíèÿõ ñîõðàíÿåòñÿ ñâîéñòâî ñòîõàñ-

òè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ðåàëèçàöèè [13].

Â ìîíîãðàôèè Å.Ô. Öàðüêîâà, Ì.Ë. Ñâåðäàíà [10] ðàññìîòðåíà óñòîé÷èâîñòü

ðàçíîñòíûõ è äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì ñ ó÷åòîì ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ è èìïóëüñ-

íûõ ìàðêîâñêèõ ïåðåêëþ÷åíèé. Â äàííîé ñòàòüå îáîáùåíû ðåçóëüòàòû ìîíîãðà-

ôèé [10] è [13], à èìåííî, ðàññìîòðåíî ñòîõàñòè÷åñêîå äèôôóçèîííîå óðàâíåíèå

ñ ó÷åòîì ìàðêîâñêèõ ïàðàìåòðîâ, îáóñëîâëèâàþùèõ âíóòðåííåå èçìåíåíèå ñòðóê-

òóðû ñèñòåìû ñ ñîõðàíåíèÿìè ñâîéñòâà ñòîõàñòè÷åñêîé íåïðåðûâíîñòè ðåàëèçàöèè

ïî È.ß. Êàöó, à òàêæå ó÷èòûâàþòñÿ èìïóëüñíûå ìàðêîâñêèå ïåðåêëþ÷åíèÿ â ñëó-

÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè ïî Å.Ô. Öàðüêîâó.
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ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÇÀÄÀ×È

Ïóñòü ( , , , } { , })� � � �P F � � �t t 0 — âåðîÿòíîñòíûé áàçèñ [14]; { ( ), }� t t � 0 —

ôåëëåðîâñêèé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Y

ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ P( , , )s y t ; ( , )�k k � 0 — ôåëëåðîâñêàÿ öåïü Ìàðêîâà

ñî çíà÷åíèÿìè â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå H ñ ïåðåõîäíîé âåðîÿòíîñòüþ íà

k-ì øàãå Pk h G( , ) [15].

Ó÷èòûâàÿ ïîëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòíîé òåîðèè óñòîé÷èâîñòè, ñëåäóÿ À.Ì. Ëÿïóíî-

âó [13, 16], áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñòîõàñòè÷åñêèå óðàâíåíèÿ âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ

äèôôóçèîííîãî òèïà è èññëåäîâàòü âîïðîñ îá óñòîé÷èâîñòè òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Àíàëèçèðóåì óðàâíåíèå âîçìóùåííîãî äâèæåíèÿ, êîòîðîå áóäåì òðàêòîâàòü

êàê äèíàìè÷åñêóþ ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû

dx t a t t x t dt b t t x t dw t( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) ( )� �� � (1)

ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì
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è ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè
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k0 0 0 0
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 �Y R . (3)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíû:

i) èçìåðèìûå ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ îòîáðàæåíèÿ a t: R Y 

 �R R
m m ; b t

m m: R Y R R  � ; g t
m m: R Y H R R   � ïî ïîñëåäíåìó àðãó-

ìåíòó óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ðàâíîìåðíî ïî âñåì äðóãèì àðãóìåíòàì:

a t y x a t y x b t y x b t y x( , , ) ( , , ) ( , , ) ( , , )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2	 � 	 �

� 	 � 	g t y h x g t y h x x x( , , , ) ( , , , )( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 2� (4)

� � 
 
t y h0, ,Y H, è óñëîâèå

a t y b t y g t y h c t y h( , , ) ( , , ) ( , , , ) , , ,0 0 0 0� � � � � � 
 
Y H ; (5)

ii) w t w t( ) ( , )� 
� R
1 — îäíîìåðíûé ñòàíäàðòíûé âèíåðîâñêèé ïðîöåññ [15].

Îïðåäåëåíèå 1. Ñëó÷àéíûé ïðîöåññ x t x t m( ) ( , )� 
� R íàçîâåì ñèëüíûì

ðåøåíèåì çàäà÷è Êîøè (1), (3) ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2), åñëè x t( )

ñîãëàñîâàí ñ ïîòîêîì �-àëãåáð { , }� �t t � �0 è ïðè t t� �0 0 óäîâëåòâîðÿåò

ñòîõàñòè÷åñêîìó èíòåãðàëüíîìó óðàâíåíèþ

x t x s a x d b x dw

s

t

s

t

( ) ( ) ( , ( ), ( )) ( , ( ), ( )) (� � �� �� � � � � � � � � � ) (6)

ïðè âñåõ s t t t s t t tk k k k
 
 �� �[ , ); ( , ),1 1 ; ïðè ýòîì

x t x t g t t x tk k k k k k( ) ( ) ( , ( ), , ( ))� 	 � 	 	 	� � (7)

ïðè âñåõ t tk � 0 è k n t tn� �inf { : }0 .

Ïîíÿòíî, ÷òî íàëîæåííûå âûøå îãðàíè÷åíèÿ íà a b, è g ãàðàíòèðóþò ñóùåñò-

âîâàíèå ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (1)–(3) ñ òî÷íîñòüþ äî ñòîõàñòè÷åñêîé

ýêâèâàëåíòíîñòè ïðè ëþáûõ t x m
0 00� 
, R è çàäàííûõ ðåàëèçàöèÿõ ìàðêîâñêîãî

ïðîöåññà { ( ), }� t t t� 
0 Y è öåïè Ìàðêîâà { , }�� k k� 0 [10].

Ñèëüíîå ðåøåíèå x t x t m( ) ( , )� 
� R îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ c ïîìîùüþ

íà÷àëüíûõ äàííûõ (3), ïîýòîìó â äàëüíåéøåì áóäåì îáîçíà÷àòü åãî x t t x y h( , , , , )0 0 .

Ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ïàðàìåòðà �( )t 
Y â äèôôóçèîííîì

ñòîõàñòè÷åñêîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíåíèè (1) (ÑÄÓ), êàê ïðàâèëî, [9, 10, 13],

ó÷èòûâàþò îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ.
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1. �( )t 
Y — ÷èñòî ðàçðûâíûé ñêàëÿðíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ, êîòîðûé

äîïóñêàåò ðàçëîæåíèå [17]

P

P

{ ( ) [ , ] | ( ) } ( , , ) ( ),

{

� � � � � 	 � 	 � �t t t p t t o t� 
 � � � � �� � � � �

� � 	 � � 	 	( ) , | ( ) } ( , ) ( ),� � � � � 	 �t t t t p t t o t� � �1
(8)

ãäå P{ | }� � — óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü, o t( )� — áåñêîíå÷íî ìàëàÿ âåëè÷èíà âûñ-

øåãî ïîðÿäêà ìàëîñòè îòíîñèòåëüíî � t .

2. Ñêàëÿðíûé ïðîöåññ �( )t — îäíîðîäíàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì

ñîñòîÿíèé Y �{ , , , }y y yk1 2 � è èçâåñòíûìè ïàðàìåòðàìè qij , q qi ij

j i

�
�
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P

{ ( ) | ( ) } ( ),

{ ( ) ,

� �
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t t y t y q t o t

y t t

j i ij
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� � � � �

� � � �

� � �

� � �t t y q t o ti i| ( ) } ( ).� � � 	 �1
(9)

3. Â ìîìåíò � èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû y y
i j� ïðîèñõîäèò ñëó÷àéíîå

ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå ôàçîâîãî âåêòîðà x x( )� 	 �0 , x z( )� � , äëÿ êîòîðîãî

çàäàíà óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü p zij ( , )� :

P{ ( ) [ , ] | ( ) } ( , / ) ( )x z z dz x t x p z x dz o dzij� �
 � 	 � � �0 ).

Â èññëåäîâàíèè íà óñòîé÷èâîñòü ÑÄÓ (1) ñ ïàðàìåòðîì �( )t È.ß. Êàö [13]

ïðåäïîëàãàë, ÷òî óñëîâíàÿ ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñêà÷êîâ ôàçîâîãî âåêòîðà

p z xij (�
 � � íåïðåðûâíà ïî � è èìååò êîìïàêòíûé íîñèòåëü, óäîâëåòâîðÿþùèé

óñëîâèÿì h x z h x h h p z o o zij1 2 1 20| | | | | |; ; ( , / ) ( )� � � � �� . Ýòè óñëîâèÿ èñêëþ-

÷àþò ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà x t( ) â ðåçóëüòàòå ñêà÷êà â òî÷êó x � 0. Åñëè æå â íåêîòî-

ðûé ìîìåíò t� èìååì x t( )� � 0, òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 x t( ) � 0 ïðè âñåõ t t� 0 .

Îáñóäèì ñíà÷àëà ïåðâóþ îñîáåííîñòü, âîçíèêàþùóþ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñ-

òåìû (1), êîòîðàÿ ïîäâåðãàåòñÿ âíóòðåííèì (ïàðàìåòðè÷åñêèì) âîçìóùåíèÿì

�( )t [13], ò.å. (1) ñ íà÷àëüíûìè äàííûìè �( )t y0 � 
Y, x t x( )0 0� (áåç ó÷åòà èì-

ïóëüñíûõ âîçäåéñòâèé (2)).

Ïðåäïîëîæèì äëÿ óïðîùåíèÿ, ÷òî �( )t — ïðîñòàÿ ìàðêîâñêàÿ öåïü ñ êîíå÷-

íûì ÷èñëîì ñîñòîÿíèé, ò.å. Y �{ , , , }y y yk1 2 � (ñïîñîá 2). Ýòî îçíà÷àåò ïî÷òè

êóñî÷íóþ ïîñòîÿííîñòü âñåõ ðåàëèçàöèé �( )t , à ïåðåõîäû — ïåðåêëþ÷åíèå

ñèñòåìû â ñëó÷àéíûå ìîìåíòû âðåìåíè. Òîãäà íà ñëó÷àéíîì èíòåðâàëå

t h
 	[ , ]� � , ãäå �( )t yi� 
Y, äâèæåíèå áóäåò ïðîèñõîäèòü â ñèëó ÑÄÓ (1) äëÿ

t h
 	[ , )� � :

dx t a t x t y dt b t x t y dw ti i( ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) ( )� � , (10)

x h x y h yi( ) ; ( )� �	 � 	 � . (11)

Åñëè � — ìîìåíò ïåðåõîäà � �( )	 �0 yi ê çíà÷åíèþ � �( ) � �y yj i , òî íà èíòåð-

âàëå ïîñòîÿíñòâà � �( ) � y j ñëåäóåò ðåøàòü ÑÄÓ óðàâíåíèå (10) c y j âìåñòî yi .

Åñòåñòâåííî ïðè ýòîì âîçíèêàåò ïðîáëåìà âûáîðà íà÷àëüíîãî óñëîâèÿ x( )� äëÿ

íîâîãî ÑÄÓ:

dx t a t x t y dt b t x t y dw t t hj i( ) ( , ( ), ) ( , ( ), ) ( ), [ , )� � 
 �� � 1 . (12)

Âûáîð x( )� íå ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ ìàòåìàòè÷åñêèìè ñîîáðàæåíèÿìè, à ïîë-

íîñòüþ äèêòóåòñÿ ðåàëüíûìè ñâîéñòâàìè ìîäåëèðóåìîãî îáúåêòà.

Çíà÷èò, óðàâíåíèå (1), ÷èñòî ðàçðûâíûé ìàðêîâñêèé ïðîöåññ �( )t è íà÷àëüíîå

óñëîâèå (3) íà êàæäîì èíòåðâàëå ïîñòîÿíñòâà ïðîöåññà �( )t îïðåäåëÿþò ìàðêîâ-

ñêèé ïðîöåññ { ( ), ( )}x t t� [15], â êîòîðîì ñëó÷àéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ x t m( )
R õàðàê-

òåðèçóåò èçìåíåíèÿ âåêòîðà ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû, à �( )t — ñëó÷àéíûå èçìåíåíèÿ åå

ñòðóêòóðû. Îïðåäåëåíèå ñèñòåìû (1), êàê ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû, ýòèì

è îáúÿñíÿåòñÿ.
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Íàèáîëåå èíòåðåñíû â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ ñëåäóþùèå âàðèàíòû ïîâåäåíèÿ

òðàåêòîðèè ñèëüíîãî ðåøåíèÿ ÑÄÓ (1) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì �( )t y0 � 
Y,

x t x( )0 0� áåç èìïóëüñíîãî âîçäåéñòâèÿ (2) [13].

Â1. Â ìîìåíò ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû �( )t ôàçîâûé âåêòîð x t( )
èçìåíÿåòñÿ íåïðåðûâíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 1, ò.å. â ìîìåíò � èçìåíåíèå ñòðóêòóðû

ñèñòåìû

x x( ) ( )� �	 �0 . (13)

Â2. Â ìîìåíò � � t0 ñêà÷êîîáðàçíîãî èçìåíåíèÿ ñòðóêòóðû ôàçîâûé âåêòîð

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñîñòîÿíèåì, â êîòîðîì íàõîäèëàñü ñèñòåìà

íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä èçìåíåíèåì ñòðóêòóðû è âûçâàííûì ïåðåõîäîì � �( )	 �0 yi
â � �( ) � �y yj i .

Â ýòîì ñëó÷àå åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü

x x i jij( ) ( ( )),�  �� 	 �0 , (14)

ãäå ij
mC
 ( )R , ïðè÷åì ij ( )0 0� .

Îñîáûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àé ëèíåéíîñòè ôóíêöèé ij x( ), òîãäà

ñóùåñòâóþò òàêèå ìàòðèöû Aij , ÷òî

x A xij( ) ( )� �� 	0 . (15)

Çàìåòèì, ÷òî ñëó÷àé Â1 (íåïðåðûâíûå èçìåíåíèÿ ôàçîâîãî âåêòîðà x t m( )
R

ñ âåðîÿòíîñòüþ 1) ïîëó÷àåòñÿ èç (15) ïðè A Eij � — åäèíè÷íîé ìàòðèöû ïîðÿäêà

( )m m .

Â3. Íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé âîçíèêàåò, êîãäà äëÿ ñëó÷àéíîãî ìîìåíòà � èçìå-

íåíèÿ ñòðóêòóðû ñèñòåìû (1) y yi j� . Ñëåäóåò çàäàòü óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäå-

ëåíèÿ íà÷àëüíûì ñîñòîÿíèåì x x m( ) ( , ) , ,� � � � �� 
 
 
�R R � , äëÿ èçìåíèâøåéñÿ

ñòðóêòóðû (1)

P{ ( ) [ , ) | ( ) } ( , | ) ( )x z z dz x x p z x dz o dzij� � �
 � 	 � � �0 , (16)

ãäå p z xij ( , | )� îáîçíà÷àåò óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü óêàçàííîãî m-ìåðíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ.

Çàìå÷àíèå 1. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ïî÷òè âñå ðåàëèçàöèè ïðîöåññà x t t( ), ( )�

íåïðåðûâíû ñïðàâà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ñëó÷àé (13), (14) ïîëó÷àåòñÿ èç (16), åñëè p z x z xij ( , | ) ( )� �� 	
èëè p z x z xij ij( , | ) ( ( ))� � � 	 , ãäå �( )z — �-ôóíêöèÿ Äèðàêà [12].

Òàêèì îáðàçîì, çàäàíèå ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû ïðåäïîëàãàåò:

à) ÑÄÓ (1) è íà÷àëüíîå óñëîâèå (3) �( )t y0 � 
Y; x t x( )0 0� ; �k h
0
� ;

á) âåðîÿòíîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ÷èñòî ðàçðûâíîãî ïðîöåññà �( )t ,

îïðåäåëÿþùèå ñëó÷àéíîå èçìåíåíèå ñòðóêòóðû ïî (8) (ï. 1); (9) (ï. 2) èëè ÑÄÐ ñ

ïóàññîíîâñêèìè âîçìóùåíèÿìè.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß È ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈÅ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ

Ïóñòü Pk y h G(( , ), )� — ïåðåõîäíàÿ âåðîÿòíîñòü öåïè Ìàðêîâà { ( ), }� �t k k íà

k -ì øàãå. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíÿòûìè â òåîðèè ìàðêîâñêèõ ïðîöåññîâ

îáîçíà÷åíèÿìè âåðîÿòíîñòè ñîáûòèé [15, 17] (ñâÿçàííûõ ñ ýòîé öåïüþ) ââåäåì

èíäåêñû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà

P P
y h

t
k k k

k t G y h G
,

( ( ) , ) (( , ), )� �� �
 
 � 1 1� � (17)

ïðè âñåõ t t y hk � 
 
0 , ,Y H è áîðåëåâñêèõ � � �Y H,G .

Òåïåðü ââåäåì ôóíêöèþ

P Pk y h

t
k k ky h x G C x t t y h x C x tk(( , , ), ) ( ( , , , , ) , (

,
�  � 
� �1 1 ) , ),
 
�� �k G1

(18)

ïðè âñåõ t S t k x y hk
m
 � 
 � 
 
 
{ }, { }, , ,0 0N R Y H è áîðåëåâñêèõ C m
R ,

� � Y, G � H.

138 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2009, ¹ 2



Îïðåäåëåíèå 2. Äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà l y h xk� ( , , ) íà ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè èçìåðèìûõ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé �k
my h x( , , ): Y H R R  � 1, k 
 �N { }0 äëÿ

ÑÄÓ (1) ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì (2) îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

l y h x y h x du dz dl u z lk k k
m

� � �( , , ) ( , , )( ) ( , , )�   	

 

��
Y H R

P 1 k y h x( , , ). (19)

Îïðåäåëåíèå 3. Åñëè t kh � � ïðè âñåõ k 
N è íåêîòîðîì �� � îòîáðàæåíèÿ

a b, è g íå çàâèñÿò îò t , ïðîöåññ �( )t è öåïü Ìàðêîâà � k îäíîðîäíûå, òî ñèñòåìó (1),

(2) íàçîâåì àâòîíîìíîé.

Â ñëó÷àå àâòîíîìíîé ñèñòåìû (1), (2) èíäåêñ k ôóíêöèè Pk y h x G C(( , , ), )� 
ìîæíî îïóñòèòü è äèñêðåòíûé îïåðàòîð Ëÿïóíîâà îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

l y h x y h x du dz dl u z l y h
m

k� � �( , , ) ( , , )( ) ( , , ) ( ,�   	

 

�
Y H R

P , )x . (20)

Ïðè ðàçâèòèè âòîðîãî ìåòîäà Ëÿïóíîâà äëÿ ÑÄÓ ñ èìïóëüñíûì âîçäåéñòâèåì

(1), (2) ïîíàäîáÿòñÿ ñïåöèàëüíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé �k y h x k( , , ), 
N .

Îïðåäåëåíèå 4. Ôóíêöèåé Ëÿïóíîâà äëÿ ñèñòåìû ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1), (2)

íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé { ( , , ), }�k y h x k � 0 , åñëè:

1) ïðè âñåõ k � 0, y
Y, h 
H, x m
R îïðåäåëåíî âûðàæåíèå (19);

2) ïðè r � �
� �( ) inf ( , , )

, ,

, | |

r y h x
k y

h x r

k� � �

 


 �

N Y

H

; (21)

3) ïðè r � 0

� �( ) sup ( , , )
, ,

, | |

r y h x
k y

h x r

k� �

 


 �

N Y

H

0, (22)

ïðè÷åì �( )r è �( )r íåïðåðûâíû è ìîíîòîííû.

Ðàññìîòðèì óñòîé÷èâîñòü òðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ x � 0 ñèñòåìû (1), (2), ò.å.

c � 0 â òðåáîâàíèè (5), â ñëåäóþùèõ âåðîÿòíîñòíûõ ñìûñëàõ [7, 9, 10, 11, 18, 19].

Îïðåäåëåíèå 5. Ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) íàçîâåì:

� óñòîé÷èâîé ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè èç íåðàâåíñòâà | |x � � ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

P
�
�
�

�
�
�
�

�
�

sup | ( , , , , ) |
t t

x t t y h x

0

0 1 2� � (23)

ïðè âñåõ y h
 
Y H, è t0 0� ;

� àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé ïî âåðîÿòíîñòè, åñëè âûïîëíåíî (23) è ìîæíî

óêàçàòü òàêèå �1 0� è �2 0� , ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ ðåàëèçàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ

íåðàâåíñòâó

P
�
�
�

�
�
�

�
�

sup | ( , , , , ) |
t t

x t t y h x

0

0 1� ,

èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

lim {| ( , , , , ) |}
t

x t t y h x
��

�P 0 0

ïðè âñåõ t y h
0

0� 
 
, ,Y H è | |x � �2 ;

� àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñòîé÷èâîé, åñëè îíà óñòîé÷èâà ïî âåðîÿò-

íîñòè è äëÿ ëþáîãî � � 0 ñóùåñòâóåò �1 0� òàêîå, ÷òî

lim sup | ( , , , , ) |
� �

�
�� �

�
�
�

�
�
�
�

�P
t

x t t y h x0 0 (24)

ïðè âñåõ | |x � �1, y h
 
Y H, è t0 0� .
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Îïðåäåëåíèå 6. Ñèñòåìó ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) íàçîâåì:

� p-óñòîé÷èâîé (ïðè p � 0), åñëè � �� 0 ìîæíî óêàçàòü òàêîå � � 0, ÷òî èç íåðà-

âåíñòâà | |x � � ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E | ( , , , , ) |x t t y h x p
0 � � (25)

ïðè âñåõ t t t y h� � 
 
0 0 0, , ,Y H ;

� àñèìïòîòè÷åñêè p-óñòîé÷èâîé (ïðè p � 0), åñëè îíà p-óñòîé÷èâà è ñóùåñò-

âóåò òàêîå �1 0� , ÷òî èç íåðàâåíñòâà | |x � �1 ñëåäóåò

lim sup | ( , , , , ) |
t y h

px t t y h x
� � 
 


�
Y, H

E 0 0 (26)

ïðè âñåõ t � 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè p � 2 áóäåì èìåòü óñòîé÷èâîñòü â ñðåäíåì êâàäðàòè÷íîì

(l.i.m) (25) è àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â l.i.m.

Îïðåäåëåíèå 7. Ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) íàçûâàåòñÿ ýêñïîíåíöè-

àëüíî p-óñòîé÷èâîé ïðè íåêîòîðîì p � 0, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå � � 0, ÷òî èç íåðà-

âåíñòâà | |x � � ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

E | ( , , , , ) | | |
( )

x t t y h x M e xp t t p
0

0� 	 	� (27)

ïðè íåêîòîðûõ M � 0, � � 0 äëÿ y h t t t
 
 � �Y H, , ,0 00 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè p � 2 áóäåì èìåòü ýêñïîíåíöèàëüíóþ óñòîé÷èâîñòü â l.i.m.

Åñëè (23), (24) èëè (25) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ x m
R , òî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó

íàçâàíèþ óñòîé÷èâîñòè áóäåì äîáàâëÿòü ñëîâà «â öåëîì».

ÎÁÙÈÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÑÈÑÒÅÌ ÑËÓ×ÀÉÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÛ

Äëÿ äàëüíåéøèõ âûêëàäîê ïîëó÷èì âíà÷àëå îöåíêè ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2) íà

èíòåðâàëàõ [ , )t tk k�1 ÷åðåç çíà÷åíèÿ ðåøåíèÿ â òî÷êàõ t kk , � 0.

Ëåììà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî òðåáîâàíèÿ ï. i) (íåðàâåíñòâî Ëèïøèöà (4) è íåðà-

âåíñòâî ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè (5)).

Òîãäà ïðè âñåõ k � 0 äëÿ ñèëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè (1)–(3) èìååò ìåñòî

íåðàâåíñòâî

E E
�
�
�

�
�
�

� � �
� � �

sup | ( ) | ( ) [ | ( ) |
t t t

k

k k

x t x t c

1

2 2 2 215 1 2 2� ( )]t tk k� 	 1

 	 � 	� �exp{ (( ) )( )}5 42
1

2
1� t t t tk k k k . (28)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè âñåõ t t tk k
 �[ , )1 , t tk � 0 , èç (6) ëåãêî çàïèñàòü

íåðàâåíñòâî

| ( ) | | ( ) | | ( , ( ), ( ) ( , ( ), ) |x t x t a x a dk

t

t

tk

� � 	 �� � � � � � � � �0

k

t

a d� �| ( , ( ), ) |� � � �0

� 	 �� | ( , ( ), ( ) ( , ( ), ) | ( ) | ( , ( ), )b x b dw b

t

t

k

� � � � � � � � � � �0 0 | ( )

t

t

k

dw� � . (29)

Âîçâåäåì â êâàäðàò ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè íåðàâåíñòâà (29)

i

n

i i

i

n

a n a

� �
� �

 

!

"
"

#

$

%
%

�
 

!

"
""

#

$

%
%%1

2

2

1

,

âû÷èñëèì sup îò ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, çàïèøåì íåðàâåíñòâî Êîøè–Áóíÿêîâ-

ñêîãî äëÿ èíòåãðàëà Ðèìàíà è íåðàâåíñòâî äëÿ îöåíêè óñëîâíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî

îæèäàíèÿ îò êâàäðàòà sup èíòåãðàëà Âèíåðà–Èòî [14, 15] è ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâ

(4), (5) ïîëó÷èì
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E E
�
�
�

�
�
�

� � 	
� �

�
�

sup | ( ) | / [ ( ) (
t t t

t k k

k k

k
x t x t c t

1

2 2 2
15 2� t t tk k k) (( ) )]� 	 � ��2

1
2 4


�
�
�

�
�
�� �

� E sup | ( ) | /
t

t

t

t

k

k

k

x d
�

� �
1

2
� . (30)

Ïðèìåíÿÿ ê (30) íåðàâåíñòâî Ãðîíóîëëà, âèäèì, ÷òî

E
�
�
�

�
�
�

�
� � �

sup | ( ) | /
t t t

t

k k

k
x t

1

2
�

� � 	�
	 � 	� �5 22 2

1
5 42

1
2

1[ | ( ) | ( )]
(( ) )(

E x t c t t ek k k
t t tk k k� tk )

. (31)

Äëÿ t t k� �1 ñèëüíîå ðåøåíèå èìïóëüñíîé ñèñòåìû (1)–(3), î÷åâèäíî, äîëæíî

óäîâëåòâîðÿòü íåðàâåíñòâó

E E{| ( ) / |} [ {| ( ) / |}x t x tk t k tk k� �� 	 �1
2

1
23� �

� 	 	 	 	� � � � � �2 1 1 1 1 1 1E g t t x t g t tk k k k k k{| ( , ( ), , ( )) ( , (� � � ), , ) | / }�k tk� �1
20 �

� 	 �� � �2 01 1 1
2E g t tk k k tk

{| ( , ( ), , ) | / }]� � �

� �
�
�
�

�
�
�
�

&

'
(
(

)

*
+
+� � �

3 1 2 2 2 2

1

( sup | ( ) | /� E
t t t

t

k k

x t c� . (32)

Îáúåäèíèâ äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà, ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî (28) ëåììû 1. �

Çàìå÷àíèå 2. Âåçäå äàëåå c � 0, à òàêæå èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå

k
k t t t t

t t

k
0

0 0 1

10 0
�


 � �




�
�
�

sup{ : } ,

[ , ).

N ïðè

ïðè

Òåîðåìà 1. Ïóñòü:

1) | | ,t t kk k� 	 � �1 0� ;

2) âûïîëíåíî óñëîâèå Ëèïøèöà (4);

3) ñóùåñòâóþò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà �k y h x( , , ) è a y h x kk ( , , ), � 0, òàêèå, ÷òî â

ñèëó ñèñòåìû (1)–(3) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

l y h x t a y h x tk k� ( , , ( )) ( , , ( ))� 	 . (33)

Òîãäà ñèñòåìà ñëó÷àéíîé ñòðóêòóðû (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè ñòîõàñòè÷åñêè óñ-

òîé÷èâà â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ftk
— ìèíèìàëüíàÿ �-àëãåáðà, îòíîñèòåëüíî êîòîðîé

èçìåðèìû �( )t ïðè âñåõ t t t k
[ , ]0 è �n ïðè n k� . Òîãäà óñëîâíîå ìàòåìàòè÷åñêîå

îæèäàíèå âû÷èñëèì ïî ôîðìóëå

E{ ( ( ), , ( )) / }� � �k k k k tt x t
k� � � � �1 1 1 1 �

�  

 

� �
�

�
Y H R

P

m
k

k k y ty h x du dz dl u z l(( , , )( ) ( , , )) ( )� �
� �

1

k

kx x t� ( )

. (34)

Ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ äèñêðåòíîãî îïåðàòîðà Ëÿïóíîâà l y h xk� ( , , ) (19) èç

ðàâåíñòâà (34), ó÷èòûâàÿ (33), ïîëó÷èì íåðàâåíñòâî

E{ ( ( ), , ( )) / }� � �k k k k tt x t
k� � � � �1 1 1 1 �

� � �� � � � � � �k k k k k k k k kt x t l t x t x t( ( ), , ( )) ( ( ), , ( )) (| ( ) | ). (35)

Èç ëåììû 1 è ñâîéñòâ ôóíêöèè � ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå óñëîâíîãî ìàòåìàòè-

÷åñêîãî îæèäàíèÿ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (35).
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Òåïåðü, èñïîëüçóÿ (34), (35), çàïèøåì ðàâåíñòâî (19) âäîëü ðåøåíèé (1)–(3):

l t x t t x tk k k k k k k k� � � � � �( ( ), , ( )) { ( ( ), , ( )) /� � � � �E 1 1 1 1 �tk
}	

	 � 	 �� � � �k k k k k kt x t a t( ( ), , ( )) ( ( )) 0. (36)

Òîãäà ïðè k � 0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

E{ ( ( ), , ( )) / } ( ( ), , (� � � � � �k k k k t k k k kt x t t x t
k� � � � �1 1 1 1 � )) ,

çíà÷èò, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí � � �k k k kt x t( ( ), , ( )) îáðàçóåò ñó-

ïåðìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî �tk
.

Äàëåå, âû÷èñëèâ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå â íåðàâåíñòâå (36), ïðîñóììèðóåì

ïî k îò n k� 0 äî N ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ. Î÷åâèäíî, áóäåì èìåòü

E E{ ( ( ), , ( ))} { ( ( ), , ( ))� � � � � �N N N N N N N Nt x t t x t� � � � 	1 1 1 1 } �

� � 	� �
k=n

N

k k k k

k=n

N

k k kl t x t t xE E{ ( ( ), , ( ))} { ( ( ), ,� � � 	 � � ( ))}t k � 0. (37)

Ïîñêîëüêó ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà sup | ( ) |
t t tk k

x t
� � � 1

2 íå çàâèñèò îò ñîáûòèé �-àëãåá-

ðû �tk
[17, 8], òî

E E
�
�
�

�
�
�

�
�
�
�� � � �� �

sup | ( ) | / sup | (
t t t

t
t t tk k

k

k k

x t x

1 1

2
� t ) |2

�
�
�

, (38)

ò.å. íåðàâåíñòâî (28) èìååò ìåñòî è äëÿ îáû÷íîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ

E E
�
�
�

�
�
�

� � �
� � �

sup | ( ) | ( ) [ | | ]
t t tk k

x t x c e

1

2 2 2 2 515 1 2 2� � � � �2 2 4( )� . (28,)

Äàëåå èìååì

P
�
�
�

�
�
�
�

�
�

sup | ( , , , , ) |
t t

x t t y h x

0

0 1�

�
�
�
�

�
�
�
�
 � �� 	 �

P sup sup | ( , , , , ) |
n N t t tk n k n

x t t y h x

0 1 0

0 1� �

�
�
�
�

�
�
�
�

�



� 	P sup | ( , , , , ) |
n N

k nx t t y h x
0 1 0 0 1�

�
�
�
�

�



� 	 � 	 � 	 � 	P sup ( ( ), , ( ) )
n N

k n k n k n k nt x t� � �
0 0 0 01 1 1 1 � �( )1

�
�
�

. (39)

Åñëè sup | ( ) |x t rk � , òî íà îñíîâàíèè (21) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

sup ( ( ), , ( )) inf (
,

, | |
k k

k k k k
k k y

h x r

kt x t y
� � 



 �

�
0 0

� � � �
Y

H

, , ) ( )h x r� � .

Òåïåðü âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì äëÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ñóïåðìàðòèíãà-

ëîâ [13–15]:

P
�
�
�

�



� 	 � 	 � 	 � 	sup ( ( ), , ( ) )
n N

k n k n k n k nt x t� � � �
0 0 0 01 1 1 1 ( )�1

�
�
�

�

� �
1

1 1
0� �

�
�

� �( )
( , , )

( )

( )
k y h x

x
. (40)

Èç (39), (40) ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (23), êîòîðîå ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ïî

âåðîÿòíîñòè â öåëîì ñèñòåìû (1)–(3).
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Èç íåðàâåíñòâà (37) ñëåäóþò îöåíêè

E{ ( ( ), , ( ))} ( , , )� � � �N N N N kt x t y h x� � � � �1 1 1 1 0
, (41)

E{ ( ( ), , ( ))} ( , , )a t x t y h xk k k k

k k

N

k� � �
�
� �

0

0
(42)

ïðè âñåõ N k y h x m� 
 
 
0 , , ,Y H R .

Â ñèëó òîãî, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }ak , k � 0, îáðàçóåò ôóíêöèè Ëÿïóíîâà,

äîëæíû ñóùåñòâîâàòü íåïðåðûâíûå ñòðîãî ìîíîòîííûå ôóíêöèè a r( ) è a r( ) ,

ðàâíûå íóëþ ïðè r � 0 è òàêèå, ÷òî

a x a y h x a xk( ) ( , , ) ( | | )� � (43)

äëÿ k N y h
 
 
, ,Y H è x m
R .

Òàêèì îáðàçîì, èç ñõîäèìîñòè ðÿäà â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà (42) ñëåäóåò ñõî-

äèìîñòü ðÿäà

k k

ka x t t y h x

�

�

�
0

0E{ ( | ( , , , , ) |} � � 
 
 
t y h x m
0 0, , ,Y H R . Òîãäà â ñèëó

íåïðåðûâíîñòè a r( ) è ðàâåíñòâà a( )0 0� èìååì

p x t t y h x
k

klim | ( , , , , ) |
��

�0 0.
(44)

Èç (44) ñëåäóåò ñòðåìëåíèå ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

�( | ( , , , , ) | )x t t y h xk 0 ïðè k � � äëÿ âñåõ t y h x m
0 0� 
 
 
, , ,Y H R .

Çíà÷èò, èç ñâîéñòâ ôóíêöèè Ëÿïóíîâà çàêëþ÷àåì, ÷òî íåîòðèöàòåëüíûé ñóïåð-

ìàðòèíãàë {� � �k k k kt x t( ( ), , ( )) ïðè k � �� ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî âåðîÿòíîñòè ïðè

âñåõ ðåàëèçàöèÿõ ïðîöåññà � �� �( ) ( , )t t� è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �k .

Äàëåå íåîòðèöàòåëüíûé îãðàíè÷åííûé ñâåðõó ñóïåðìàðòèíãàë èìååò ïðåäåë ñ

âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà [15]. Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàò ëåììû 1 (íåðàâåíñòâî (28,)),
ïîëó÷àåì àñèìïòîòè÷åñêóþ ñòîõàñòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü â öåëîì èìïóëüñíîé

ñèñòåìû (1)–(3) â ñèëó îïðåäåëåíèÿ 5 (ñì. (24)).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1), 2) òåîðåìû 1, à â ñèëó ñèñòåìû

(1)–(3) äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèè Ëÿïóíîâà { }�k , k � 0, èìååò ìåñòî

l y h xk� ( , , ) � 0 äëÿ k N y h
 
 
, ,Y H è x m
R .

Òîãäà èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå â òåîðåìå 1 öåïî÷êè íåðàâåíñòâ

(37)–(40) ñóùåñòâåííî èñïîëüçîâàëàñü íåïîëîæèòåëüíîñòü l k� , à íå âûðàæåíèå (33).

Ïîýòîìó âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ îïðåäåëåíèÿ 5 óñòîé÷èâîñòè ïî âåðîÿòíîñòè

â öåëîì (23). Çíà÷èò, èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà ïî âåðîÿòíîñòè â öåëîì.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1)–3) òåîðåìû 1, ïðè÷åì ôóíêöèè Ëÿïó-

íîâà { }�k , { }ak , k � 0, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì

c x y h x c xk1
2

2
2| | ( , , ) | |� �� , (45)

c x a y h x c xk3
2

4
2| | ( , , ) | |� � (46)

ïðè íåêîòîðûõ ci � 0, i �1 4, , äëÿ âñåõ k N y h x m
 
 
 
, , ,Y H R .

Òîãäà èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâà â ñðåäíåì êâàä-

ðàòè÷åñêîì â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóÿ (36) ïðè n k� 0 , íà îñíîâàíèè (45) ëåãêî ïîëó÷èòü

íåðàâåíñòâî

E E{ | ( ) | } { ( ( ), , ( ))}x t
c

t x tN N N N N� � � � �� �1
2

1
1 1 1 1

1
� � �

� �
1

0 0 0

2

1

2

c
t x

c

c
xk k kE{ ( ( ), , )} | |� � � (47)
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äëÿ âñåõ N k k N x m� 
 
0 0, , R è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ ñëó÷àéíîãî âåêòîðà

{ ( ), }� �t k k0 0
.

Îòñþäà ïî îïðåäåëåíèþ 6 (ñì. (25)) ñëåäóåò p-óñòîé÷èâîñòü (ïðè p � 2) ñèñòå-

ìû (1)–(3) èëè óñòîé÷èâîñòü â l.i.m.

Äàëåå, èñïîëüçóÿ (37), (45) è (46), ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

E E{ | ( ) | } { ( ( ), , ( ))}x t
c

a t x tN

k k

N

k k

N

k k k k�
� �
� ��1

2

3
0 0

1
� � �

� �
1

0 0 0

2

3

2

c
t x

c

c
xk k kE{ ( ( ), , )} | |� � � ,

ãàðàíòèðóþùåå ñõîäèìîñòü ðÿäà, ÷ëåíàìè êîòîðîãî âûñòóïàþò E{| ( ) | }x tk
2 äëÿ

ëþáûõ íà÷àëüíûõ äàííûõ x t xk( )
0

� è íà÷àëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé ñëó÷àéíîãî

âåêòîðà { ( ), }� �t k k0 0
.

Òàêèì îáðàçîì,

lim sup {| ( , , , , ) | }
,k y h

kx t t y h x
�� 
 


�
Y H

E 0
2 0

ïðè âñåõ t0 0� , ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3.

Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

(45), òî èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) óñòîé÷èâà â l.i.m. â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàññóæäåíèé òåîðåìû 1.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 1 è ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

�1 0� , ÷òî

| |t tk k� 	 �1 1� (48)
ïðè âñåõ k N
 .

Òîãäà èìïóëüñíàÿ ñèñòåìà (1)–(3) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâà â l.i.m. â öåëîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (28) äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî íåðàâåíñò-

âî (38) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ x m
R ïðè âñåõ t S
 , òàê êàê äëÿ t t tk k
 �[ , )1 , k n� , èç

îïðåäåëåíèÿ k0 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

e e e
t t t tk k k

	 	 	 	�
� � �( ) ( )0 0 � . (49)

Èç òåîðåìû 1 è ôîðìóëû (35) èìååì

E{ ( ( ), , ( )) / }� � �k k k k tt x t
k� � � � �1 1 1 1 �

� �� � � � � �k k k k k k k kt x t l t x t( ( ), , ( )) ( ( ), , ( )) (50)

äëÿ k N t
 �, 0 íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé x t t k( ), ( ),0 0 0
� � .

Èç óñëîâèé òåîðåìû 3 ñëåäóåò íåðàâåíñòâî

l y h x a y h x c x
c

c
y h xk k k� �( , , ) ( , , ) | | ( , , )� 	 � 	 � 	3

2 3

2

.

Òîãäà ëåãêî çàïèñàòü

E E E{ { ( ( ), , ( )) / }} {� � � �k k k k t

k-k

t x t
c

ck
� � 	

 

!
""

#

$
%%1 3

2

0

k k k kt x t
0 0 0 0

( ( ), , ( ))}� � .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèå òåîðåìû 3, ïîëó÷àåì

E E{| ( , , , , ) | } { ( ( ), , ( , , ,x t t y h x
c

t x t t y hk k k k k k0 0

2

1

1
� � � � , ))}x �

� 	
 

!
""

#

$
%%

c

c

c

c
x

k-k
2

1

3

2

21
0

| | .
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Íå òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü c c2 3� . Òîãäà 1 0 13

2

	
 

!
""

#

$
%%


c

c
( , ).

Îñòàåòñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ íåðàâåíñòâîì (49), ÷òî è äîêàçûâàåò òåîðåìó 3. �
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