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ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ È ÈÑÑËÅÄÎÂÀÍÈÅ ÍÅËÈÍÅÉÍÎÉ
ÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÎÉ ÌÎÄÅËÈ ÄÂÓÕÔÀÇÍÛÕ ÑÐÅÄ

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåëèíåéíàÿ ñèñòåìà, îáîáùåííîå ðåøåíèå, ìåòîä êîíå÷íûõ
ýëåìåíòîâ, îöåíêà ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ, îöåíêà äèñêðåòíîãî
ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíà íåëèíåéíàÿ äèôôåðåíöèàëüíàÿ ìîäåëü
ãðóíòîâîãî ôèëüòðóþùåãî ñîîðóæåíèÿ è ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä, ïðè êîòîðîì
ðàññìîòðåíèå âçàèìîñâÿçàííûõ ïðîöåññîâ âëàãîïåðåíîñà–ôèëüòðàöèè è óïðóãîé
äåôîðìàöèè ñâîäèòñÿ ê èññëåäîâàíèþ çàäà÷è äëÿ îáùåãî îïåðàòîðíîãî óðàâíå-
íèÿ, ÷òî ïîçâîëèëî ïîëó÷èòü îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ [1, 2].

Ïóñòü â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå ïðîöåññ îïèñûâàåòñÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷åé
äëÿ íåëèíåéíîé ñèñòåìû îäíîãî ïàðàáîëè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ âëàãîïåðåíîñà–ôèëüò-
ðàöèè è äâóõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé òåîðèè óïðóãîñòè
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Çäåñü g, S , T, h0 , u0 , q0 — çàäàííûå ôóíêöèè äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè.
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z Z� 0 è ïðèìåíèì ôîðìóëó Ãðèíà ñ ó÷åòîì óñëîâèé (4), (5), (7). Ïîëó÷åííîå ñîîò-
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ãäå 	 i — êîíñòàíòû.
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Òîãäà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü w x t Z( , )� — îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12),

à w x t ZN N( , )� — ïðèáëèæåííîå îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (17), (18). Ïðåäïî-

ëîæèì, ÷òî
~

( ),
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1� � � ; w
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L T W k, , ( , ; ( ))

�

�

�

�
� (

�
2

2 2
10 � . Òîãäà

ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C òàêàÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà
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�
� �
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w x t w x tN
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( ( , ) ( , ))
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| | ( , ) ( , )| |
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w x t w x t C hN

L T W
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0 2
1 �

, (20)

ãäå C çàâèñèò îò T, êîíñòàíò s p K P l i jl l i j, , , , , , , , , ,� � �0 1 0 4 0 5 èç (19) è

íîðì | | | |
( , ; ( ))

w
L T W k

2 2
10 � �

, | | | |
( , ; ( ))

$
�wt

L T W k
2 2

10 �
, | | | |

( , ; ( ))
$$

�wtt
L T W k

2 2
10 �

;
~
h — ìàêñè-

ìàëüíàÿ äëèíà ñòîðîí òðåóãîëüíèêîâ, k �1 2 3, , — ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ ìåòîäà

êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

� �� � � � � �w w w w l w wN N~, ~, , (21)

ãäå ~ ~( , )w w x t Z N� � è � �t T( , ]0 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
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â êîòîðîì W W1 2, èìåþò âèä (10), ~ min , , ~ min ,s s K p p P0 0 0 0 0 0� �{ } { }.
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Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, ñîîòíîøåíèé (2) è óñëîâèé (19) ñëåäóåò
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Èç [4] ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèì îáðàçîì îïðåäåëåííîé ôîðìû a p qt ( , ) è ïðè âû-
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2
1 �

, (33)

ãäå S S1 2, — íåêîòîðûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå îò c s p K P ii i i i3 01, , , , , ,� , è íå

çàâèñÿùèå îò w h,
~
.

Îöåíêè íîðì
�

�
�

�

t
x( , ) ,

�

�
�

2

2

�

t
x( , ) â ïðîñòðàíñòâàõ L2 ( ),� H

0
1 ( )� âûâîäÿòñÿ

àíàëîãè÷íî [4].

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà c7 , çàâèñÿùàÿ îò s p K Pl l i j, , , ,

l i j� � �01 0 4 0 5, , , , , , èç (19) è íîðì | | | |
( , ; ( ))

w
L T W k

2 2
10 � �

, | | | |
( , ; ( ))

$ �wt L T W k
2 2

10 �
,

| | | |
( , ; ( ))

$$ �wtt L T W k
2 2

10 �
, òàêàÿ, ÷òî

�

�
�

�

�
�

2

2
0 0

0

2 2
1 2 2

1 2

� �
�

t t
L T W L T W

L

( , ; ( )) ( , ; ( ))
( ,

| | | |

� �
T W

kc h
; ( ))

~
.

2
1 7�

' (34)

Èç íåðàâåíñòâ (32), (34) ñëåäóåò îöåíêà (20).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Äëÿ îöåíêè äèñêðåòíîãî ïî âðåìåíè ïðèáëèæåííîãî îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ
èñïîëüçóåì ñõåìó Êðàíêà–Íèêîëñîíà [3, 5].

Ïóñòü T J� � äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî J �1. Áóäåì èñêàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

{ }W x Zj
j
J

t
N( )

�
 

0
òàêóþ, ÷òîáû W j àïïðîêñèìèðîâàëî w ZN N� îïòèìàëüíî â

W
2
1 ( )� . Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

� � � � � � �� � �
�

�
P P P P P P j Jj j j j j j1 1

2
0 11 1 2 1( ), ( ), , ./ (35)

Ñõåìó Êðàíêà–Íèêîëñîíà äëÿ çàäà÷è Êîøè (17), (18) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

- . � - .W z W zN N0 0,
~

, � �z ZN N
0

, (36)

- . � - .�0 1,
~

,z W zN N � �z ZN N
0

, (37)

m z m z a W W zj N j N j j N( , ) ( , ) ( ; , )/ / /� � � �� � �
� � � 1 2 1 2 1 2

� � ��(
~

, ) ,/F z z Zj N N N1 2
0

(38)

W W j Jj j j� �� � � �1 1 2 0 1�� / , , . (39)

Çäåñü
W x xj

i
j

i

i

N
� �

�

$
�%1 1

1

( ) ( ),� & � j
i
j

i

i

N

x d x j J� �

�

$
� � �%1 1

1

0 1( ) ( ), , .& (40)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü w x t( , ) — îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (11), (12) è

{ }W x Zj
j
J

t
N( )

�
 

0
— ðåøåíèå çàäà÷è (36)–(39). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ

óñëîâèÿ (19) è w W k� �
2

1 ( )� . Òîãäà ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C C T� 0( ) 0 , íå çàâèñÿ-

ùàÿ îò
~
h, � è òàêàÿ, ÷òî

max | | | | (
~

).
( )0

2

2
1

' '
� ' �

j J

j j
W

kW w C h
�

�
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì óðàâíåíèå (11) ïðè t jj� � �1 2 1 2/ ( / )� â âèäå

m
w

t
z m w z a w

j
j N j j N j�

�

�
�

�
�

�

�
� �

�

�

�
�

�

�

�
�
� � � � �

� �� �, ( , ) ( /1 2 1 2� � ��� �j j j Nw z; , )/

� � � � � ��(
~

, ) , , ,/F z z Z j Jj j N N N1 2
0

0 1� (41)

ãäå
� � � � � � � �j j j jO O O O� � � �( ), ( ), ( ), ( ).2 2 2 2 (42)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ

� � � �j j j j j j j j
j

w w W w
w

t
� � � � � �

�

�
�

�
�

�

�
�~ , ~ ,

~
, (43)

ãäå ~w Zj N� óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

W( )w w w zj j j j j j N� � �� � � � �1 2 1 2 1 2/ / /; ~ ,� � 

� - � � � � .� � �~ ( , )( ~ ),/ / /s K x w w w zj j j j j j N
0

1 2
1

1 2
1 1

1 2
1 1

� �  �

� - �
�

�
�

�

�
� � �~ ( , , ( ), (/ / /p P x w

x
w

x
wj j j j j

0 1
1 2

1
1

2
1 2

2
2

2
1� � 2

2
� 	� j ))

	 � � � . �� �( ~ ),/ /w w zj j j j N
2

1 2
2 2

1 2
2 2

�  0 � � � �q Z j JN N
0

0 1, , , (44)

â êîòîðîì W èìååò âèä (10), ~ min , , ~ min ,s s K p p P0 0 0 0 0 0� �{ } { },

 �j O� ( ).2 (45)

Ó÷èòûâàÿ îáîçíà÷åíèÿ (43) è ñîîòíîøåíèÿ (38), (41), (13), (10), (44), ìîæåì çà-
ïèñàòü:

m z m z a W z m
t

j N j N j j N( , ) ( , ) ( ; , )/ /� � � � � �
�

�
�� �

� � �� � �
�1 2 1 2

�
�

�

�
�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

j
Nz,

� � � � �D w W w z z Z j Jj j j N N N( , , ~ , ) , , .
0

0 1 (46)

Çäåñü
D w W w z m z m zj j j N j N j j N( , , ~ , ) ( , ) ( , )� � � � �� � ��

+ W( )w w zj j j j N� �� � �1 2 1 2/ /; ~ ,� 

� � � �� � �W R( )W w z zj j N j j N1 2 1 2
1

1 2
1 2

/ / /; ~ , ( , )� �

� - � � � . �� �~ ( , )( ),/ /s K x w zj j j j j N
0

1 2
1

1 2
1 1 1

� � � 

� - �
�

�
�

�

�
� � �~ ( , , ( ), (/ / /p P x w

x
w

x
wj j j j j

0 1
1 2

1
1

2
1 2

2
2

2
1� � 2

2
� 	� j ))

	 � � . ��( ), ( , )/� �  �
2

1 2
2 2 2

j j j N j Nz z

� � � �z Z j JN N
0

0 1, , . (47)

Èç ñîîòíîøåíèé (35), (39), (43) ñëåäóåò

� � �� � � � �
�

�
�

�
�

�

�
� �� �
�

� � �� � � �
�

�j j j j j
j

jw
t

1 2 1 2
1 2

/ /
/

~ ,

ãäå
� ��

j j
j

w
w

t
O j J� � �

�

�
�

�
�

�

�
� � � �
�1 2

2 0 1

/

( ), , . (48)
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Òîãäà
� � � � � � �

�

�
�

�
�

�

�
� �� � �� �

�
� �

�
�0 0 0 0

1 2
0

2 t

/

,

� � � � � � � � �
�

�
�

�
�

�

�
� �

�

� �

%� � � �� �
�

� � � �
�

�j j k

k

j
j

j

t

0

0

1 1 2

2

/
j j J, , .� �1 1 (49)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèè �i x i J( ), , ,� 0 êîòîðûå îïðåäåëåíû òàêèì îáðàçîì:

� � � �0 1 2

0

1

0 1( ) , ( ) ( ), , ./x x x j Jj k

k

j

� � ��

�

�

% (50)

Òîãäà
�

�
� �

�
� � �1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

0

1

2 2
1 1/ / / / /, , ,� � � � �� � �

�

�

%j j k

k

j

j J . (51)

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ (49), (46), (51), (18), (37), èìååì

m z m zj N j N( , ) ( , )/� � ��
� � � 1 2

� � � � � �� �a W z m z m zj j N j j N N( ; , ) ( , ) ( , )/ /1 2 1 2 0� � � ��

� � � � ��
� �

2

1 2 1D w W w z D w W w z a Wj j j N k k k N j k( , , ~ , ) [ ( , , ~ , ) ( ;/ / , )2

0

1

z N

k

j

�
�

�

%

� � � � �� �a W z z Z j Jj k N N N( ; , )] , , ./ /1 2 1 2
0

0 1� (52)

Â ïîñëåäíåì ñîîòíîøåíèè è äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñëàãàåìîå [ ... ]

k

j

�

�

%
0

1

ïðè

j � 0 èñ÷åçàåò.

Ïîëîæèì â (52) z j JN j j� � � � ��
� � � 1 2 0 1/ , , . Òîãäà ñ ó÷åòîì (35), (13), (10)

è ñèììåòðè÷íîñòè ôîðì m w( , ), ( ; , )
 
 
 
W ïîëó÷èì
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2

1 1 1 2 1 1

�
� � � � � �[ ( , ) ( , ) ( ; , )/m m Wj j j j j j j� � � � �� � �W

� � �� � �W( ; , ) ] ( , )/ / /W mj j j j j1 2 1 2 1 2� � � �

� � � � �� �m mj j j j( , ) ( , )/ /
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0

1
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� � �� � �W( ; , )], , ./W j Jk k j1 2 1 1 0 1� � (53)

Îöåíèì ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (53). Èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ (19), èìååì
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ãäå c çàâèñèò îò s p K P1 1 1 1, , , .
Îöåíêó äëÿ D âûâîäèì èñõîäÿ èç (47), (13), (10), (19), (43). Ïîëó÷èì [3]
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Ó÷èòûâàÿ â ñîîòíîøåíèè (53) ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ôîðìû W( ; , )w 
 
 ,
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Ïðîñóììèðóåì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà (58) ïî j îò 0 äî l �1, 1' 'l J , è ó÷òåì
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Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè äëÿ íåïðåðûâíîãî ïî
âðåìåíè è ïîëíîñòüþ äèñêðåòíîãî ïðèáëèæåííûõ îáîáùåííûõ ðåøåíèé ñôîðìó-
ëèðîâàííîé çàäà÷è.
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