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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðàçâèòèþ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ ïðîöåññîâ ôèëüòðàöèîííî-êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ïîñâÿùåíî áîëüøîå
÷èñëî èññëåäîâàíèé, â ÷àñòíîñòè [1–3]. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêîå ðàçâèòèå ïîëó-
÷èëà ìåòîäèêà ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êðàåâûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèîííî-êîíâåê-
òèâíîé äèôôóçèè â óñëîâèÿõ ïðåîáëàäàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàä
äèôôóçèîííûìè, ïîñòàâëåííûõ â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé äèôôóçèîííîé ìîäåëè,
îñíîâàííîé íà çàêîíå Ôèêà [4]. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè-
÷åñêàÿ ìîäåëü äèôôóçèè íåäîñòàòî÷íî ïîëíî îïèñûâàåò ïðîöåññû ìàññîîáìåíà
â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ [5, 6]. Â ÷àñòíîñòè, ïîñêîëüêó ïðîöåññû
êîíâåêòèâíîãî ìàññîîáìåíà â ñèñòåìàõ, îïèñûâàåìûõ çàêîíîì Ôèêà, ðàññ÷èòû-
âàþòñÿ áåç ó÷åòà èíåðöèîííîñòè ïðîöåññà, ïðèõîäèì ê èçâåñòíîìó ïàðàäîêñó
áåñêîíå÷íîé ñêîðîñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé [5]. Ïîïûòêè óñòðàíèòü ýòîò
íåäîñòàòîê ïðèâîäÿò ê íåîáõîäèìîñòè ó÷åòà èíåðöèîííûõ ýôôåêòîâ çàïàçäûâà-
íèÿ. Çàìåòèì, ÷òî, íàïðèìåð, â êîíöåíòðèðîâàííûõ ðàñòâîðàõ ïîëèìåðîâ ðåëàê-
ñàöèîííûå ïðîöåññû ïðîòåêàþò äîñòàòî÷íî ìåäëåííî. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è
ê íèçêîòåìïåðàòóðíûì æèäêîñòÿì, æèäêîñòÿì, ïîìåùåííûì â áûñòðîïåðåìåí-
íûå âíåøíèå ïîëÿ, è ò.ï. [5]. Â ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìóëèðîâêå çàêîíîâ ïåðåíîñà
ðåëàêñàöèîííûå ÿâëåíèÿ ïðåèìóùåñòâåííî ó÷èòûâàþòcÿ íà îñíîâå ñëåäóþùåãî
[5] îáîáùåíèÿ çàêîíà Ôèêà:
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q, C — äèôôóçèîííûé ïîòîê è êîíöåíòðàöèÿ ñîîòâåòñòâåííî, D — êîýôôè-
öèåíò äèôôóçèè, �1, �2 — ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè äèôôóçèîííîãî ïîòîêà è ãðàäè-
åíòà êîíöåíòðàöèè ñîîòâåòñòâåííî, � — îïåðàòîð Ãàìèëüòîíà. Ñîîòíîøåíèå (1)
ïîêàçûâàåò, ÷òî äèôôóçèîííûé ïîòîê íå âîçíèêàåò ìãíîâåííî, à ïðè ïîÿâëåíèè
ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè çàïàçäûâàåò (âñëåäñòâèå èíåðöèîííîñòè ïðîöåññà ïåðåíîñà)
íà âðåìÿ ïîðÿäêà �1. Â ñèëó òåõ æå èíåðöèîííûõ ñâîéñòâ, ïðèñóùèõ âñåì ìàòåðè-
àëüíûì îáúåêòàì, èìååò ìåñòî òàêæå ðåëàêñàöèÿ ãðàäèåíòà êîíöåíòðàöèè ïðè ìãíî-
âåííîì èñ÷åçíîâåíèè äèôôóçèîííûõ ïîòîêîâ ëèáî çàäåðæêà âîçíèêíîâåíèÿ ãðàäè-
åíòîâ êîíöåíòðàöèè ïðè ìãíîâåííîì ïîÿâëåíèè óêàçàííûõ ïîòîêîâ [5].

Ñîîòâåòñòâóþùåå îáîáùåííîìó çàêîíó Ôèêà (1) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíå-
íèå êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè [7] ÿâëÿåòñÿ ïñåâäîãèïåðáîëè÷åñêèì óðàâíåíèåì
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ òðåòüåãî ïîðÿäêà, áîëåå àäåêâàòíî ìîäåëèðóåò ïðîöåññû
ìàññîîáìåíà â ñóùåñòâåííî íåðàâíîâåñíûõ óñëîâèÿõ è ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü êîíå÷-
íóþ ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé.
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Â ðàìêàõ îñíîâàííîé íà ñîîòíîøåíèè (1) ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè â íàñòîÿùåé ðà-
áîòå ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè (ñ ó÷åòîì ðåëàêñàöèîííûõ ýôôåêòîâ)
ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè ïëîñêîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè â äâóõñâÿçíîé îáëàñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎ–ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÉ
ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÅÉ Â ÄÂÓÕÑÂßÇÍÎÉ ÎÁËÀÑÒÈ

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîöåññ êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ñ ðåëàêñàöèåé
ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ ïðè äâóìåðíîé óñòàíîâèâøåéñÿ ôèëüòðàöèè ïî çàêîíó
Äàðñè [4] ñîãëàñíî ðàññìîòðåííîé â [2] ôèëüòðàöèîííîé ñõåìå â äâóõñâÿçíîé
êðèâîëèíåéíîé îáëàñòè Gz â ôèçè÷åñêîé ïëîñêîñòè z x iy� � , îãðàíè÷åííîé

äâóìÿ ãëàäêèìè çàìêíóòûìè êîíòóðàìè L*
è L* (âíóòðåííèé è âíåøíèé ñîîò-

âåòñòâåííî). Òîãäà â ðàìêàõ îñíîâàííîé íà ñîîòíîøåíèè (1) íåêëàññè÷åñêîé ìà-
òåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè [7] äèíàìè÷åñêèé ïðîöåññ îïèñû-
âàåòñÿ â îáëàñòè G Gz� � � �( , )0 ñëåäóþùåé êðàåâîé çàäà÷åé:
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Çäåñü C x y t( , , ) — êîíöåíòðàöèÿ ðàñòâîðèìîãî âåùåñòâà â òî÷êå ( , )x y â ìîìåíò
âðåìåíè t,

�

� ��� — ñêîðîñòü ôèëüòðàöèè, �( , )x y — ïîòåíöèàë ñêîðîñòè ôè-
ëüòðàöèè, � — ïîðèñòîñòü, D — êîýôôèöèåíò êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè, � �1 2, —

ïàðàìåòðû ðåëàêñàöèè, � �
�

�, — çàäàííûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëà ñêîðîñòè íà ãðà-

íèöå Gz ,
~

,C0
~

,*C
~

,C1
~
C2 — çàäàííûå äîñòàòî÷íî ãëàäêèå ôóíêöèè, ñîãëàñîâàííûå

ìåæäó ñîáîé íà ðåáðàõ îáëàñòè G, � — îïåðàòîð Ëàïëàñà ïî ïåðåìåííûì x y, .

Äàëåå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîíâåêòèâíûé ìåõàíèçì ìàññîïåðåíîñà ïðåîáëàäàåò íàä
äèôôóçèîííûì, è ïîëîæèì D a� � , ãäå a � �const > 0, � 0 — ìàëûé ïàðàìåòð. Îòìåòèì,
÷òî â ÷àñòíîì ñëó÷àå � �1 20 0� �, çàäà÷à (2)–(5) ïðè ìàëîì D ñâîäèòñÿ ê èçó÷åííîé
â [2] ñîîòâåòñòâóþùåé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé êðàåâîé çàäà÷å äëÿ êëàññè÷åñêîé ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèëüòðàöèîííî-êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ.

ÀÑÈÌÏÒÎÒÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÐÈÁËÈÆÅÍÈß ÐÅØÅÍÈß ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎ–ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ Ñ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÅÉ Â ÓÑËÎÂÈßÕ
ÏÐÅÎÁËÀÄÀÍÈß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÍÀÄ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÛÌ

Ïðåäïîëàãàÿ àíàëîãè÷íî [2], ÷òî ôèëüòðàöèîííàÿ çàäà÷à (5) ïóòåì êîíôîðìíîãî
îòîáðàæåíèÿ G Gz � � (G� — ñîîòâåòñòâóþùàÿ [2] îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïî-

òåíöèàëà � � 	� � i ( )*
*� � �� � , 	 — ôóíêöèÿ òîêà) ðåøåíà, ïåðåéäåì â (2)–(4)

ê ïåðåìåííûì ( , )� 	 — òî÷êàì îáëàñòè êîìïëåêñíîãî ïîòåíöèàëà G� . Â íîâûõ
ïåðåìåííûõ ðàññìàòðèâàåìàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî 	 êðàåâàÿ çàäà÷à ïðèíèìàåò âèä
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C C( , , )
~

( , )� 	 � 	0 0� , C Ct ( , , )
~

( , )*� 	 � 	0 � , (8)

ãäå � � 	 � � � � 	 � � 	2 2 2( , ) ( , ) ( , )� � � �
�

�

x y — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ.

Â ïðåäïîëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íîé ãëàäêîñòè è òàê íàçûâàåìûõ ñèëüíûõ [2] óñëî-
âèé ñîãëàñîâàííîñòè íà÷àëüíûõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðåøåíèå çàäà÷è (6)–(8) áó-
äåì èñêàòü â ñîîòâåòñòâèè ñ àñèìïòîòè÷åñêèì ìåòîäîì Âèøèêà–Ëþñòåðíèêà [8, 9]
â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

66 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2010, ¹ 6



C t C ti
i

i

n

( , , , ) ( , , )� 	 � � � 	� �
�
�

0

� � �
�

�

�� � 
 	 
 	 � � 	 �i
i i

i

n

nt L R t( ( , , ) ( , , )) ( , , , )�
0

1

1 ,
(9)

ãäå C ti ( , , )� 	 (i n� 0, ) — ÷ëåíû ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè, �i t( , , )
 	

( , )i n� �0 1 — ôóíêöèè òèïà ïîãðàíñëîÿ â îêðåñòíîñòè � �� * , Li ( , , )
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t
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ñëîéíûå ïåðåìåííûå, Rn�1 — îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
Óðàâíåíèÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè ïîëó÷àþòñÿ ïðè-

ìåíåíèåì ñòàíäàðòíîé ïðîöåäóðû ìåòîäà âîçìóùåíèé è èìåþò âèä
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 	 � �1 1 — êîýôôèöèåíòû ïðè i-õ ñòåïåíÿõ � ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèè

� � �
 	�2 ( , )� â ðÿä Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè � �� * , �� $1 0 . Êðàåâûå

óñëîâèÿ äëÿ ôóíêöèé ÷ëåíîâ ðåãóëÿðíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè çàïèøåì â âèäå
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ìîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ çàäà÷ (10), (12)
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
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âûõ çàäà÷ Êîøè äëÿ óðàâíåíèÿ êîíâåêòèâíîãî ïåðåíîñà) îïðåäåëåíû â [2] è
èìåþò âèä
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Èç ÿâíîãî âèäà ôóíêöèé Li (18) ñëåäóåò, ÷òî îíè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ïîãðàí-
ñëîéíîãî òèïà ïî ïåðåìåííûì 
 è �. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî â ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ
äîñòàòî÷íî íàéòè íåñêîëüêî ïåðâûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ (9).

ÑÈÍÃÓËßÐÍÎ ÂÎÇÌÓÙÅÍÍÀß ÊÐÀÅÂÀß ÇÀÄÀ×À
ÔÈËÜÒÐÀÖÈÎÍÍÎ-ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÉ ÄÈÔÔÓÇÈÈ Â ÑËÓ×ÀÅ
ÑËÀÁÎ ÂÛÐÀÆÅÍÍÎÉ ÐÅËÀÊÑÀÖÈÎÍÍÎÑÒÈ ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÎÃÎ ÏÐÎÖÅÑÑÀ
È ÏÐÅÎÁËÀÄÀÍÈß ÊÎÍÂÅÊÒÈÂÍÎÃÎ ÌÅÕÀÍÈÇÌÀ ÌÀÑÑÎÏÅÐÅÍÎÑÀ

Â ñëó÷àå ñëàáî âûðàæåííûõ ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ äèôôóçèîííîãî ïðîöåññà è
ïðåîáëàäàíèÿ êîíâåêòèâíîãî ìåõàíèçìà ìàññîïåðåíîñà íàä äèôôóçèîííûì ïîëî-
æèì � ���1 � , , � ��2 2� , , D a� � , ãäå � � 0 — ìàëûé ïàðàìåòð. Îïóñêàÿ äàëåå çíàê
«øòðèõ», ïåðåïèøåì óðàâíåíèå (6) â âèäå
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Òàêèì îáðàçîì, èçó÷åíèå äèíàìèêè ðàñïðîñòðàíåíèÿ ðàñòâîðèòåëÿ â ôèëüòðàöè-
îííîì ïîëå ñêîðîñòåé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ êðàåâîé
çàäà÷è (19), (7), (8).
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Â ðàìêàõ îòìå÷åííûõ âûøå óñëîâèé ãëàäêîñòè è ñîãëàñîâàííîñòè [2] ðåøåíèå
çàäà÷è (19), (7), (8) èùåì ñîãëàñíî àñèìïòîòè÷åñêîìó ìåòîäó [8, 9] â âèäå
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Rn�1 — îñòàòî÷íûé ÷ëåí.
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Íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è (26) äàåòñÿ
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [13]:

P e r q e di i i( , , ) ~ ( , ) ( , , )� 	 � � � 	 � 	 � �� � � �
�

� � �
�

�
�
�

�
�

%1 1
1

0 �
�
�
�
��

% q di ( , , )� 	 � �

�

( , )i n� �0 1 . (31)
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Ôóíêöèè �i i n( , )� �0 1 , êàê ðåøåíèÿ çàäà÷ (27), íàõîäèì â âèäå

�i i
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( , )i n� �0 1 . (32)

Îòíîñèòåëüíî çàäà÷ (28)–(30) äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ ïîãðàíôóíêöèé Li

( , )i n� �0 1 îòìåòèì, ÷òî â îáùåì ñëó÷àå ðåøåíèå ýòèõ çàäà÷ ìîæíî ïîëó÷èòü ñ èñ-

ïîëüçîâàíèåì ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ [14, 15]. Â ñëó÷àå � �1 2� óäàåòñÿ èñêëþ÷èòü

êîíâåêòèâíóþ ñîñòàâëÿþùóþ èç óðàâíåíèÿ (28) è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêîå ðåøå-

íèå, â ÷àñòíîñòè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà èíòåãðàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé [11, 12]. Â êà-

÷åñòâå ïðèìåðà ïðèâåäåì ðåøåíèå çàäà÷è ïðè i � 0. Èìååì
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Êðàòêî îñòàíîâèìñÿ íà âîïðîñå âçàèìîñâÿçè ðàññìàòðèâàåìîé ðåëàêñàöèîííîé

ìîäåëè ñ êëàññè÷åñêèìè ìîäåëÿìè. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ (21) äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ðåãóëÿðíûõ ÷ëåíîâ àñèìïòîòèêè ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè êîíâåêòèâ-

íîãî ìàññîïåðåíîñà ðàñòâîðèìûõ âåùåñòâ â äâóõìåðíîì ôèëüòðàöèîííîì ïîòîêå.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî íåêëàññè÷åñêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ôèëüòðàöèîí-

íî-êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè â óñëîâèÿõ ïðåîáëàäàíèÿ êîíâåêòèâíîãî ìåõàíèçìà

ìàññîïåðåíîñà â íåêîòîðîì ñìûñëå «áëèçêà» ê êëàññè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíî-

ãî ìàññîïåðåíîñà, áàçèðóþùåéñÿ íà èçâåñòíîì [16] óðàâíåíèè ãèïåðáîëè÷åñêîãî

òèïà. Óòî÷íÿÿ ñêàçàííîå, îòìåòèì, ÷òî, ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ ïîãðàíñëîéíîãî òèïà

P( , , )� 	 � «ïîäïðàâëÿåò» ðåøåíèå C t0 ( , , )� 	 â ìîìåíò âðåìåíè t * ( , )0 � , çàòóõàÿ

ýêñïîíåíöèàëüíî íà áîëüøèõ ïðîìåæóòêàõ âðåìåíè, ðåøåíèå çàäà÷è ôèëüòðàöèîí-

íî-êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè â ðàìêàõ ðàññìàòðèâàåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè,

ó÷èòûâàþùåé ýôôåêòû ïàìÿòè, îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé çàäà÷è â

ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êîíâåêòèâíîãî ìàññîïåðåíîñà ëèøü

äëÿ ìàëûõ çíà÷åíèé âðåìåíè t.
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â ðàáîòå ðàçâèòà ìåòîäèêà àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî
âîçìóùåííûõ êðàåâûõ çàäà÷ ôèëüòðàöèîííî-êîíâåêòèâíîé äèôôóçèè ðàñòâîðè-
ìûõ âåùåñòâ â ðàìêàõ íåêëàññè÷åñêîé êîíâåêòèâíî-äèôôóçèîííîé ìîäåëè ñ ðå-
ëàêñàöèåé â ñëó÷àå ïðåîáëàäàíèÿ êîíâåêòèâíûõ ñîñòàâëÿþùèõ íàä äèôôóçèîí-
íûìè. Ýôôåêòèâíîñòü ýòîé ìåòîäèêè îáóñëîâëåíà, ïðåæäå âñåãî, âîçìîæíîñòüþ
ðàñùåïëåíèÿ ñëîæíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñõîäíîãî ïðîöåññà íà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ðåøåíèé áîëåå ïðîñòûõ çàäà÷. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé
ñâèäåòåëüñòâóþò î òîì, ÷òî ó÷åò ýôôåêòîâ ïàìÿòè ïðè ìîäåëèðîâàíèè äèíàìèêè
ïðîöåññà òèïà «äèôôóçèÿ–êîíâåêöèÿ–ôèëüòðàöèÿ» îñîáåííî âàæåí íà íà÷àëüíûõ
ñòàäèÿõ ïðîòåêàíèÿ óêàçàííîãî ïðîöåññà.
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