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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñà-
ìè, âçâåøåííûå íîðìàëüíûå ïñåâäîðåøåíèÿ ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè, ðàçëîæå-
íèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, èòåðàöèîííûå ìåòîäû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ïóñòü A m n
�

�
� , X n m

�
�

� è B m m
�

�
� , C n n

�
�

� — ñèììåòðè÷íûå ïîëîæèòåëü-
íî-ïîëóîïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Òîãäà âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà äëÿ

ìàòðèöû A â ðàáîòå [1] îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàòðèöà X ABC�
� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ

÷åòûðåì óñëîâèÿì:

AXA A XAX X BAX BAX XAC XACT T
� � � �, , ( ) , ( ) . (1)

Â [1] òàêæå îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (1)
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Êàê ñëåäóåò èç (1), ìàòðèöà AX ñèììåòðèçóåìà
ñëåâà ñèììåòðèçàòîðîì B, à ìàòðèöà XA — ñïðàâà ñèììåòðèçàòîðîì C.

Â ðÿäå ïóáëèêàöèé (íàïðèìåð, ðàáîòû [2, 3] è áèáëèîãðàôèÿ ê íèì)
ðàññìàòðèâàþòñÿ âçâåøåííûå ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè,
îïðåäåëåííûå ñèñòåìîé (1) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé ñóùåñòâîâàíèÿ åå ðåøåíèé.
Äàííûå ñòàòüè ïîñâÿùåíû èññëåäîâàíèþ ñâîéñòâ òàêèõ ìàòðèö è âçâåøåííûõ íîð-
ìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé, ïîëó÷åíèþ è èññëåäîâàíèþ ïðåäñòàâëåíèé è ðàçëîæåíèé
ìàòðèö, ïîñòðîåíèþ èòåðàöèîííûõ ìåòîäîâ è ðåãóëÿðèçîâàííûõ çàäà÷ äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ê âçâåøåííûì ïñåâäîîáðàòíûì ìàòðèöàì è âçâåøåííûì
íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèÿì ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè.

Â [4] èçó÷àëàñü âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè,
îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A XAX X BAX BAX CXA CXAT T
� � � �, , ( ) , ( ) , (2)

ò.å. ñëó÷àé, êîãäà îáå ìàòðèöû, AX è XA, ñèììåòðèçóåìû ñëåâà âûðîæäåííûìè
ñèììåòðèçàòîðàìè B è C. Â [4] îïðåäåëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ìàò-
ðè÷íûõ óðàâíåíèé (2) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, è óñòàíîâëåíà ñâÿçü âçâåøåí-
íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñî âçâåøåííûìè íîðìàëüíûìè ïñåâäîðåøåíèÿìè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà
ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè, îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìîé ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé

AXA A XAX X AXB AXB XAC XACT T
� � � �, , ( ) , ( ) , (3)

ò.å. ñëó÷àé, êîãäà îáå ìàòðèöû, AX è XA, ñèììåòðèçóåìû ñïðàâà ñîîòâåòñòâåííî
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ñèììåòðèçàòîðàìè B è C. Êàê è âûøå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî B è C — ñèììåòðè÷-
íûå ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî èñ-
ñëåäîâàíèþ ñèñòåìû (3) äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé,
ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâ-
íåíèé, à òàêæå ðàññìîòðåíèþ âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî âçâåøåííî-
ãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî íà îñíîâå âçâåøåííîé ïñåâäîîá-
ðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè.

Ïðè B C E� � , ãäå E — åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3)
áóäåò îïðåäåëÿòü ïñåâäîîáðàòíóþ ìàòðèöó Ìóðà–Ïåíðîóçà [5, 6] ê ìàòðèöå A, êî-

òîðóþ îáîçíà÷èì AEE
� .

Ðàáîòà ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçäåëîâ. Â ðàçä. 1 ââåäåíû îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ,
âåêòîðíûå è ìàòðè÷íûå íîðìû, âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ è ïðèâåäåíû îñíîâ-
íûå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè âçâåøåííûõ ïñåâäîîá-
ðàòíûõ ìàòðèö è âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè.
Â ðàçä. 2 óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà (3) ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè B è
C èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, äàíû ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ è ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö. Â ðàçä. 3 äîêàçàíî ñóùåñ-
òâîâàíèå åäèíñòâåííîãî âçâåøåííîãî íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî
íà îñíîâå âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè. Â ðàçä. 4
ïîëó÷åíû è èññëåäîâàíû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæ-
äåííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ïðîèçâåäå-
íèÿ. Ðàçä. 5 ïîñâÿùåí ïîñòðîåíèþ è èññëåäîâàíèþ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèé ê âçâåøåííûì ïñåâäîîáðàòíûì ìàòðèöàì è âçâåøåííûì
íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèÿì ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå âåçäå ïðåäïîëàãàåòñÿ âåùåñòâåííîñòü èñïîëüçóåìûõ
ñêàëÿðîâ, âåêòîðîâ, ìàòðèö è ïðîñòðàíñòâ.

1. ÎÏÐÅÄÅËÅÍÈß, ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß, ÈÇÂÅÑÒÍÛÅ ÔÀÊÒÛ
È ÂÑÏÎÌÎÃÀÒÅËÜÍÛÅ ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Îáîçíà÷èì �
n n-ìåðíîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì äåéñòâèòåëüíûõ ÷è-

ñåë, ãäå âåêòîðû — ìàòðèöû ðàçìåðà n �1. Ïóñòü H — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæè-
òåëüíî-îïðåäåëåííàÿ èëè ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Îáîçíà÷èì

�
n H( ) åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ìåòðèêè

èëè ïñåâäîåâêëèäîâî â ñëó÷àå íåîòðèöàòåëüíîé ìåòðèêè, ââåäåííîé ñêà-

ëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ( , ) ( , )u v Hu vH E� , ãäå ( , )u v u vE
T

� . Íîðìó (ïîëóíîðìó)

â �
n H( ) ââåäåì ñîîòíîøåíèåì u u u

H H� ( , ) /1 2. Â ñëó÷àå ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîï-

ðåäåëåííîé ìàòðèöû H îáîçíà÷èì � �
n nH H( ) ( )� è � �

n

EE
n

EEH H( ) ( )� �
� ïîä-

ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ u, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

HH u H H u uEE EE
� �

� �
1 2 1 2/ / , (4)

ãäå H HEE EE
� �

�
1 2 1 2/ /( ) .

Â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö H áóäåì ïîëüçî-

âàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì H H
EE

p p
EE

� �
� ( ) , ãäå p — öåëîå èëè äðîáíîå ÷èñëî.

Òàê êàê íóëü-ïðîñòðàíñòâà ìàòðèö H, H EE
� , HH EE

� è H H EE
1 2 1 2/ /� ñîâïàäàþò [7],

ïîëóíîðìû � � �H HEE
, äëÿ âåêòîðîâ â �

n H( ) , �
n

EEH( )� ñòàíîâÿòñÿ íîðìàìè

â �
n

H( ) , �
n

EEH( )� .

Îïðåäåëèì íîðìó ïðÿìîóãîëüíîé ìàòðèöû [8]. Ïóñòü A m n
�

�
� , à H m m

�
�

� —
ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ èëè ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ

ìàòðèöà, V n n
�

�
� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííàÿ èëè ïîëîæèòåëü-

íî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, x — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç �
n . Ïðåäïîëàãàåì âû-
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ïîëíåíèå óñëîâèé
rk rk rk rk( ) ( ), ( ) ( )HA A AV A� � , (5)

ãäå rk ( )L — ðàíã ìàòðèöû L .
Åñëè H è V — ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå ìàòðèöû, òî óñëîâèÿ (5) çàâåäîìî

âûïîëíÿþòñÿ.
Äëÿ ìíîæåñòâà ìàòðèö A, óäîâëåòâîðÿþùèõ (5), ââåäåì íîðìó ñîîòíîøåíèåì

A

H AVx

xHV
x

E

E

m

n

�
	

sup
0

1 2/

, (6)

ãäå x n
� � , íèæíèé èíäåêñ ïðè åäèíè÷íîé ìàòðèöå îçíà÷àåò åå ïîðÿäîê.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íîðìà ìàòðèöû A ðàâíà

A VA HAV
HV

T
� [ ( )]max

/
�

1 2, (7)

ãäå � max( )L — ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ìàòðèöû L .

Â [8] ïîêàçàíî, ÷òî ôóíêöèÿ �
HV

, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (6), ïðè âûïîëíå-

íèè óñëîâèé (5) ÿâëÿåòñÿ àääèòèâíîé ìàòðè÷íîé íîðìîé. Åñëè óñëîâèÿ (èëè îäíî
èç óñëîâèé) (5) íå âûïîëíÿþòñÿ, òî ôîðìóëà (6) îïðåäåëÿåò ïîëóíîðìó ìàòðèöû A.

Ïóñòü A m p
�

�
� , B p n

�
�

� , à H m m
�

�
� , V n n

�
�

� , M p p
�

�
� — ñèììåòðè÷-

íûå ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûå ìàòðèöû, ïðè÷åì óäîâëåòâîðÿåòñÿ îäíî èç
óñëîâèé

AMM AM M AEE EE
� �

� � , MM B M MB BEE EE
� �

� � , (8)

òîãäà [8, 9] èç îïðåäåëåíèÿ íîðìû ìàòðèö ñîîòíîøåíèåì (6) ñëåäóåò

AB A B
HV HM M VEE


 �2 . (9)

Îïðåäåëèì ìàòðè÷íóþ íîðìó äëÿ êâàäðàòíîé ìàòðèöû [10]. Ïóñòü

A n n
�

�
� — ïðîèçâîëüíàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, H n n

�
�

� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëî-
æèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

rk rk rk( ) ( ) ( )HA AH A� � . (10)

Íîðìó ìàòðèöû A îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì

A
Ax

x

H AH H x

H x
H

x

H

H x

EE
E

E

� �
	 	

�

sup sup
0 0

1 2 1 2 1 2

1 2

/ / /

/
, (11)

ãäå x — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç �
n

H( ) .

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè íîðìà ìàòðèöû A ðàâíà

A H A HAH
H EE

T
EE�

� �[ ( )]max
/ / /

�
1 2 1 2 1 2. (12)

Ïóñòü A è B — êâàäðàòíûå ìàòðèöû îäíîãî ïîðÿäêà, ïðè÷åì âûïîëíÿåòñÿ
îäíî èç óñëîâèé

AHH AH H AEE EE
� �

� � , HH B H HB BEE EE
� �

� � , (13)

ãäå H — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà òîãî æå ïîðÿä-
êà, ÷òî è ìàòðèöû A è B. Òîãäà

AB A B
H H H


 , (14)

ò.å. ôóíêöèÿ �
H

, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (11), ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (10) è

îäíîãî èç óñëîâèé (13) ÿâëÿåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ìàòðè÷íîé íîðìîé.
Èç (11) ñëåäóåò

Ax A x x H
H H H

n

 �, ( ),�
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ò.å. ââåäåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (11) ìàòðè÷íàÿ íîðìà ñîãëàñîâàíà â �
n

H( ) ñ âåê-

òîðíîé íîðìîé.

Çàìå÷àíèå 1. Èç (7) è (12) âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (11)
ìàòðè÷íàÿ íîðìà äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (10), ÿâëÿåò-
ñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìàòðè÷íîé íîðìû, ââåäåííîé äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìàòðèö ôîð-
ìóëîé (6), êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (5), åñëè â ïîñëåäíåé ïîëîæèòü, ÷òî

A — êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà, V H EE�
�1 2/ è x H

n
� � ( ) . Ïîýòîìó äëÿ íîðìû A

H
, îïðå-

äåëåííîé ñîîòíîøåíèåì (11), ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèåì A
HHEE

�1 2/
.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè â ôîðìóëàõ (8), (9) è (13), (14) ñîîòâåòñòâåííî ìàòðèöû H,V , M
è H ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå, òî â ýòèõ ôîðìóëàõ ñëåäóåò çàìåíèòü ïñåâäîîáðàòíûå
ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà îáðàòíûìè ìàòðèöàìè. Òîãäà óñëîâèÿ (8), (13) çàâåäîìî âû-

ïîëíÿþòñÿ. Â îïðåäåëåíèè íîðìû ôîðìóëîé (11) åñòåñòâåííî ïîëîæèòü x Hn
� � ( ) .

Â ýòîì ñëó÷àå, î÷åâèäíî, ôîðìóëà (14) èìååò ìåñòî áåç äîïîëíèòåëüíûõ óñëîâèé.
Ïðèâåäåì èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè âçâåøåí-

íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö è âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ñ âûðîæ-
äåííûìè âåñàìè. Â [1] äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1. Ñèñòåìà óðàâíåíèé (1) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, åñëè è òîëüêî
åñëè

rk rk rk rk( ) ( ), ( ) ( )BA A AC A� � . (15)

Â ðàáîòå [11] ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö,
îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿìè (1), (15), â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêî-
ãî ìíîãî÷ëåíà ñèììåòðèçóåìîé ìàòðèöû.

Òåîðåìà 2. Ìàòðèöà ABC
� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (1), (15), ïðåäñòàâèìà

â âèäå
A CSA BBC

T�
� ,

ãäå S f A BACT
� ( ) — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BACT âèäà

S A BAC A BAC Ek
T k T k

k� � � � �
� � �

�� � �
1 1

1
2

1[( ) ( ) ]� ,

� p , p n�1, ,� , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A BACn n
n

T( ) [ ]� � � � � �� � � � � �
�

1
1

� det ,

� k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà.

Â [11] ïîëó÷åíî òàêæå ïðåäåëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ìàòðèöû ABC
� . Ðàçëè÷íûå

âèäû ïðåäñòàâëåíèé ìàòðèöû ABC
� , îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (1), (15), ïîëó÷åíû

â [9], ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû è ìíîãî÷ëåííûå ïðåäåëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ — â [2].
Ïóñòü

Ax f x fn m
� � �, ,� � , (16)

— ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ÑËÀÓ) ñ ïðîèçâîëüíîé ìàòðè-

öåé A m n
�

�
� .

Â ðàáîòå [10] óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âçâåøåííûìè ïñåâäîîáðàòíûìè ìàòðè-
öàìè, îïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè (1), (15), è âçâåøåííûìè íîðìàëüíûìè
ïñåâäîðåøåíèÿìè.

Òåîðåìà 3. Âåêòîð x A fBC
� �

� , ãäå ìàòðèöà ABC
� îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè (1),

(15), ÿâëÿåòñÿ â �
n

EEC( )� âçâåøåííûì íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì ÑËÀÓ (16)

ñ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûìè âåñàìè B è C EE
� , à èìåííî, åäèíñòâåííûì ðå-

øåíèåì çàäà÷è: íàéòè

min , min
( )x C

C
x

Bn

EE
EE n

x Ax f
� � �

�

� � �

� �



 Arg .
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Â [4] îïðåäåëåíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ
åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (2) è ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëå-
íèå ñîîòâåòñòâóþùåé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ è ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 4. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (2) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X ABC�
� ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

rk rk( ) ( ),BA A AC C AEE� �
� , (17)

ïðè÷åì ìàòðèöà ABC
� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì (2), (17), ïðåäñòàâèìà â âèäå

A C SA BBC EE
T� �

� , (18)

ãäå S f A BACT
EE�
�( ) — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A BACT

EE
� âèäà

S A BAC A BAC Ek
T

EE
k T

EE
k

k� � � � �
� � � � �

�� � �
1 1

1
2

1[( ) ( ) ]� ,

� p , p n�1, ..., , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A BACn n
n

T
EE( ) [ ]� � � � � �� � � � � �

� �
1

1
� det ,

� k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, C EE
� —

ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà Ìóðà–Ïåíðîóçà ê ìàòðèöå C.

Â [4] óñòàíîâëåíà ñâÿçü ìåæäó âçâåøåííûìè ïñåâäîîáðàòíûìè ìàòðèöàìè,
îïðåäåëåííûìè óñëîâèÿìè (2), (17), è âçâåøåííûìè íîðìàëüíûìè ïñåâäîðåøåíèÿìè.

Òåîðåìà 5. Âåêòîð x A fBC
� �

� , ãäå ìàòðèöà ABC
� îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè (2),

(17), ÿâëÿåòñÿ â �
n

C( ) âçâåøåííûì íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì ÑËÀÓ (16) ñ ïî-

ëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûìè âåñàìè B è C, à èìåííî, åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì
çàäà÷è: íàéòè

min , min
( )x C

C
x

Bn n

x Ax f
� � �

� �

� �



 Arg .

Â ðÿäå ðàáîò îïðåäåëÿëèñü ñèììåòðèçóåìûå ìàòðèöû è èçó÷àëèñü èõ ñâîéñòâà.
Â êà÷åñòâå ñèììåòðèçàòîðîâ â îñíîâíîì âûáèðàþò ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå
ìàòðèöû. Â [12, 13] èçó÷àëèñü Í-ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû, ãäå Í ïðåäïîëàãàåòñÿ ñèì-
ìåòðè÷íîé íåâûðîæäåííîé çíàêîíåîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé. Îïðåäåëèì ñèììåòðèçó-
åìûå ìàòðèöû ñ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûìè ñèììåòðèçàòîðàìè [10].

Îïðåäåëåíèå 1. Êâàäðàòíóþ ìàòðèöó U íàçîâåì ñèììåòðèçóåìîé ñëåâà èëè
ñïðàâà ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö M è
N , åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óñëîâèÿ

MU U M MU U UN NU UN UT T
� � � �, ( ) ( ), ( ) ( ).rk rk , rk rk (19)

Èñïîëüçóÿ ïåðâîå è âòîðîå óñëîâèÿ â (15) è ïåðâîå óñëîâèå â (1), ìîæíî ïîêà-
çàòü, ÷òî rk rk( ) ( )BAX AX� è rk rk( ) ( )XAC XA� . Òîãäà òðåòüå óñëîâèå â (1) âìåñòå
ñ ïåðâûì óñëîâèåì â (15) è ÷åòâåðòîå óñëîâèå â (1) ñî âòîðûì óñëîâèåì â (15) áó-
äóò ñîîòâåòñòâåííî îçíà÷àòü, ÷òî ìàòðèöà AX ñèììåòðèçóåìà ñëåâà ñèììåòðèçàòî-
ðîì B, à ìàòðèöà XA — ñïðàâà ñèììåòðèçàòîðîì C. Î÷åâèäíî, ÷òî â (2) ñîãëàñíî
îïðåäåëåíèþ 1 ìàòðèöû AX è XA ñèììåòðèçóåìû ñëåâà ñîîòâåòñòâåííî ñèììåòðè-
çàòîðàìè B è C, à â (3) — ñïðàâà ýòèìè ñèììåòðèçàòîðàìè, åñëè âûïîëíÿþòñÿ
óñëîâèÿ íà ðàíãè ìàòðèö.

Ïðè èññëåäîâàíèè âîïðîñà ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ âçâåøåí-
íîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå
óòâåðæäåíèÿ [4].

Ëåììà 1. Ïóñòü äëÿ êâàäðàòíûõ ìàòðèö K L M, , âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

KM MK LM ML� �, . Òîãäà èç ðàâåíñòâà KM LM2 2
� ñëåäóåò ðàâåíñòâî KM LM� .

Ëåììà 2. Ïóñòü A m n
�

�
� , à B m m

�
�

� è C n n
�

�
� — ñèììåòðè÷íûå ïîëîæè-
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òåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûå ìàòðèöû. Ïóñòü ìàòðèöû A B AC AT T, , èìåþò îäèí è

òîò æå ðàíã. Òîãäà ìàòðèöà A BACAT T èìååò òîò æå ðàíã.

Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëîæåíèé âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [4].

Ëåììà 3. Äëÿ ëþáûõ ìàòðèö P n n
�

�
� , W n m

�
�

� è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà
0 � � �� èìååò ìåñòî òîæäåñòâî

� � � �{ }
k

n
k

k

E E P W E P W n
k

n

�

�

�

�

� �� � � � �

0

1
2

0

2 1

1 2( ) ( ) , , , ... (20)

2. ÒÅÎÐÅÌÀ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ
ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Â äàííîì ðàçäåëå óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3). Ïðè äîêàçàòåëüñòâå èñïîëüçîâàíà òåî-
ðåìà Ãàìèëüòîíà–Êýëè, ÷òî äàëî âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü ïðåäñòàâëåíèå âçâåøåí-
íîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè â òåðìèíàõ êîýôôèöèåíòîâ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ñèììåòðèçóåìûõ è ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö.

Òåîðåìà 6. Äëÿ òîãî ÷òîáû ñèñòåìà (3) èìåëà åäèíñòâåííîå ðåøåíèå X ABC�
� ,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå óñëîâèé

B BA A AC AEE
�

� �, ( ) ( )rk rk , (21)

ïðè÷åì ìàòðèöà ABC
� , óäîâëåòâîðÿþùàÿ (3), (21), ïðåäñòàâèìà â âèäå

A CSA BBC
T

EE
� �

� , (22)

ãäå S f A B ACT
EE�
�( ) — ìíîãî÷ëåí îò ìàòðèöû A B ACT

EE
� âèäà

S A B AC A B AC Ek
T

EE
k T

EE
k

k� � � � �
� � � � �

�� � �
1 1

1
2

1[( ) ( ) ]� , (23)

� p p n, , ...,�1 , — êîýôôèöèåíòû õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

f E A B ACn n
n

T
EE( ) det [ ]� � � � � �� � � ��� � � �

� �
1

1 ,

� k — ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ýòîãî ìíîãî÷ëåíà, BEE
� —

ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà Ìóðà–Ïåíðîóçà ê ìàòðèöå B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé
(22), óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (3), åñëè âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå â (21) è ñóùåñ-
òâóåò ìàòðèöà S, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì

SA B ACA A SA B AC A B ACS CS CST
EE

T T T
EE

T
EE

T� � �
� � �, , ( ) . (24)

Ìàòðèöà ABC
� óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ â (3) ïðè âûïîëíåíèè óñëî-

âèé (24). Äåéñòâèòåëüíî, ó÷èòûâàÿ (24), ìîæíî çàïèñàòü A B ACSA AT
EE

T T�
� ,

AS CA B A AT T
EE
�

� , ACSA B A AT
EE
�

� , îòêóäà â ñèëó ïðåäñòàâëåíèÿ ABC
� ôîðìóëîé

(22) è ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà ABC
� óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíåíèþ

â (3), óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå â (24) ñëåâà íà CS, ñïðàâà — íà BEE
� . Ó÷èòûâàÿ

âòîðîå óñëîâèå â (24) è ïðåäñòàâëåíèå (22) äëÿ ABC
� , ïîëó÷àåì

CS A B ACA B CSA BT
EE

T
EE

T
EE

2 � � �
� ,

CSA B ACSA B AT
EE

T
EE BC

� � �
� , A AA ABC BC BC

� � �
� ,

ò.å. ìàòðèöà ABC
� , îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (22), óäîâëåòâîðÿåò âòîðîìó óðàâíå-

íèþ â (3).
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Äàëåå, ïîäñòàâëÿÿ â òðåòüå óðàâíåíèå èç (3) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ABC
� èç (22),

ñ ó÷åòîì ïåðâîãî óñëîâèÿ â (21) è òðåòüåãî óñëîâèÿ â (24), ïîëó÷àåì ACSA B BT
EE
�

�

� � �ACSA AS CA ACSAT T T T T( ) , ò.å. AA BBC
� ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöåé è,

ñëåäîâàòåëüíî, ABC
� óäîâëåòâîðÿåò òðåòüåìó óðàâíåíèþ â (3).

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ â ÷åòâåðòîå óðàâíåíèå èç (3) ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ABC
�

èç (22) è ó÷èòûâàÿ âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ èç (24), èìååì CSA B ACT
EE
�

�

� � �
� �CA B ACS CA B AS CT
EE

T
EE

T ( )CSA B ACT
EE

T� , òàê ÷òî A ACBC
� ÿâëÿåòñÿ ñèì-

ìåòðè÷íîé ìàòðèöåé, ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ÷åòâåðòîìó óñëîâèþ â (3).

Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìàòðèöà S, êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò (24) ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé (21). Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóåì òåîðåìó Ãàìèëüòîíà–Êýëè, ñîãëàñíî
êîòîðîé ëþáàÿ êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò ñâîåìó õàðàêòåðèñòè÷åñêîìó

óðàâíåíèþ. Ïîñêîëüêó A B ACT
EE

n n� �
� � , ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

( ) ( )A B AC A B AC A B AC ET
EE

n T
EE

n
n

T
EE n

� � �
�

�
� � ��� � � �� � �1

1
1 0 . (25)

Ïóñòü ìàòðèöû B è C ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå è ìàòðèöà A B ACT �1 èìååò

îáðàòíóþ. Òîãäà � n 	 0 è ìîæíî ïîëîæèòü S A B ACT
�

� �( )1 1. Ëåãêî ïðîâåðèòü,

÷òî òàêàÿ ìàòðèöà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (24). Íî ìàòðèöà A B ACT
EE
� âûðîæ-

äåííàÿ è, ñëåäîâàòåëüíî, � n � 0 . Ïóñòü ñðåäè êîýôôèöèåíòîâ � p , p n� �1 1, ..., ,
� k áóäåò ïîñëåäíèé, îòëè÷íûé îò íóëÿ êîýôôèöèåíò ïîëèíîìà f ( )� �

� �
�det [ ]�E A B ACT
EE è ïóñòü

S A B AC A B AC Ek
T

EE
k T

EE
k

k� � � � �
� � � � �

�� � �
1 1

1
2

1[( ) ( ) ]� . (26)

Èç âèäà ìàòðèöû S, îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé (26), ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íåå âûïîëíÿ-
þòñÿ âòîðîå è òðåòüå óñëîâèÿ â (24). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ìàòðèöû S òàêæå âûïîë-
íÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå â (24).

Ó÷èòûâàÿ (26), èç (25) ïîëó÷àåì

S A B AC A B ACT
EE

n k T
EE

n k( ) ( )� � � � �
�

1 . (27)

Â ñèëó ëåììû 1 èç (27) èìååì

S A B AC A B ACT
EE

T
EE( )� �

�
2 . (28)

Óìíîæèì ñïðàâà îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (28) íà AT, ïîñëå ÷åãî, ó÷èòûâàÿ âòîðîå

ðàâåíñòâî â (24), ïîëó÷àåì

( )A B AC SA A B ACAT
EE

T T
EE

T� �
�

2 . (29)

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç ïåðâîãî óñëîâèÿ â (21) ñëåäóåò

rk rk( ) ( )A B AT
EE
�

� . (30)

Òîãäà ìàòðèöû A B ACT
EE

n m m n� � �
� �� �, è AT n m

�
�

� ñîãëàñíî (30) è âòîðî-

ìó óñëîâèþ â (21) èìåþò îäèíàêîâûé ðàíã, êîòîðûé ïîëîæèì ðàâíûì r. Â ñèëó

ëåììû 2 ðàíã ìàòðèöû A B ACAT
EE

T� òàêæå ðàâåí r.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî èç ðàâåíñòâà (29) ñëåäóåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â (24)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (30) è âòîðîãî óñëîâèÿ â (21), èñïîëüçóåì ñêåëåòíîå

ðàçëîæåíèå ìàòðèö [14] A B ACT
EE
� , è AT , ò.å. ïðåäñòàâèì èõ â âèäå

A B KL AC MNT
EE
�

� �, , A PQT
� , ãäå K n r

�
�

� , L r m
�

�
� , M m r

�
�

� , N r n
�

�
� ,

P n r
�

�
� , Q r m

�
�

� — ìàòðèöû ïîëíîãî ðàíãà. Òîãäà (29) ïðèìåò âèä

KLMNPQB ACSA KLMNPQEE
T�

� . (31)
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Ìàòðèöà K KT íåâûðîæäåíà, ïîñêîëüêó K n r
�

�
� — ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà

ñ n r� [14]. Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (31) ñëåâà ñíà÷àëà íà K T , ïîòîì — íà ( )K KT �1,

ïîëó÷èì
LMNPQB ACSA LMNPQEE

T�
� . (32)

Ìàòðèöû LM è NP êâàäðàòíûå, íåâûðîæäåííûå ðàíãà r. Äåéñòâèòåëüíî, ðàíã
ýòèõ ìàòðèö ðàâåí r, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî (30) è âòîðîìó óñëîâèþ â (21) èç ëåììû 2

ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ìàòðèöû KLMNPQ A B ACAT
EE

T
�

� ðàâåí r. Íî ðàíã ìàòðèöû-ïðî-

èçâåäåíèÿ íå ìîæåò ïðåâûøàòü ðàíãè ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé, à ðàíãè ìàòðèö-ñî-
ìíîæèòåëåé LM è NP íå ìîãóò ïðåâûøàòü r, ïîñêîëüêó r — ïîðÿäîê ýòèõ ìàòðèö.

Óìíîæèì ðàâåíñòâî (32) ñëåâà ñíà÷àëà íà ( )LM �1, çàòåì — íà ( )NP �1 . Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷èì
QB ACSA QEE

T�
� . (33)

Óìíîæàÿ ñëåâà (33) íà P è èñïîëüçóÿ âòîðîå ðàâåíñòâî èç (24), ïîëó÷àåì ïåð-
âîå ðàâåíñòâî â (24).

Ïîñêîëüêó ìàòðèöà S, îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (23), óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâàì

(24) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21), ìàòðèöà ABC
� , îïðåäåëåííàÿ ôîðìóëîé (22),

óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21).
Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèå ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3) ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèé (21) ñóùåñòâóåò, ïðè÷åì îíî ïðåäñòàâèìî ôîðìóëîé (22). Ïî-
êàæåì, ÷òî ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî, ò.å. ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âçâåøåí-
íàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè, îïðåäåëÿåìàÿ ñèñòåìîé (3)
ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21). Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì îò ïðîòèâíîãî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êðîìå ìàòðèöû S ñóùåñòâóåò ìàòðèöà S* , óäîâëåòâîðÿþ-

ùàÿ (22) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (21). Îáîçíà÷èì
~

*S S S� � , 0 — íóëåâàÿ ìàòðè-

öà. Òîãäà CSA BT
EE

~ �
� 0. Óìíîæèì ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà ACAT . Ó÷èòûâàÿ ïåðâîå

ðàâåíñòâî â (24) è âòîðîå â (21), ïîëó÷àåì CSA B ACA CA AT
EE

T T T~
.�

� � � 0 Ïî-

ñëåäíåå ðàâåíñòâî ïðè C 	 0 , B 	 0 âîçìîæíî, åñëè
~
S èëè A — íóëåâûå ìàòðèöû.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè A 	 0 ìàòðèöà
~
S íóëåâàÿ, â ñèëó ÷åãî ìàòðèöà S â (23) è, çíà-

÷èò, ìàòðèöà ABC
� îïðåäåëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Åñëè A — íóëåâàÿ ìàòðè-

öà, òî èç (22) âûòåêàåò, ÷òî âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà ñ âûðîæäåííûìè

âåñàìè áóäåò íóëåâîé. Â ïîñëåäíåì òàêæå ìîæíî óáåäèòüñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðî-

âåðêîé óñëîâèé (3), (21). Îáðàòíî, åñëè âìåñòî ïåðâîãî óñëîâèÿ â (21) ïîëîæèòü

B BAEE
�

� 0 , òî rk ( )A BT
EE
�

� 0 è (30) âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî äëÿ ìàòðèöû A � 0 .

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî óñëîâèÿ (21) äîñòàòî÷íû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3). Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ

(21) íåîáõîäèìû äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû (3).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñèñòåìà ìàòðè÷íûõ óðàâíåíèé (3) èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå X ABC�
� , è ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (21). Ñíà÷àëà

ïîêàæåì, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (3) âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå óñëîâèå â (21). Òðåòüå
óñëîâèå â (3) ïåðåïèøåì â âèäå

B A A AA BBC
T T

BC( ) .� �
� (34)

Óìíîæèì (34) ñëåâà íà B BEE
� . Â ñèëó ðàâåíñòâà BB B BEE

�
� èìååì

B A A B BAA BBC
T T

EE BC( )� � �
� . (35)

Âû÷èòàÿ (35) èç (34), ïîëó÷àåì

( )AA B BAA BBC EE BC
� � �

� � 0 . (36)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùåé òðåòüåìó óñëîâèþ â (3),
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ðàâåíñòâî (36) âîçìîæíî â òðåõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, êîãäà

AA B BAABC EE BC
� � �

� , (37)

B � 0 , ñòîëáöû ìàòðèöû B ïðèíàäëåæàò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû AABC
�

�

� � �
� � � �B BAA E B B AAEE BC EE BC( ) .

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (37). Óìíîæèì (37) ñëåâà íà ABC
� . Ó÷èòûâàÿ

âòîðîå óñëîâèå â (3), ïîëó÷àåì A A B BAABC BC EE BC
� � � �

� . Íî ñîãëàñíî âòîðîìó óñëî-

âèþ â (3) ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî âîçìîæíî, êîãäà B BA AEE
�

� , ò.å. ïðè âûïîëíåíèè

ïåðâîãî óñëîâèÿ â (21). Åñëè ìàòðèöà B íóëåâàÿ, òî ñîãëàñíî (37) AABC
�

� 0 è â ñèëó

ïåðâîãî è âòîðîãî óñëîâèé â (3) ðàâåíñòâî (37) âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà A è ABC
� — íó-

ëåâûå ìàòðèöû. Â òî æå âðåìÿ, åñëè A — íóëåâàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ íåå âûïîëíÿþòñÿ
òðåòüå óñëîâèå â (3), ïåðâîå óñëîâèå â (21) è ðàâåíñòâî (37) ïðè ëþáûõ B. Òðåòüå

ïðåäïîëîæåíèå èç ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíûõ áóäåò èìåòü ìåñòî, êîãäà AA BBC
�

� 0

èëè AA B BBC
�

� . Âûïîëíåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå ðàâåí-

ñòâà (37). ×òîáû óáåäèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ñïðàâà (37) íà B è ó÷åñòü

ðàâåíñòâî BB B BEE
�

� . Ðàâåíñòâî (37) âîçìîæíî ïðè âûïîëíåíèè ïåðâîãî óñëîâèÿ

â (21), ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè (3) âûïîëíÿåòñÿ âòîðîå óñëîâèå â (21).
×åòâåðòîå óñëîâèå â (3) ïåðåïèøåì â âèäå

CA A A ACT
BC

T
BC( )� �

� . (38)

Óìíîæèì (38) ñëåâà íà CC EE
� . Â ñèëó ðàâåíñòâà CC C CEE

�
� èìååì

CA A C CA ACT
BC

T
EE BC( )� � �

� . (39)

Âû÷èòàÿ (39) èç (38), ïîëó÷àåì

( )A A C CA A CBC EE BC
� � �

� � 0 . (40)

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A, óäîâëåòâîðÿþùåé ÷åòâåðòîìó óñëîâèþ â (3),
ðàâåíñòâî (40) âîçìîæíî â òðåõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, êîãäà

A A C CA ABC EE BC
� � �

� , (41)

C � 0, ñòîëáöû ìàòðèöû C ïðèíàäëåæàò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû A ABC
�

�

� � �
� � � �C CA A E C C A AEE BC EE BC( ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî (41). Óìíîæèâ ñëåâà (41) íà A,

ñ ó÷åòîì ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (3) ïîëó÷èì A AC CA AEE BC�
� � . Íà îñíîâàíèè ýòîãî

ðàâåíñòâà èìååì rk rk rk rk rk( ) ( ) ( ) ( ) ( )A AC CA A ACC A A AC AEE BC EE BC� � 
 

� � � � ,

îòêóäà âûòåêàåò rk rk( ) ( )AC A� , ò.å. âòîðîå ðàâåíñòâî â (21). Ñëåäîâàòåëüíî, (41)
îáóñëîâëèâàåò âûïîëíåíèå âòîðîãî ðàâåíñòâà â (21). Åñëè ìàòðèöà C íóëåâàÿ, òî

ñîãëàñíî (41) A ABC
�

� 0 è â ñèëó ïåðâîãî è âòîðîãî óñëîâèé â (3) A � 0 è ABC
�

� 0 ,

÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ â (21). Òðåòüå ïðåäïîëîæåíèå èç

ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíûõ áóäåò èìåòü ìåñòî, êîãäà A ACBC
�

� 0 èëè A AC CBC
�

� .

Âûïîëíåíèå ýòèõ ðàâåíñòâ îáóñëîâëèâàåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà (41). ×òîáû óáå-
äèòüñÿ â ýòîì, äîñòàòî÷íî óìíîæèòü ñïðàâà (41) íà C è ó÷åñòü ðàâåíñòâî

CC C CEE
�

� . Ðàâåíñòâî (41), êàê óêàçàíî âûøå, âëå÷åò âûïîëíåíèå âòîðîãî óñëîâèÿ

â (21), ÷òî è òðåáîâàëîñü ïîêàçàòü.

Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Èç (22), (23) âûòåêàåò, ÷òî âçâåøåííàÿ ïñåâäîîáðàòíàÿ ìàòðèöà,
îïðåäåëåííàÿ óñëîâèÿìè (3), (21), èìååò òàêæå ïðåäñòàâëåíèÿ
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A S CA B CA B S CA S BBC
T

EE
T

EE
T

EE
� � � �

� � � �1 2 3

� �
� � �C S C A B CA B S BT
EE

T
EE EE

1 2
4

1 2 1 2
5

1 2/ / / / , (42)

ãäå S S S1 2 3, , — ìíîãî÷ëåíû îò ñèììåòðèçóåìûõ ìàòðèö, S 4 , S 5 — ìíîãî÷ëåíû
îò ñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö âèäà

S CA B A CA B A Ek
T

EE
k T

EE
k

k1
1 1

1
2

1� � � � �
� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]� ,

S ACA B ACA B Ek
T

EE
k T

EE
k

k2
1 1

1
2

1� � � � �
� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]� ,

S B ACA B ACA Ek EE
T k

EE
T k

k3
1 1

1
2

1� � � � �
� � � � �

�� � �[( ) ( ) ]� ,

S C A B AC C A B ACk
T

EE
k T

EE
k

4
1 1 2 1 2 1

1
1 2 1 2

� � �
� � � �

� �[( ) ( )/ / / / �
�� �

2
1� � k E] ,

S B ACA B B ACA Bk EE
T

EE
k

EE
T

EE5
1 1 2 1 2 1

1
1 2

� � �
� � � � �

� �[( ) (/ / / � �
�� �

1 2 2
1

/ ) ]k
k E� � .

Ñëåäñòâèå 2. Èç (22), (23) âûòåêàåò, ÷òî ñèììåòðèçóåìûå èäåìïîòåíòíûå ìàò-

ðèöû A ABC
� è AABC

� èìåþò ñëåäóþùèå ïðåäñòàâëåíèÿ:

A A CSA B A f CA B ABC
T

EE
T

EE
� � �

� � �( )

� � � � �
� � � �

�
�

� � �k
T

EE
k T

EE
k

k
T

EECA B A CA B A CA B A1
1

1
1[( ) ( ) (� )] ,

AA ACSA B f ACA BBC
T

EE
T

EE
� � �

� � �( )

� � � � �
� � � �

�
�

� � �k
T

EE
k T

EE
k

k
T

EEACA B ACA B ACA B1
1

1
1[( ) ( ) (� )] .

Ñëåäñòâèå 3. Èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà (24).

Ñëåäñòâèå 4. Èç (22), (24) âûòåêàþò ðàâåíñòâà A B AA A BT
EE BC

T
EE

� � �
� ,

A ACA CABC
T T�

� .

Çàìå÷àíèå 3. Åñëè ìàòðèöû B è C (èëè îäíà èç íèõ) íóëåâûå, òî ñèñòåìà ìàò-
ðè÷íûõ óðàâíåíèé (3) ïðè óñëîâèÿõ (21) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
A — íóëåâàÿ ìàòðèöà, ïðè÷åì ïñåâäîîáðàòíàÿ ê íåé òàêæå íóëåâàÿ.

Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ìàòðèöû B è C ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííûå, òî â ïðåäûäó-
ùèõ óòâåðæäåíèÿõ (òåîðåìà 6, ñëåäñòâèÿ 1– 4) ïñåâäîîáðàòíûå ìàòðèöû íåîáõîäè-
ìî çàìåíèòü îáðàòíûìè. Òîãäà óñëîâèÿ (21) çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ è ïîëó÷èì
ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííû-
ìè âåñàìè. Èç ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäñòàâëåíèÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàò-
ðèöû äëÿ íåâûðîæäåííûõ âåñîâ ñëåäóåò ïðåäñòàâëåíèå ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû
Ìóðà–Ïåíðîóçà, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [15]. Â [7] îïèñàí àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íà
îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû Ìóðà–Ïåíðîóçà â òåðìèíàõ êîýô-

ôèöèåíòîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A AT âû÷èñëÿòü ýòó ìàòðèöó
çà ïðèåìëåìîå ÷èñëî àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ôîðìóëà (22)
äàëåå èñïîëüçóåòñÿ ïðè îáîñíîâàíèè ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî âçâåøåííîãî
íîðìàëüíîãî ïñåâäîðåøåíèÿ è ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö.

Ëåììà 4. Ðàíãè ìàòðèö A, ABC
� , A ABC

� , AABC
� , CA B AT

EE
� , A B ACT

EE
� ,

ACA BT
EE
� , B ACAEE

T� , C A B ACT
EE

1 2 1 2/ / ,� B ACA BEE
T

EE
� �1 2 1 2/ / , îïðåäåëåííûõ â òåîðå-

ìå 6, ïðè âûïîëíåíèè âòîðîãî óñëîâèÿ â (21) è óñëîâèÿ (30) ñîâïàäàþò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü rk ( )A r� . Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (3) èìååì

rk rk rk rk( ) ( ) ( ) ( )A AA A AA ABC BC� 
 

� � , ò.å. rk rk( ) ( )A AABC�

� . Èç âòîðîãî

ðàâåíñòâà â (3) ïîëó÷àåì rk rk rk rk( ) ( ) ( ) ( )A A AA AA ABC BC BC BC BC
� � � � �

� 
 
 , ò.å.

rk rk( ) ( )A AABC BC
� �

� . Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ðàâåíñòâ èìååì rk rk( ) ( )A ABC� �
�

�
�rk ( )AABC . Àíàëîãè÷íî, rk rk rk( ) ( ) ( )A A A ABC BC� �

� � .

Ïîñêîëüêó ðàíã ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö íå ïðåâûøàåò ðàíãà êàæäîé èç
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ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé, â ñèëó óñëîâèÿ (30) èìååì rk rk( ) ( )/A B A rT
EE
�

� �
1 2 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ðàâåíñòâà ðàíãîâ èñõîäíîé ìàòðèöû è òðàíñïî-

íèðîâàííîé, íàéäåì rk rk{ }( ) ( )/ /A B A B A B A rT
EE EE

T
EE

� � �
� �

1 2 1 2 . Äàëåå, èñïîëüçóÿ íå-

ðàâåíñòâî Ôðîáåíèóñà, ïîëó÷àåì rk rk rk rk( ) ( ) ( ) ( )A B A AC A A B ACT
EE

T
EE

� �
� 
 � ,

îòêóäà â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ â (21) è ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì

rk rk rk( ) ( ) ( )A A B AC AT
EE
 

� , ò.å. rk rk( ) ( )A A B AC rT

EE� �
� . Àíàëîãè÷íî ïîëó-

÷àåì rk ( )CA B A rT
EE
�

� . Â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ â (21) è ðàâåíñòâà (30) ïîäîáíûå

ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó rk rk( ) ( )ACA B B ACA rT
EE EE

T� �
� � .

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó C A B ACT
EE

1 2 1 2/ /� . Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ðàâåíñòâà ðàíãîâ

èñõîäíîé ìàòðèöû è ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ òðàíñïîíèðîâàííîé è èñõîäíîé ìàò-
ðèö, ïîëó÷àåì

rk rk{( ) ( )/ / / / / /C A B AC B AC B ACT
EE EE

T
EE

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2� � �
� } rk�

�( ) ./ /B ACEE
1 2 1 2 (43)

Íà îñíîâàíèè íåðàâåíñòâà Ôðîáåíèóñà rk rk rk( ) ( ) ( )/ /B A AC AEE
�

� 
 �
1 2 1 2

�
�rk ( )/ /B ACEE

1 2 1 2 , îòêóäà â ñèëó âòîðîãî óñëîâèÿ èç (21) è óñëîâèÿ (30) èìååì

rk rk( ) ( )/ /B AC AEE
�

�
1 2 1 2 . Ñîãëàñíî ýòîìó ðàâåíñòâó è ðàâåíñòâó (43) ïîëó÷èì

rk ( )/ /C A B AC rT
EE

1 2 1 2�
� . Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ðàâåíñòâó

rk ( )/ /B ACA B rEE
T

EE
� �

�
1 2 1 2 .

Ëåììà 4 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü rk( )A �1. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 4 rk ( )A B ACT
EE
�

�1 è íà

îñíîâàíèè (22), (23) ïîëó÷àåì ôîðìóëó A A B AC CA BBC
T

EE
T

EE
� � � �

� [ ( )]tr 1 äëÿ

âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè, ãäå
tr ( )L — ñëåä ìàòðèöû L .

3. ÒÅÎÐÅÌÀ ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈß È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÈ ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ
ÍÎÐÌÀËÜÍÛÕ ÏÑÅÂÄÎÐÅØÅÍÈÉ

Îáîçíà÷èì Y A
B

n m
� �

�( , )1 3
� ìàòðèöó, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

AYA A AYB AYBT
� �, ( ) , (44)

B BA AEE
�

� , (45)

ãäå A m n
�

�
� , à B m m

�
�

� — ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ
ìàòðèöà.

Ëåììà 5. Âåêòîð x A f
B

( , ) ( , )1 3 1 3
� ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïî ìåòîäó âçâåøåííûõ

íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûì âåñîì BEE
m m� �

� �

ÑËÀÓ (16), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

Ax f Ax f
B x

B
EE

n EE

( , ) min1 3
� � �

�
�

��

. (46)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå (46) ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

AA f f Ax f f x
B

B B

m n

EE
EE

( , )
,

1 3
� 
 � � � �

�
� � � .

Ïîñêîëüêó Ax f AA f f A x A f
B B

� � � � �
( , ) ( , )

( )
1 3 1 3

, ýòî íåðàâåíñòâî ïåðåïèñû-

âàåòñÿ â âèäå AA f f AA f f Aw
B

B
B

BEE EE

( , ) ( , )1 3 1 3
� 
 � �

� �
, ãäå w x A f

B
� �

( , )1 3
. Ïóñòü

u AA f f v Aw
B

� � �
( , )

,
1 3

, òîãäà ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðèìåò âèä u
BEE

� 
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 � �u v
BEE

èëè u u v u B v
B B B EE E

EE EE EE
� � �
 � �

�2 2 2
2( , ) , îòêóäà

0 2
2


 ��
�v u B v

B EE E
EE

( , ) . (47)

Òàê êàê v
BEE

� �
2

0 è ( , ) [( ) ]
( , )

u B v f A A B A B A wEE E
T

B
T T

EE EE
� � �

� �
1 3

çàâèñèò îò

ïðîèçâîëüíûõ f è w, íåðàâåíñòâî (47) ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ

( )
( , )

A A B A B A
B

T T
EE EE

1 3 � �
� . (48)

Ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (48) è äâà ðàâåíñòâà (44) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ

(45) ýêâèâàëåíòíû. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (44) ñëåäóåò, ÷òî B AA A B AEE B EE
� �

�
( , )1 3

.

Ó÷èòûâàÿ (45), èç ýòîãî ðàâåíñòâà ïîëó÷àåì B AA BB A B AEE B EE EE
� � �

�
( , )1 3

. Â ñèëó âòî-

ðîãî ðàâåíñòâà â (44) èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà èìååì B B A A B AEE B
T T

EE
� �

�( )
( , )1 3

� �
�B AEE 0 , îòêóäà B B A A B A B AEE B

T T
EE EE

� � �
� �[( ) ]

( , )1 3
0 . Ýòî ðàâåíñòâî âîçìîæ-

íî â òðåõ ñëó÷àÿõ, à èìåííî, êîãäà B BEE
�

� 0 , ( )
( , )

A A B A B A
B

T T
EE EE

1 3 � �
� ,

B B A A B A B AEE B
T T

EE EE
� � �

�( ) .
( , )1 3

Åñëè ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà B BEE
� íóëåâàÿ, òî ïåðâûé ñëó÷àé âîçìîæåí ïðè

B � 0. Âòîðîå ïðåäïîëîæåíèå èç ïåðå÷èñëåííûõ âîçìîæíûõ, ñîâïàäàþùåå ñ (48),

îçíà÷àåò, ÷òî ñðåäè ñòîëáöîâ ìàòðèöû B AEE
� îòñóòñòâóþò òå, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

íóëü-ïðîñòðàíñòâó èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû ( ) .
( , )

A A
B

T T1 3
Â ñèëó ðàâåíñòâà

B BB BEE EE EE
� � �

� âûïîëíåíèå âòîðîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âëå÷åò âûïîëíåíèå òðåòüåãî

ïðåäïîëîæåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, èç ðàâåíñòâ (44) ñëåäóåò (48).

Îáðàòíî, óìíîæèâ (48) ñëåâà íà B, ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ (45) ïîëó÷èì

B A A B A A
B

T T
EE( )

( , )1 3 �
� . Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà íà A B

B
( , )1 3

, ïîëó÷èì

B A A B A A B AA B
B

T T
EE B B

( )
( , ) ( , ) ( , )1 3 1 3 1 3�

� , ò.å. AA B
B
( , )1 3

— ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Êðî-

ìå òîãî, èç (48), âòîðîãî ðàâåíñòâà èç (44) è óñëîâèÿ (45) ïîñëåäîâàòåëüíî èìå-

å ì B A A B A BB A
B

T T
EE EE( )

( , )1 3 � �
� , ( )

( , )
AA B B A A

B
T

EE
1 3 �

� , AA BB A A
B EE
( , )1 3 �

� ,

AA A A
B
( , )1 3

� , ò.å. ïîëó÷èëè ïåðâîå ðàâåíñòâî â (44), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 5.

Ðåøåíèå ñèñòåìû (16) ïî ìåòîäó âçâåøåííûõ íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ñ ïîëî-

æèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííîé ìàòðèöåé-âåñîì BEE
� â îáùåì ñëó÷àå íå ÿâëÿåòñÿ

åäèíñòâåííûì. Îáùèé âèä òàêîãî ðåøåíèÿ óñòàíàâëèâàåò ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 6. Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ (46), îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

z A f E A A y
B

� � �
( , ) ( )( )
1 3 1 , (49)

ãäå A ( )1 — ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïåðâîìó óñëîâèþ â (3), y — ïðîèçâîëü-

íûé âåêòîð èç �
n .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, z óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (46), òàê êàê â ñèëó

ïåðâîãî ðàâåíñòâà èç (44) èìååì A E A A y( )( )
� �

1 0 ; âî-âòîðûõ, êàæäîå ðåøåíèå

~ ~ ( , )
z A f

B
�

1 3
, óäîâëåòâîðÿþùåå (46), ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (49), ïîëîæèâ

y A f A f
B B

� �
( , ) ( , )~1 3 1 3

. Ïîêàæåì ýòî.

Ïîäñòàâèâ â (49) çíà÷åíèå y, ïîëó÷èì ~ ~( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , )
z A f A AA f A AA f

B B B
� � �

1 3 1 1 3 1 1 3
.

Òîãäà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ ëåììû 6 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

A AA f A AA f
B B

( ) ( , ) ( ) ( , )~1 1 3 1 1 3
0� � . (50)

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 1 25



Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ìàòðèöû
~ ( , )
A

B
1 3

, òàê æå êàê è äëÿ A
B
( , )1 3

, äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ

ðàâåíñòâî (48), â ñèëó êîòîðîãî

(
~

) ( ) .
( , ) ( , )

A A B A A A B A
B

T T
EE B

T T
EE

1 3 1 3� �
� (51)

Èñïîëüçóåì ñêåëåòíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèö [14] è ðàâåíñòâî rk ( )AT
�

= rk ( )B A rEE
�

� , êîòîðîå ñëåäóåò èç (30). Ïóñòü A KLT
� , B A PSEE

�
� , ãäå K n r

�
�

� ,

L r m
�

�
� , P m r

�
�

� , S r n
�

�
� . Òîãäà (51) ïåðåïèøåòñÿ â âèäå

(
~

) ( )
( , ) ( , )

A KLPS A KLPS
B

T
B

T1 3 1 3
� . (52)

Ìàòðèöà SS T íåâûðîæäåííàÿ, ïîñêîëüêó S r n
�

�
� — ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà ñ

r n
 [14]. Óìíîæèâ ðàâåíñòâî (52) ñïðàâà ñíà÷àëà íà S T , ïîòîì — íà ( )SS T �1,

ïîëó÷èì

(
~

) ( )
( , ) ( , )

A KLP A KLP
B

T
B

T1 3 1 3
� . (53)

Ìàòðèöà LP r r
�

�
� íåâûðîæäåííàÿ. Äåéñòâèòåëüíî, èç ðàâåíñòâà rk ( )B A rEE

�
�

èìååì rk ( )/B A rEE
�

�
1 2 , â ñèëó ÷åãî ïîëó÷àåì rk rk( ) [( ) ]/ /A B A B A B AT

EE EE
T

EE
� � �

� �
1 2 1 2

� �
�rk ( )/B A rEE

1 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, rk rk( ) ( )KLPS A B A rT
EE� �
� . Òîãäà rk ( )LP r� , ïî-

ñêîëüêó r — ïîðÿäîê ìàòðèöû LP è ðàíã ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ íå ìîæåò ïðåâû-
øàòü ðàíãè ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé.

Óìíîæèâ (53) ñïðàâà íà ( )LP �1, ïîëó÷èì (
~

) ( )
( , ) ( , )

A K A K
B

T
B

T1 3 1 3
� . Äàëåå,

óìíîæàÿ ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñïðàâà íà L , íàõîäèì (
~

) ( )
( , ) ( , )

A A A A
B

T T
B

T T1 3 1 3
� ,

ò.å. AA AA
B B

~ ( , ) ( , )1 3 1 3
� , îòêóäà âûòåêàåò ðàâåíñòâî (50) è, ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå

ëåììû 6.

Òåîðåìà 7. Âåêòîð x A fBC
� �

� , ãäå ìàòðèöà ABC
� îïðåäåëåíà óñëîâèÿìè (3),

(21), ÿâëÿåòñÿ â �
n

EEC( )� âçâåøåííûì íîðìàëüíûì ïñåâäîðåøåíèåì ÑËÀÓ (16)

ñ ïîëîæèòåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûìè âåñàìè BEE
� è C EE

� , à èìåííî, åäèíñòâåííûì

ðåøåíèåì çàäà÷è: íàéòè

min , min
( )x C

C
x

Bn

EE
EE n EE

x Ax f
� � �

�

� �� �

� �



 Arg . (54)

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ëåììå 6 óñòàíîâëåíî, ÷òî âåêòîð z A f
B

�
( , )1 3

ñ ìàòðèöåé

A
B
( , )1 3

, îïðåäåëåííîé óñëîâèÿìè (44), (45), ìèíèìèçèðóåò íîðìó � �BEE
íåâÿçêè

Ax f� , ò.å. ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó 
, îïðåäåëåííîìó â (54). Ïóñòü ìàòðèöà A
B
( , )1 3

óäîâëåòâîðÿåò åùå âòîðîìó è ÷åòâåðòîìó óñëîâèÿì â (3) è âòîðîìó óñëîâèþ â (21).

Òîãäà A A
B BC
( , )1 3

�
� ,

A AA A A AC A ACBC BC BC BC
T

BC
� � � � �

� �, ( ) . (55)

Â ëåììå 6 ïîêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ 
, îïðåäåëÿåòñÿ

ôîðìóëîé (49). Î÷åâèäíî, ÷òî âåêòîð z A f E A A yBC BC
� � �

� � �( ) òàêæå ïðèíàäëå-

æèò 
. Ñîãëàñíî (54) ñðåäè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ z � íåîáõîäèìî âûáðàòü òå, êîòî-

ðûå ïðèíàäëåæàò �
n

EEC( )� . Ïîñêîëüêó y — ïðîèçâîëüíûé âåêòîð èç �
n , ïîëîæèì

y C
n

EE
n

� �
�

� �( ) . Òîãäà â ñèëó (22) è ðàâåíñòâà CC C CEE
�

� èìååì ~z A fBC
� �
� �

� �
� � �CC E A ACC yEE BC EE( ) � �

�y C
n

EE� ( ) è, î÷åâèäíî, ~ ( )z C
n

EE
� �
� � . Ïîêàæåì,

÷òî âåêòîð x A fBC
� �

� óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óñëîâèþ â (54), ò.å. èìååò ìèíè-
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ìàëüíóþ íîðìó â �
n

EEC( )� ñðåäè âåêòîðîâ ~ ( )z C
n

EE
� �

� �� 
. Äëÿ ýòîãî äîëæíî

âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî A f A f CC E A ACC yBC
C

BC EE BC EE
CEE EE

� � � � �

� �

 � �( )

� �f n
� , y C

n

EE�
�

� ( ) .

Ïóñòü u A fBC�
� , v CC E A ACC yEE BC EE� �

� � �( ) . Òîãäà u u v
C CEE EE

� �
 � èëè

u u v u C v
C C C EE E

EE EE EE
� � �
 � �

�2 2 2
2( , ) , îòêóäà

0 2
2


 ��
�v u C v

C EE E
EE

( , ) . (56)

Ïîñêîëüêó v
CEE

� �
2

0 è ( , ) [( ) ( )u C v f A C A C AEE E
T

BC
T

EE BC
T

EE BC
� � � � � �

� � �

�
�ACC yEE ] çàâèñèò îò ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ f n

� � è y C
n

EE�
�

� ( ) , íåðàâåí-

ñòâî (56) ðàâíîñèëüíî òðåáîâàíèþ ( , )u C vEE E
�

� 0 èëè

( ) ( )A C A C A ACCBC
T

EE BC
T

EE BC EE
� � � � � �

� . (57)

Èñïîëüçóÿ (22), ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî (57) è äâà ðàâåíñòâà (55) ýêâèâàëåíò-

íû. Äåéñòâèòåëüíî, èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (55) ñëåäóåò ( )A CBC
T

EE
� �

�

�
� � �( ) ( )A A A CBC

T T
BC

T
EE . Ó÷èòûâàÿ (22), ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

( ) ( ) ( )A C A C CA A CBC
T

EE BC
T

EE
T

BC
T

EE
� � � � � �

� . Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âòîðîãî ðàâåíñòâà

èç (55) â ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ïîëó÷àåì (57). Îáðàòíî, ïîñëå óìíîæåíèÿ (57) ñëåâà

íà CAT , à ñïðàâà íà C c ó÷åòîì (22) è ðàâåíñòâà CC C CEE
�

� óñòàíàâëèâàåì, ÷òî

A ACBC
� — ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà. Êðîìå òîãî, èç (57) è âòîðîãî ðàâåíñòâà â (55)

èìååì ( ) ( ) ( )A C A C CA A CBC
T

EE BC
T

EE
T

BC
T

EE
� � � � � �

� . Óìíîæèâ ýòî ðàâåíñòâî ñïðàâà

íà C, ñ ó÷åòîì (22) ïîëó÷èì ( ) ( ) ( ) ,A A A ABC
T

BC
T T

BC
T� � �

� ò.å. ïåðâîå óñëîâèå

â (55).

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x A fBC
� �

� ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (54). Ïîêàæåì,

÷òî ýòîò âåêòîð — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå óêàçàííîé çàäà÷è. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâå-

äåì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü êðîìå x � ñóùåñòâóåò äðóãîå ðåøåíèå çàäà÷è (54), êîòî-

ðîå îáîçíà÷èì x*
� . Åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå x x x*

� �
� � , ãäå x x x� �

� �
* .

Ýòî ðåøåíèå äîëæíî ïðèíàäëåæàòü ìíîæåñòâó âåêòîðîâ èç �
n

EEC( )�
�
. Âûøå

îïðåäåëåíû âåêòîðû ~z � , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó. Òîãäà êàæäûé ~z �

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ~z x x� �
� � è, ñëåäîâàòåëüíî,

x z x v x A f fBC
n

*
~ ,� � � � �

� � � � � � � ,

v CC E A ACC y y CEE BC EE

n

EE� � � �
� � � �( ) ( )� .

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì âàðèàíòå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ A AyBC
�

�

� �
�CC y yEE âåêòîð v � 0 , ò.å. âåêòîð v � 0 , êîãäà y C

n

EE�
�

� ( ) ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì

êàê èäåìïîòåíòíîé ìàòðèöû A ABC
� , òàê è ïðîåêöèîííîé ìàòðèöû C CEE

� . Òîãäà äëÿ

âñåõ òàêèõ y èìååì x z A fBC*
~� � �

� � . Âòîðîé âàðèàíò âêëþ÷àåò ìíîæåñòâî âåêòî-

ðîâ x*
� , äëÿ êîòîðûõ v 	 0 . Òîãäà x x v u C v

C C C EE E
EE EE

EE
* ( , )� � �

� �
�� � �

2 2 2
2 . Òðåòüå

ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà â ñèëó (57) îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïîñêîëüêó

âåêòîð v C
n

EE	 �
�0 � ( ) , òî v

CEE
� ÿâëÿåòñÿ íîðìîé (íå ïîëóíîðìîé). Â ñèëó ýòîãî
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ôàêòà è òîãî, ÷òî ïî ïðåäïîëîæåíèþ v 	 0, èìååì v
CEE

� �
2

0 . Ñëåäîâàòåëüíî, â

ýòîì ñëó÷àå x
CEE

�

�
âñåãäà ìåíüøå x

CEE

*
�

�
. Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð x A fBC

� �
� —

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (54).

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè ïðàâàÿ ÷àñòü ÑËÀÓ (16) f ïðèíàäëåæèò íóëü-ïðîñòðàíñòâó

ìàòðèöû BEE
� , òî èç (22) ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (16) èìååò íóëåâîå âçâåøåííîå íîð-

ìàëüíîå ïñåâäîðåøåíèå.

4. ÐÀÇËÎÆÅÍÈÅ Â ÐßÄÛ È ÏÐÎÈÇÂÅÄÅÍÈß ÂÇÂÅØÅÍÍÛÕ
ÏÑÅÂÄÎÎÁÐÀÒÍÛÕ ÌÀÒÐÈÖ

Òåîðåìà 8. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A m n
	 �

�0 � , ñèììåòðè÷íûõ ïîëîæè-

òåëüíî-ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö B m m
�

�
� , C n n

�
�

� , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì (3), (21), è äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà

0 2 1 2 1 2 1
� �

� �
� �[ ( )]max

/ /C A B ACT
EE

(58)

èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

A C E C A B AC C A BBC
T

EE
k T

EE
k

� � �

�

�

� ��� �
1 2 1 2 1 2 1 2

0

/ / / /( ) , (59)

A ABC p
C B

i i
p

EE i

� �

	

�
� 
 �

��
�

� ��,
/

/
max | |

1 2
0

1 2 1{ } , (60)

ãäå A C E C A B AC C A Bp
T

EE
k

k

p
T

EE� � �,
/ / / /( )� �

�

�
�

� ��
1 2 1 2 1 2

0

1
1 2 , p �1 2, , ..., � i — ñîá-

ñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû L C A B ACT
EE�
�1 2 1 2/ / .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà L C A B ACT
EE�
�1 2 1 2/ / ñèììåòðè÷íàÿ è ïîëîæèòåëü-

íî-ïîëóîïðåäåëåííàÿ, cëåäîâàòåëüíî, åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äåéñòâèòåëüíûå è
íåîòðèöàòåëüíûå. Îáîçíà÷èì � � diag ( )� i ( , , )i n� �1 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàò-
ðèöû L . Ïîñêîëüêó ìàòðèöà L ñèììåòðè÷íàÿ, òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ

Q LQ L Q Q Q Q ET T T
� � �� �, , . (61)

Ðàññìîòðèì îäíî èç ñëàãàåìûõ ðÿäà (59). Ó÷èòûâàÿ (61) è ïåðâûå äâà ðàâåí-
ñòâà èç (24), ìîæíî çàïèñàòü

� � � �C E L C A B C Q E Q L C S A Bk T
EE

k T T
E

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2/ / / /( ) ( )� � �
�

� E
�

�

� �
�

� �C Q E Q C S A Bk T T
EE

1 2 2 1 2 2/ /( )� � . (62)

Ïîñêîëüêó � � � �� �( ) ( )E k
i

k
i� � �� �

2 21diag{ } , èìååì

� �( ) ,E k

k

� �

�

�

� � � �
2

0

(63)

ò.å. ýòîò ìàòðè÷íûé ðÿä ñõîäèòñÿ ê ìàòðèöå � � diag ( )� i .

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (58), êîãäà � i � 0 , ÷èñëî | |1 1� ��� i è

ìàòðè÷íûé ðÿä � �( )E k

k

�

�

�

� � �

0

ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå ñ ýëåìåíòàìè,

ðàâíûìè åäèíèöå ïðè � i � 0 è íóëþ ïðè � i � 0 , â ñèëó ÷åãî ñëåäóåò (63).

Ó÷èòûâàÿ ôîðìóëó (22), ïåðâûå äâà ðàâåíñòâà èç (24) è ñîîòíîøåíèÿ
(61)–(63), ïîëó÷àåì
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� �C E L C A B C Q Q C S A B C
k

k T
EE

T T
EE

1 2

0

1 2 1 2 1 2 2/ / / /( )� � �

�

�
� �

� �
1 2 1 2 2/ /LC S A BT

EE
�

�

� � � �
� � � � � �CA B ACS A B CS A B ACA B CSA B AT
EE

T
EE

T
EE

T
EE

T
EE BC

2 2 ,

ò.å. èìååì ôîðìóëó (59).
Ïåðåéäåì ê äîêàçàòåëüñòâó îöåíêè (60). Ïîñêîëüêó

A A C E L C A BBC p
k p

k T
EE

� �

�

�
�

� � ��� � �,
/ /( )1 2 1 2 ,

â ñèëó ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (61) è ïåðâûõ äâóõ ðàâåíñòâ â (24) èìååì

A A C Q E Q C A B ACSA BBC p
k p

k T T
EE

T
EE

� �

�

�
� �

� � ��� � �,
/ /( )1 2 1 2

� . (64)

Ïîëîæèì â (9) M En� . Ïîñêîëüêó ïðè ýòîì óñëîâèå (8) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþ-
áûõ ìàòðèö A è B, íà îñíîâàíèè (9) èç (64) ïîëó÷èì

A ABC p
C BEE

� �
� 


�� , /1 2


 �
�

�

�
� �

�� �C Q E Q C A B ACSA B
C E

k p

k T T
EE

T
EE

E B
EE n

n

1 2 1 2

1

/ /( )�

/ 2

. (65)

Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ ìàòðèöû A ABC p
� �

� � , , îïðåäåëåííîé â (64), âû-

ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ (5), åñëè â íèõ ïîëîæèòü H C V BEE� �
� , /1 2, ñëåäîâàòåëüíî,

� �C BEE
1 2/ — íîðìà (íå ïîëóíîðìà) äëÿ ýòîé ìàòðèöû.

Ó÷èòûâàÿ òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ èäåìïîòåíòíîé ìàòðè-

öû — 0 è 1 [14], â ñèëó îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðèöû Q è îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû ìàò-

ðè÷íîé íîðìû, à òàêæå ñîãëàñíî ôîðìóëå (7) èç (65) èìååì

A A E Q C A B ACSA BBC p
C B

k p

k T T
EE

T

EE

� �

�

�
�

� 
 �
� �� � �,

/
/

( )
1 2

1 2
� EE

E Bn

�

1 2/

. (66)

Èñõîäÿ èç (22), (24), (61) ìîæåì çàïèñàòü

( ) ( )/ /E Q C A B ACSA B E Q LC SA Bk T T
EE

T
EE

k T T
EE� � �

� � �
� �� �

1 2 1 2
�

� � � �
�( ) ( )/ / / /E Q Q Q C SA B E Q C SAk T T T
EE

k T T
� �� � � � �

1 2 1 2 1 2 1 2 BEE
�

�

� � �
� �( ) / / /E Q Q Q C SA Bk
EE

T T T
EE�� � � �

1 2 1 2 1 2

� � �
� � �( ) / / /E Q C A B ACSA Bk
EE

T T
EE

T
EE�� � �

1 2 1 2 1 2

� �
� �( ) / / /E Q C A Bk
EE

T T
EE�� � �

1 2 1 2 1 2 .

Òîãäà (66) ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

A A E Q C ABC p
C B

k

k p
EE

T

EE

� �

�

�
�

� 
 �
� �� � �,

/ / /
/

( )
1 2

1 2 1 2 1 2
� � �

T
EE

E B

B

n

�

1 2/

.

Äëÿ îöåíêè ïðàâîé ÷àñòè â ýòîì íåðàâåíñòâå îïÿòü èñïîëüçóåì (9), ãäå ïîëî-
æèì M En� . Ïîëó÷èì
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A A E Q CBC p
C B

k

k p E E

EE
T

EE

n n

� �

�

�
�

� 
 �
� �� � �,

/ /
/

( )
1 2

1 2 1 2
� � �

1 2
1 2

/
/

.A BT
EE

E Bn

�
(67)

Ïîñêîëüêó ìàòðè÷íûé ðÿä � �( ) /E
k

k
�

�

�

�
0

1 2
� � ñõîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå

ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè � i
�1 2/ ïðè � i � 0 è íóëþ ïðè � i � 0, à ñóììà

� �( ) /E
k

p
k

�

�

�

�
0

1
1 2

� � ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè

[ ( ) ] /1 1 1 2
� �

�
�� �i

p
i ïðè � i � 0 è íóëþ ïðè � i � 0 , � �( ) /E

k p

k
�

�

�

� � �
1 2 — äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè, ðàâíûìè � ��i i
p�

�
1 2 1/ ( ) ïðè � i � 0 è íóëþ ïðè

� i � 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

� � � ��
�

( ) max | |/ /E k

k p E E

i i
p

n n
i

� � �

�

�

	

�
� � �

1 2

0

1 2 1{ } . (68)

Îöåíèì âòîðóþ íîðìó â ïðàâîé ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (67). Ó÷èòûâàÿ (61), îïðå-
äåëåíèå âåëè÷èíû ìàòðè÷íîé íîðìû ôîðìóëîé (7) è òî îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî íåíó-
ëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû-ïðîèçâåäåíèÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ìàòðèö-ñî-
ìíîæèòåëåé íå èçìåíÿþòñÿ [16], à ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîåêöèîííîé ìàòðèöû
ðàâíû 0 è 1, ïîëó÷àåì

� EE
T T

EE
E B

Q C A B
n

� �
�

1 2 1 2
1 2

/ /
/

� �
� � �[ ( )] [ ( )]max

/ / /
max

/
� �C A B AC Q Q LLT

EE EE
T

EE
1 2 1 2 1 2 1

�
2 1� . (69)

Â ñèëó (68), (69) èç (67) ñëåäóåò îöåíêà (60), ÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî
òåîðåìû 8.

30 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 1



Ñëåäñòâèå 5. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî èç (59) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ
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Çàìå÷àíèå 7. Â ôîðìóëå (58), îïðåäåëÿþùåé �, âìåñòî � max
/ /( )C A B ACT

EE
1 2 1 2�

ìîæíî ïîëàãàòü ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå îäíîé èç ìàòðèö CA B AT
EE
� ,

A B ACT
EE
� , ACA BT

EE
� , B ACA B ACA BEE

T
EE

T
EE

� � �, / /1 2 1 2, ïîñêîëüêó ñîãëàñíî [16] îíè

èìåþò îäèíàêîâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàê ìàòðèöû, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå
ïåðåñòàíîâêè ìàòðèö-ñîìíîæèòåëåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ôîðìóëû ðàçëîæåíèÿ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ïðîèçâåäåíèÿ, èñïîëüçóåì
òîæäåñòâî (20). Ïðè âûïîëíåíèè ïðåäïîëîæåíèé òåîðåìû 8 â ñèëó ñëåäñòâèÿ 5,
à èìåííî ðàçëîæåíèÿ
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è òîæäåñòâà (20), èìååì ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ
ìàòðèö ñ âûðîæäåííûìè âåñàìè â ìàòðè÷íîå ñòåïåííîå ïðîèçâåäåíèå:
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â ñèëó òîæäåñòâà (20) è ñîîòíîøåíèÿ (60) ïîëó÷èì
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Íà îñíîâàíèè (71) ìîæíî ïîëó÷èòü äðóãèå âèäû ðàçëîæåíèé âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ïðîèçâåäåíèÿ:
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Çàìå÷àíèå 8. Äëÿ âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöû, îïðåäåëåííîé óñëî-
âèÿìè (1), (15), ðàçëîæåíèÿ â ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå ðÿäû è ìàòðè÷íûå ñòåïåííûå
ïðîèçâåäåíèÿ ïîëó÷åíû ñîîòâåòñòâåííî â ðàáîòàõ [10, 17].

5. ÏÎÑÒÐÎÅÍÈÅ ÈÒÅÐÀÖÈÎÍÍÛÕ ÏÐÎÖÅÑÑÎÂ

Îïèøåì ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåí-
íûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö è âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé, îñíîâàí-
íóþ íà ðàçëîæåíèÿõ âçâåøåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö, ïîëó÷åííûõ â ðàçä. 4.

Ñíà÷àëà ïðè ïîñòðîåíèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà äëÿ âû÷èñëåíèÿ âçâåøåííûõ
ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö èñïîëüçóåì èõ ðàçëîæåíèå (70) â ìàòðè÷íûé ñòåïåííîé
ðÿä. Ïîëîæèì
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Îöåíêà áëèçîñòè k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ê ABC
� ïî ñõåìå (73) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìó-

ëîé (60), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü p k� .

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà èñïîëüçóåì ðàçëîæåíèå (71) âçâå-
øåííûõ ïñåâäîîáðàòíûõ ìàòðèö â ìàòðè÷íîå ñòåïåííîå ïðîèçâåäåíèå. Ïîëîæèì
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(74)

Îöåíêà áëèçîñòè k-ãî ïðèáëèæåíèÿ ê ABC
� ïî ñõåìå (74) îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

(72), ãäå ñëåäóåò ïîëîæèòü n k� .

Ðàññìîòðèì ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âçâåøåííûõ íîðìàëüíûõ ïñåâäîðåøåíèé ñèñòåìû (16). Ïîëîæèì x X fk k� , ãäå
ìàòðèöû X k îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (73). Òîãäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ

ê x A fBC
� �

� ïîëó÷èì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ

x CA B f x E CA B A x CA B fT
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� � � ��
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�x CA B f Ax kk
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EE k1 1 2 3� ( ), , , ... (75)

Òåîðåìà 9. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (75) ñõîäèòñÿ ê x � , îïðåäåëåííîìó â (54),
ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà

x x fk
C

i i
k

B
EE i

EE

�

	

�
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 �

�
�max | |/

�

� ��
0

1 2 1{ } , (76)

ãäå � i è ìàòðèöû C è B îïðåäåëåíû â òåîðåìå 8.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñõîäèìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ, îïðåäåëåííûõ
ôîðìóëàìè (75), ê âçâåøåííîìó íîðìàëüíîìó ïñåâäîðåøåíèþ ÑËÀÓ (16) ïðè
k � � ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî äàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîñòðîåíà íà îñíîâå
ìàòðè÷íîãî ñòåïåííîãî ðÿäà, ñõîäÿùåãîñÿ ê âçâåøåííîé ïñåâäîîáðàòíîé ìàòðèöå.
Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (76).

Ïîñêîëüêó x A fBC
� �

� , x X fk k� , íà îñíîâàíèè îïðåäåëåíèÿ íîðìû ïðÿ-
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ìîóãîëüíîé ìàòðèöû ôîðìóëîé (6) è òîãî ôàêòà, ÷òî â ñèëó (22), (73) è ðàâåíñòâà
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Òàê êàê X Ak k�
�
� , , ó÷èòûâàÿ (60), èç (77) ïîëó÷àåì (76), ò.å. óòâåðæäåíèå òåîðåìû 9.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðèáëèæåíèÿ ê x � íà îñíîâàíèè (74) ïîëó÷èì èòåðàöèîííûé
ïðîöåññ
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(78)

Àíàëîãè÷íî òåîðåìå 9 íà îñíîâàíèè îöåíêè (72) èìååì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 10. Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ (78) ñõîäèòñÿ ê x � , îïðåäåëåííîìó â (54),
ïðè÷åì èìååò ìåñòî îöåíêà
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ãäå � i è ìàòðèöû C è B îïðåäåëåíû â òåîðåìå 8.
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