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Êëþ÷åâûå ñëîâà: âåêòîðíàÿ ìèíèìàêñíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à, äèàïàçîí-

íûå êðèòåðèè, óñòîé÷èâîñòü ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ, âîçìóùåíèÿ èñõîäíûõ

äàííûõ.

Âàæíîå ìåñòî ñðåäè îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ çàíèìàþò ìèíèìàêñíûå (èëè

ìàêñèìèííûå) çàäà÷è [1–3]. Ê íèì îòíîñèòñÿ è çàäà÷à, ïîñòàâëåííàÿ Ï.Ë. ×å-

áûøåâûì, î íàèëó÷øåì ðàâíîìåðíîì ïðèáëèæåíèè ôóíêöèé ïîëèíîìàìè.

Îñîáóþ àêòóàëüíîñòü â ïîñëåäíåå âðåìÿ ïðèîáðåòàåò íå òîëüêî ïðîáëåìà ïî-

ñòðîåíèÿ ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, íî è

ïðîâåäåíèå ïîñòîïòèìàëüíîãî àíàëèçà, âàæíåéøåé ñîñòàâëÿþùåé êîòîðîãî ÿâ-

ëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ îòíîñèòåëüíî èçìåíåíèé èõ èñõîäíûõ

äàííûõ. Äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ (âåêòîðíûõ) çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè

èçó÷åíèå ïðîáëåìû óñòîé÷èâîñòè îñóùåñòâëÿåòñÿ ïðåèìóùåñòâåííî â äâóõ íà-

ïðàâëåíèÿõ: êà÷åñòâåííîì è êîëè÷åñòâåííîì.

Êà÷åñòâåííîå íàïðàâëåíèå, ïðåäñòàâëåííîå â ìîíîãðàôèÿõ [4, 5] (ñì. òàêæå

îáçîð [6]), îðèåíòèðîâàíî íà ïîëó÷åíèå óñëîâèé, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ

ìíîæåñòâó ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé âåêòîðíîé çàäà÷è ïðèñóùå íåêîòîðîå íàïåðåä

çàäàííîå ñâîéñòâî, õàðàêòåðèçóþùåå óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è ê «ìàëûì» âîçìóùå-

íèÿì èñõîäíûõ äàííûõ.

Êîëè÷åñòâåííîå íàïðàâëåíèå íîñèò êîíñòðóêòèâíûé õàðàêòåð è ñâÿçàíî

ñ ïîëó÷åíèåì êîëè÷åñòâåííûõ õàðàêòåðèñòèê äîïóñòèìûõ âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ

êàê ñêàëÿðíûõ, òàê è âåêòîðíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷, òàêèõ êàê ðàäèóñ óñòîé÷èâîñòè

è ôóíêöèÿ óñòîé÷èâîñòè [7–10].

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ îòíîñèòñÿ ê êà÷åñòâåííîìó íàïðàâëåíèþ èññëåäîâàíèé.

Â íåé ïðîäîëæåíî íà÷àòîå â [11–14] èçó÷åíèå ðàçëè÷íûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè ïî

âåêòîðíîìó êðèòåðèþ ìèíèìàêñíûõ («óçêîãî ìåñòà») êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

Ôîðìóëèðóþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íûå

óñëîâèÿ îñíîâíûõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ ñ äèàïàçîííûìè êðèòåðèÿìè, ò.å.

êðèòåðèÿìè, îáåñïå÷èâàþùèìè íàèáîëüøóþ ðàâíîìåðíîñòü ïàðàìåòðîâ ýôôåê-

òèâíûõ ðåøåíèé. Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû íà îñíîâå îáùåãî ïîäõîäà, ïðåäëî-

æåííîãî â [15] äëÿ èññëåäîâàíèÿ óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ çàäà÷ öåëî÷èñëåííîé

îïòèìèçàöèè ê èçìåíåíèÿì èñõîäíûõ äàííûõ. Òàêîé ïîäõîä ñâîäèò ïðîáëåìó

óñòîé÷èâîñòè ê èçó÷åíèþ äâóõ ìíîæåñòâ: ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé,

óñòîé÷èâî ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ïàðåòî, è ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøå-

íèé, óñòîé÷èâî íå ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó Ïàðåòî.

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äàííîé ñòàòüè àíîíñèðîâàíû â [16].

1. ÍÀ×ÀËÜÍÛÅ ÏÎÍßÒÈß È ÓÒÂÅÐÆÄÅÍÈß

Ïóñòü A aij
n m� � �[ ] R , n � 1 , m � 2, T — ñèñòåìà íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ

(òðàåêòîðèé) ìíîæåñòâà N mm � { }1 2, , ,� , ò.å. T
N m� �2 \ { }, ïðè÷åì | |T � 2 .

Ïóñòü êîìïîíåíòàìè âåêòîð-ôóíêöèè

f t A f t A f t A f t A nn( , ) ( ( , ), ( , ), , ( , )),� �1 2 1� ,
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çàäàííîé íà T , ÿâëÿþòñÿ ìèíèìàêñíûå êðèòåðèè

f t A a a i Ni
j k t t

ij ik
t T

n( , ) max ( ) min,
( , )

� 	 
 �
� � �

. (1)

Ïîä âåêòîðíîé êîìáèíàòîðíîé (òðàåêòîðíîé) çàäà÷åé Z A Tn ( , ) áóäåì ïîíè-

ìàòü çàäà÷ó ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî P An( ), ñîñòîÿùåãî èç âñåõ ýôôåêòèâíûõ

òðàåêòîðèé:

P A t T t T t tn

A
( ) : ( )� � � �� �{ }� .

Çäåñü �
A

— îòðèöàíèå áèíàðíîãî îòíîøåíèÿ �

A
, îòíîøåíèÿ äîìèíèðîâàíèÿ

ïî Ïàðåòî:

t t f t A f t A f t A f t A
A
� � � � � �( , ) ( , ) & ( , ) ( , ).

Î÷åâèäíî, ÷òî â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå, êîãäà n �1, ìíîæåñòâî P A1 ( ), ãäå

A a a am
m� �( , , , )1 2 � R , ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé òðà-

åêòîðíîé çàäà÷è Z A T1 ( , ), â ñõåìó êîòîðîé (ïðè ðàçíîîáðàçíûõ êðèòåðèÿõ), êàê

èçâåñòíî, âêëàäûâàþòñÿ ïðàêòè÷åñêè âñå êîìáèíàòîðíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è,

à òàêæå çàäà÷è áóëåâà ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ×èñëà a j , j t� , íàçîâåì ïàðàìåòðàìè

òðàåêòîðèè â çàäà÷å Z A T1 ( , ). Òîãäà ðàññìàòðèâàåìóþ çàäà÷ó ìîæíî èíòåðïðåòè-

ðîâàòü êàê çàäà÷ó âûáîðà òàêèõ òðàåêòîðèé, äëÿ êîòîðûõ ðàñõîæäåíèå ìåæäó

ìàêñèìàëüíûì è ìèíèìàëüíûì ïàðàìåòðàìè íàèìåíüøåå, ò.å. òðàåêòîðèé ñ ìè-

íèìàëüíûì äèàïàçîíîì ïàðàìåòðîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì êðèòåðèè âèäà (1) íàçûâàþò-

ñÿ äèàïàçîííûìè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è Z A T1 ( , ) èùåòñÿ òðàåêòîðèÿ ñ íàèáîëåå

ðàâíîìåðíûìè ïàðàìåòðàìè. Î÷åâèäíî, ÷òî òàêèå äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çà-

äà÷è èìåþò ìåñòî, êîãäà âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü âûáèðàòü ðåøåíèå ïî âîç-

ìîæíîñòè ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü îáúåìû ðà-

áîò, êîëè÷åñòâà îòïðàâëÿåìîé èëè ïåðåâîçèìîé ïðîäóêöèè, ñðîêè çàâåðøåíèÿ

ðàáîò è ò.ï. Íåîáõîäèìîñòü îïòèìèçèðîâàòü ïðîöåññ ïî íåñêîëüêèì âèäàì

ïîäîáíûõ êðèòåðèåâ ïðèâîäèò ê âåêòîðíîé çàäà÷å ïîèñêà ìíîæåñòâà Ïàðåòî.

Áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ìíîæåñòâà Ïàðåòî P An ( ) ïðè âîçìóùåíèÿõ

âñåõ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû A. Ñëåäóÿ [5, 14, 15, 17–19], çàäà÷ó Z A Tn ( , ) íàçîâåì:

• T1-óñòîé÷èâîé, åñëè � � � �� � � � ��� �0 A P A P A An n� ( ) ( ( ) ( ) );

• T2-óñòîé÷èâîé, åñëè � � � � � �� � � �� �0 0 0t P A A t P A An n( ) ( ) ( ( ))� ;

• T3-óñòîé÷èâîé, åñëè � � � �� � � �� �0 A P A A P An n� ( ) ( ( ) ( ));

• T4-óñòîé÷èâîé, åñëè � � � �� � � �� �0 A P A P A An n� ( ) ( ( ) ( ));

• T5-óñòîé÷èâîé, åñëè � � � �� � � �� �0 A P A P A An n� ( ) ( ( ) ( )).

Çäåñü �( ) : | | | |� �� �� � ��{ }A An mR — ìíîæåñòâî âîçìóùàþùèõ ìàòðèö,

| | | | max | |: ( , )A a i j N Nij n m� � � � �{ }.

Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èç ýòèõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè õàðàêòåðèçóåòñÿ íåêî-

òîðûì ñâîéñòâîì èíâàðèàíòíîñòè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ïàðåòî P An( ) îòíîñè-

òåëüíî âîçìóùåíèé ïàðàìåòðîâ âåêòîðíîé ôóíêöèè f t A( , ), ò.å. ÿâëÿåòñÿ óñòîé-

÷èâîñòüþ ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ â òåðìèíîëîãèè [5, 15, 17–19].
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Ïîñêîëüêó ôóíêöèè f t Ai ( , ), i N n� , íåïðåðûâíû â ïðîñòðàíñòâå R m , ðàññóæ-

äàÿ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1 èç [14], ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî çàäà÷à

Z A Tn ( , ) ÿâëÿåòñÿ T1-óñòîé÷èâîé ïðè ëþáîé ìàòðèöå A n m� �R . Áîëåå òîãî, íå-

ñëîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî ñâîéñòâîì T1-óñòîé÷èâîñòè îáëàäàåò âåêòîðíàÿ êîìáèíà-

òîðíàÿ çàäà÷à ñ ëþáûìè êðèòåðèÿìè, íåïðåðûâíûìè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ.

Çàäà÷ó Z A Tn ( , ), äëÿ êîòîðîé ìíîæåñòâî íåýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé

P A T P An n( ): \ ( )� ïóñòî, íàçîâåì òðèâèàëüíîé, à çàäà÷ó Z A Tn ( , ) ñ íåïóñòûì

ìíîæåñòâîì P An ( ) — íåòðèâèàëüíîé.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîíÿòèé T2-, T3-, T4- è T5-óñòîé÷èâîñòè ðàññìàòðèâàåìîé

çàäà÷è èñïîëüçóåì îáùèé ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â [15] è îñíîâàííûé íà ââåäå-

íèè ÿäðà óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé P An ( ), êîòîðîå

çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Ker { }( , ) ( ) : ( ) ( ( ))A P t P A A t P A An n� � � � � �� � � �� �0 � ,

è ÿäðà óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà íåýôôåêòèâíûõ òðàåêòîðèé P An ( ), îïðåäåëÿå-

ìîãî ôîðìóëîé

Ker { }( , ) ( ) : ( ) ( ( ))A P t P A A t P A An n� � � � � �� � � �� �0 � .

Ñëåäóÿ [15], ñôîðìóëèðóåì íåîáõîäèìûå óòâåðæäåíèÿ.

1. Çàäà÷à Z A Tn ( , ) T2-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker ( , )A P ��.

2. Íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ker ( , ) ( )A P P An� .

3. Çàäà÷à Z A Tn ( , ) T4-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ker ( , )A P �

� P An ( ).

4. Òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T5-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ker( , ) ( )A P P An� .

5. Íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T5-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

Ker( , ) ( )A P P An� è Ker ( , ) ( )A P P An� .

Îòìåòèì, ÷òî â [15] äàííûå óòâåðæäåíèÿ ïîëó÷åíû äëÿ âåêòîðíîé öåëî÷èñ-

ëåííîé çàäà÷è Q F X( , ) ñ ïðîèçâîëüíûì âåêòîðíûì êðèòåðèåì F è êîíå÷íûì äî-

ïóñòèìûì ìíîæåñòâîì X n� Z . Ïðè ýòîì äëÿ âûÿâëåíèÿ íàèáîëåå îáùèõ ðåçóëüòà-

òîâ çàäàâàëîñü ëèøü íåêîòîðîå ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå U U U� �1 2 ïðîñòðàíñòâà U 1

èñõîäíûõ äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ âåêòîðíîãî êðèòåðèÿ F è ïðîñòðàíñòâà U 2 èñõîä-

íûõ äàííûõ äëÿ îïèñàíèÿ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ðåøåíèé X .

2. ÇÀÄÀ×È, ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÅ ÎÄÍÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÅ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÈ

Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé ñëó÷àé, êîãäà çàäà÷à Z A Tn ( , ), à òî÷íåå, ìíîæåñòâî

òðàåêòîðèé T , ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó îäíîýëåìåíòíóþ òðàåêòîðèþ (| |t �1).

Ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ òðàåêòîðèé îáîçíà÷èì T * . Ïîíÿòíî, ÷òî f t Ai ( , ) � 0 ïðè

ëþáûõ t T� * , A n m� �R è i N n� .

Ñëåäóþùèå ñâîéñòâà î÷åâèäíû.

Ñâîéñòâî 1. Âêëþ÷åíèå T P An* ( )� ñïðàâåäëèâî ïðè ëþáîé ìàòðèöå

A n m� �R .
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Ñâîéñòâî 2. Åñëè t T� * , òî t A P�Ker( , ) ïðè ëþáîé ìàòðèöå A n m� �R .

Ñâîéñòâî 3. ÅñëèT * � �, òî � � � � � ��A t P A i Nn m n
nR ( ) ( ( , ) )f t Ai � 0 .

Ñâîéñòâî 4. Åñëè T * � �, òî � � � � �t P A s N f t An
n s( ) ( ( , ) )0 .

Ñâîéñòâî 5. Åñëè f t Ai ( , ) � 0, òî äëÿ âñÿêîé ìàòðèöû A n m�� �R âåðíî

ðàâåíñòâî f t A A f t Ai i( , ) ( , )� � � � .

Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f t Ai ( , ) â ïðîñòðàíñòâå R m î÷åâèäíî ñëåäó-

þùåå ñâîéñòâî.

Ñâîéñòâî 6. Åñëè f t A f t Ai i( , ) ( , )� � ( f t Ai ( , ) � 0 ), òî ñóùåñòâóåò òàêîå

÷èñëî �� 0, ÷òî äëÿ âñÿêîé âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A��� ( )� ñïðàâåäëèâî íåðàâå-

íñòâî f t A A f t A Ai i( , ) ( , )� � � � � � ( f t A Ai ( , )� � � 0 ).

Çàìåòèì, ÷òî ñâîéñòâà 5 è 6 ñïðàâåäëèâû äëÿ ëþáûõ òðàåêòîðèé, à íå òîëüêî

äëÿ îäíîýëåìåíòíûõ.

Òåîðåìà 1. Åñëè T * � �, òî âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1, ÿâëÿåòñÿ îäíî-

âðåìåííî T2- è T3-óñòîé÷èâîé ïðè ëþáîé ìàòðèöå A n m� �R .

Äîêàçàòåëüñòâî. T2-óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è Z A Tn ( , ) ñëåäóåò èç óòâåðæäå-

íèÿ 1 (ðàçä. 1) è ñâîéñòâà 2.

Åñëè çàäà÷à Z A Tn ( , ) òðèâèàëüíà, òî î÷åâèäíî, ÷òî îíà T3-óñòîé÷èâà. Â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå äîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ t P An� ( ) ïðèíàäëåæèò ÿäðó

Ker ( , )A P . Ïóñòü t T* *� . Òîãäà â ñèëó ñâîéñòâà 1 t P An* ( )� è ñîãëàñíî ñâîé-

ñòâàì 3, 4 íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s N n� , ÷òî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

f t A f t As s( , ) ( , )*� �0 .

Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 6, ïîëó÷àåì

� � � � �� � � � � � �� � �( ) ( ) ( ( , ) ( , ) )*t A f t A A f t A As s0 0� .

Ââèäó íåðàâåíñòâ f t Ai ( , ) � 0, i N n� , ñïðàâåäëèâûõ äëÿ ëþáîé ìàòðèöû

A n m� �R , èìååò ìåñòî îòíîøåíèå t t
A A

�

� �

* . Ïîýòîìó t A P�Ker ( , ).

Èòàê, Ker ( , ) ( )A P P An� , ÷òî â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ýêâèâàëåíòíî T3-óñòîé-

÷èâîñòè çàäà÷è Z A Tn ( , ) .

Òåîðåìà 1 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 2. Åñëè T * � �, òî äëÿ âåêòîðíîé çàäà÷è Z A Tn ( , ), n � 1, ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

(i) çàäà÷à Z A Tn ( , ) T4-óñòîé÷èâà;

(ii) çàäà÷à Z A Tn ( , ) T5-óñòîé÷èâà;

(iii) P A Tn ( ) *� .

Äîêàçàòåëüñòâî. (i) � (ii). Ïîñêîëüêó çàäà÷à Z A Tn ( , ) ñîäåðæèò îäíîýëå-

ìåíòíûå òðàåêòîðèè, òî â ñèëó òåîðåìû 1 îíà T3-óñòîé÷èâà, ÷òî âìåñòå

ñ T4-óñòîé÷èâîñòüþ äåëàåò åå è T5-óñòîé÷èâîé.

(ii) � (iii). Ïóñòü çàäà÷à Z A Tn ( , ) T5-óñòîé÷èâà, íî óñëîâèå (iii) íå âûïîëíÿ-

åòñÿ. Òîãäà ñîãëàñíî ñâîéñòâó 1 ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ t P A Tn0� ( ) \ * , äëÿ êî-

òîðîé â ñèëó ñâîéñòâà 3 ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà f t Ai ( , )0 0� , i N n� .
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Ïóñòü �� 0. Çàôèêñèðîâàâ ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî j t0 0� , ïîñòðîèì ýëåìåíòû

âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A aij
0 0� �[ ] ( )� � ïî ïðàâèëó

a
i N j j

ij
n0

0

0
� � ��

�
�

�, , ,åñëè

ãäå 0� �� � . Òîãäà, ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî 5, çàïèøåì

f t A A f t A i Ni i n( , ) ( , ) , .0 0 0 0 0� � � � ��

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè t T� * ñïðàâåäëèâî îòíîøåíèå

t t
A A

0

0
�

�
, ïîñêîëüêó ââèäó ñâîéñòâà 3 èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

f t A Ai ( , ) ,� �0 0 i N n� .

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî t P A An0 0� �( ), è â ñîîòâåòñòâèè ñ t P An0� ( )

èìååì Ker ( , ) ( )A P P An� .

Ïîëüçóÿñü óòâåðæäåíèÿìè 4 è 5, çàêëþ÷àåì, ÷òî çàäà÷à Z A Tn ( , ) íå ÿâëÿåòñÿ

T5-óñòîé÷èâîé. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå.

(iii) � (i). Ýòà èìïëèêàöèÿ ñ î÷åâèäíîñòüþ âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèÿ 3 è

ñâîéñòâà 2.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

3. ÇÀÄÀ×È, ÍÅ ÑÎÄÅÐÆÀÙÈÅ ÎÄÍÎÝËÅÌÅÍÒÍÛÕ ÒÐÀÅÊÒÎÐÈÉ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâî òðàåêòîðèé çàäà÷è Z A Tn ( , ) íå ñîäåðæèò

îäíîýëåìåíòíûõ òðàåêòîðèé, ò.å. T * � �.

Äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A n m� �R íà ìíîæåñòâå òðàåêòîðèé T çàäàäèì ñëåäóþ-

ùèå áèíàðíûå îòíîøåíèÿ:

t t i N f t A f t A
A

n i i~ ( ( , ) ( , ))�  � � � � ,

t t i N N t A N t A
A

n i i� �  � � � �( ( , ) ( , )),

t t i N f t A f t A
A

n i i� �  � � � �( ( , ) ( , )),

t t i N f t A f t A
A

n i i� �  � � � �( ( , ) ( , )),

t t i N f t A f t A N t A N t A
A

n i i i i| ( ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )))	 �  � � � � � � � ,

ãäå N t A j k t t f t A a ai i ij ik
( , ) ( , ) : ( , )� � � � 	{ }0 0

0 0 .

Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà.

Ñâîéñòâî 7. Åñëè t t
A

|	 �, òî � � � �� �
� �

� �0 A t t
A A

� ( ) ( )� .

Ñâîéñòâî 8. Åñëè t t
A
� �, òî � � � �� �

� �
� �0 A t t

A A
� ( ) ( )� .

Ñâîéñòâî 9. Åñëè t t
A
� �, òî � � � �� � �

� �
� �0 A t t

A A
� ( ) ( ).

Ñâîéñòâî 10. Åñëè t t
A
� �, òî t t

A
~ � è t t� � ��.
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Ïîëîæèì

N t A
a j t s

a j t s
i
s ij

ij

( , )
max : ,

min :
�

� �

�

Arg { } ïðè

Arg { } ïðè

1

�

�
�
� 2;

g t A
a j t s

a j t s
i
s ij

ij

( , )
max : ,

min : .
�

� �

� �

�
�
�

{ } ïðè

{ } ïðè

1

2

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

N t A p t g t A a s Ni
s

i
s

ip( , ) : ( , ) ,� � � �{ } 2 .

Ïîñêîëüêó äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè t è âñÿêîãî èíäåêñà i N n� ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

f t A g t A g t Ai i i( , ) ( , ) ( , )� 	1 2 ,

èìååì

N t A N t A N t Ai i i( , ) ( , ) ( , )� �1 2 .

Ëåììà 1. Åñëè t P An� ( ) è t t t
A A
| ~	 � , òî t A P��Ker ( , ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê t t t
A A
| ~	 � , èìååì t P An�� ( ) è ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òðîéêà ( , , )p q r , ÷òî q N t A N t Ap
r

p
r� �( , ) \ ( , ). Òîãäà, ïîëàãàÿ �� 0, ïîñòðîèì ýëå-

ìåíòû âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A aij
0 0� �[ ] ( )� � ïî ïðàâèëó

a
i j p q

ij

r
0

11

0
�

	 �	( ) , ( , ) ( , ),� åñëè

äëÿ îñòàëüíûõ ïàð ( , ) ,i j N Nn m� �

�
�
�

ãäå 0� �� �. Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ t T�� * è t t
A
~ �, ïðè r �1 èìååì

f t A A a g t Ap pq p( , ) ( , )� � � � 	 � �0 2�

� 	 � � � � � �a g t A f t A f t A f t A Apq p p p p
2 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ),

f t A A f t A A i pi i( , ) ( , ),� � � � �0 0 ,

ïðè r � 2 ïîëó÷àåì

f t A A g t A ap p pq( , ) ( , ) ( )� � � � 	 	 �0 1 �

� � � � � � � �f t A f t A f t A f t A Ap p p p( , ) ( , ) ( , ) ( , )� 0 ,

f t A A f t A A i pi i( , ) ( , ),� � � � �0 0 .

Ðåçþìèðóÿ, âûâîäèì t t
A A

�

�
�

0
, ò.å. äëÿ ëþáîãî ÷èñëà �� 0 ñóùåñòâóåò òàêàÿ

âîçìóùàþùàÿ ìàòðèöà A 0 �� ( )� , ÷òî t P A An�� �( )0 . Ñëåäîâàòåëüíî,

t A P��Ker ( , ).

Ëåììà 1 äîêàçàíà.

Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå P t A t T t tn

A
( , ) :� �� �{ }� .

Ëåììà 2. Åñëè òðàåêòîðèÿ t P An0 � ( ) òàêîâà, ÷òî � � 	t P t A t tn

A
( , ) ( )|

0 0 ,

òî ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� � � � � �
�

� �0 0 0

0
A t P A t tn

A A

� ( ) ( ) ( )� . (2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëàãàÿ 0� �� �, ïîñòðîèì ýëåìåíòû âîçìóùàþùåé ìàò-

ðèöû A aij
n m0 0� � �[ ] R ïî ïðàâèëó

a

a i U j N t

m
j i V j N tij

ij i m

m
0

0

�

	 � �

� �

�

�
�

�

( ), , \ ,

, , \

åñëè

åñëè 0

00

,

, , ,åñëè i N j tn� �

�

�

�
��

�

�
�
�

(3)

ãäå

U i N f t An i� � �{ }: ( , )0 0 , V i N f t An i� � �{ }: ( , )0 0 ,

� i i i ng t A g t A i N� � �
1

2

1 0 2 0( ( , ) ( , )), , � � 2| | | |A .

Ïîñêîëüêó t t
A

0
|	 , èìååì t N m

0 � . Ïîýòîìó N tm \ 0 � �. Êðîìå òîãî, î÷å-

âèäíû íåðàâåíñòâà

0 0� 	 � � �
�

�
� �( ) , , \a i U j N tij i m ,

0� � �
�

�
m

j j N m, .

Îòñþäà 0 0� �| | | |A � è A 0 �� ( )� . Ó÷èòûâàÿ ñòðóêòóðó ìàòðèöû A 0 , èìååì

f t A A f t A i Ni i n( , ) ( , ),0 0 0� � � . (4)

Èç óñëîâèé ëåììû 2 âûòåêàåò ôîðìóëà � � 	 � �t P A t t t tn

A A
( ) ( )|

0 0 .

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü t t
A

0
|	 . Òîãäà N tm \ 0 � � è íàéäóòñÿ èíäåêñû s N n� ,

r N� 2 ñ óñëîâèåì

� : ( , ) ( , )� �f t A f t As s
0 , (5)

N t A N t As
r

s
r( , ) / ( , )0 � . (6)

Ïóñòü ñíà÷àëà � � 0. Òîãäà s V� . Èç (4) è ñâîéñòâà 5 ñëåäóþò ðàâåíñòâà

f t A As ( , )0 0 0� � �� , (7)

f t A A f t A g t A g t As s s s( , ) ( , ) ( , ) ( , )� � � 	0 0 1 0 2 0 . (8)

Ïîñêîëüêó íà îñíîâå (6) t t\ 0 ��, ó÷èòûâàÿ ñòðîåíèå s-é ñòðîêè

( , , , )a a a
s s sm1
0

2
0 0

� ìàòðèöû A 0 , ïîëó÷àåì

g t A
m

j j t ts
1 0 0( , ) max : \� �

�
{ },

g t A m
j j t t t

t t

s
2 0

0

0

( , )
min : ,

.

�
� � � �

� ��

�

�
�

�
{ }, åñëè

0, åñëè��
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Èòàê, åñëè t t� � ��, òî íà îñíîâàíèè (8) èìååì f t A A g t As s( , ) ( , )� � �0 1 0 0.

Åñëè t t� � ��, òî ñîãëàñíî (8) è ââèäó | |t � 2 ïîëó÷àåì

f t A A
m

j j t j j ts ( , ) (max : min : )� � � 	 � �0 0
�

{ } { } .

Ó÷èòûâàÿ (7), ïðè � � 0 èìååì

� � � � � � �� �0 0 0 0 0A f t A A f t A As s� ( ) ( ( , ) ( , )) . (9)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ôîðìóëà (9) âûïîëíÿåòñÿ è ïðè � � 0. Â ýòîì ñëó÷àå

s U� è ñîãëàñíî (6) âîçìîæíû òîëüêî òðè âàðèàíòà.

1. Ïóñòü N t A N t As s
1 1 0( , ) \ ( , ) �� è N t A N t As s

2 2 0( , ) ( , )� . Òîãäà ñïðàâåäëè-

âî ðàâåíñòâî

g t A g t As s
2 0 2( , ) ( , )� . (10)

Êðîìå òîãî, ïîëàãàÿ p N t A N t As s� 1 1 0( , ) \ ( , ), ñîãëàñíî (4) è (5) ïîëó÷àåì

f t A A f t A g t A g t A a g t As s s s sp s( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )0 0 1 2 2� � � 	 � 	 ,

f t A A g t A A g t As s s( , ) ( , ) ( , )� � � 	0 1 0 2 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (9) ïîêàæåì, ÷òî g t A As
1 0( , )� � asp . Ó÷èòûâàÿ

(3), (5), (10) è íåðàâåíñòâî g t A A a as sp sp
1 0 0( , )� � � , äîêàæåì, ÷òî asp

0 0� :

a a a g t A g t A gsp sp sp s s s
0 2 0 11

2 2
� 	 � 

!
"

#

$
% � 	

�

�

�

�
( ( , )) ( ( , ) 2

2
0( , ))t A � �

�

�
� .

2. Ïóñòü N t A N t As s
1 1 0( , ) ( , )� è N t A N t As s

2 2 0( , ) \ ( , ) ��. Òîãäà èìååò ìåñòî

g t A g t As s
1 0 1( , ) ( , )� . (11)

Ïîëàãàÿ p N t A N t As s� 2 2 0( , ) \ ( , ), ñ ó÷åòîì (4) è (5) íàõîäèì

f t A A f t A g t A as s s sp( , ) ( , ) ( , )0 0 1� � � 	 ,

f t A A g t A g t A As s s( , ) ( , ) ( , )� � 	 �0 1 2 0 .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû (9) îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî g t A A as sp
2 0( , )� � .

Èñïîëüçóÿ (3), (5), (11) è íåðàâåíñòâî g t A As
2 0( , )� � a asp sp� 0 , äîêàæåì, ÷òî asp

0 0� :

a a g t A a g t A gsp sp s sp s
0 1 0 11

2 2
� 	 � 

!
"

#

$
% � 	 	

�

�

�

�
( ( , ) ) ( ( , ) s t A2

2
0( , )) � 	 �

�

�
� .

3. Ïóñòü N t A N t As s
1 1 0( , ) \ ( , ) �� è N t A N t As s

2 2 0( , ) \ ( , ) ��. Òîãäà, ïîëàãàÿ

p N t A N t As s� 1 1 0( , ) \ ( , ), q N t A N t As s� 2 2 0( , ) \ ( , ) è ó÷èòûâàÿ (4) è (5), èìååì

f t A A f t A f t A a as s s sp sq( , ) ( , ) ( , )0 0 0� � � � 	 ,

f t A A g t A A g t A A a a a as s s sp sp sq( , ) ( , ) ( , ) (� � � 	 � � � 	 �0 1 0 2 0 0
sq
0 ).
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Îòñþäà âûòåêàåò ôîðìóëà (9), ïîñêîëüêó a a a asp sq sp sq
0 0 0	 � 	 � �

�

�

�

�
�( ) .

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå 1 âåðíà ôîðìóëà (9), à çíà÷èò, è ôîðìóëà (2).

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü t t
A

0 � . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîé èíäåêñ s s t N n� �( ) , ÷òî

f t A f t As s( , ) ( , )0 � . Ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâà 0 0� �| | | |A � è íåïðåðûâíîñòü ôóíê-

öèè f t As ( , ) â ïðîñòðàíñòâå R m , óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (9).

Ñëåäîâàòåëüíî, è â ñëó÷àå 2 ôîðìóëà (2) âåðíà.

Ëåììà 2 äîêàçàíà.

Ëåììà 3. Åñëè t P An� ( ) è t t t
A A
� � ~ , òî íàéäåòñÿ òàêàÿ òðàåêòîðèÿ

t P An* ( )� , ÷òî t A P* ( , )� Ker .

Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó t t t
A A
� � ~ âûïîëíÿåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç îòíî-

øåíèé — t t
A

|	 � èëè t t
A

� 	| . Îòêóäà íà îñíîâàíèè ëåììû 1 çàêëþ÷àåì, ÷òî õîòÿ áû

îäíà èç òðàåêòîðèé, t èëè t�, ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé òðàåêòîðèåé t * .

Ââåäåì äîïîëíèòåëüíî îáîçíà÷åíèå

Q t A t T t tn

A
( , ) : ~� �� �{ }.

Òåîðåìà 3. Åñëè T * � �, òî âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1, T2-óñòîé÷èâà

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� � � � 	t P A t Q t A t tn n

A

0 0 0( ) ( , ) ( )| . (12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à Z A Tn ( , ) T2-óñòîé÷èâà.

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò.å. äëÿ âñÿêîé òðàåêòîðèè t P An� ( ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ

òðàåêòîðèÿ t P An* ( )� , ÷òî t t t
A A

*
|

*~	 . Òîãäà â ñèëó ëåììû 1 èìååì

t A P�Ker ( , ). Ñëåäîâàòåëüíî, Ker ( , )A P ��, ò.å. â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 1 çàäà÷à

Z A Tn ( , ) íå ÿâëÿåòñÿ T2-óñòîé÷èâîé. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ ôîðìóëà (12). Äîêàæåì, ÷òî

Ker ( , )A P ��. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî t A P0 �Ker ( , ) (ñì. (12)).

Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ t è ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü t t
A

0 ~ . Òîãäà ñîãëàñíî (12) èìååì t t
A

|	 0 . Ïîýòîìó íà

îñíîâàíèè ñâîéñòâà 7 óáåæäàåìñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû

� � � � ��
� �

� � �( ) ( ) ( )t A t t
A A

0 0� � . (13)

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü t t
A

0 ~ . Òîãäà ââèäó t P An0 � ( ) ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ

p N n� , ÷òî f t A f t Ap p( , ) ( , )0 � . Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà 6 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

� �� �( )t 0, ÷òî äëÿ ëþáîé âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A��� ( )� âûïîëíÿåòñÿ íåðà-

âåíñòâî f t A A f t A Ap p( , ) ( , )0 � � � � � . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíà ôîðìóëà (13).
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Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

� � � � � ��
� �

� �* *( ) ( )0 0t T A t t
A A

� � ,

ãäå � �* min ( ) :� �{ }t t T , ÷òî ýêâèâàëåíòíî ôîðìóëå

� � � �� � � �� �* *( ) ( ( ))0 0A t P A An� .

Ñëåäîâàòåëüíî, t A P0 �Ker ( , ), ò.å. Ker ( , )A P ��, è ïîòîìó â ñèëó óòâåð-

æäåíèÿ 1 çàäà÷à Z A Tn ( , ) T2-óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 3 äîêàçàíà.

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè êðèòåðèÿ T3-óñòîé÷èâîñòè íåòðèâèàëüíîé çàäà÷è

Z A Tn ( , ) èñïîëüçóåì ìíîæåñòâî Ñëåéòåðà, ò.å. ìíîæåñòâî ñëàáî ýôôåêòèâíûõ

òðàåêòîðèé, êîòîðîå çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Sl A t T t T t tn

A
( ) : ( )� � � �� � �{ }.

Êðîìå òîãî, ïîëîæèì S A t Sl A P A t P t A t tn n n n

A

( ) ( ) \ ( ) : ( , ) ( )|� � � �� 	 �{ }.

Òåîðåìà 4. Åñëè T * � �, òî âåêòîðíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1 ,

T3-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Sl A P A S An n n( ) ( ) ( )� & . (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (14). Åñëè

P A Sl An n( ) ( )� , òî T3-óñòîé÷èâîñòü çàäà÷è Z A Tn ( , ) î÷åâèäíà. Äåéñòâèòåëüíî,

äëÿ ëþáîé òðàåêòîðèè t P An� ( ) ñóùåñòâóåò (ââèäó t Sl An� ( )) òàêàÿ òðàåêòîðèÿ t�,

÷òî t t
A
� �. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ñâîéñòâó 6 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî �� 0, ÷òî äëÿ ëþ-

áîé âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A��� ( )� âûïîëíÿåòñÿ áèíàðíîå îòíîøåíèå t t
A A
� �
� �

,

ò.å. t P A An� � �( ). Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ker ( , )A P � � P An ( ),

êîòîðîå â ñèëó óòâåðæäåíèÿ 2 ýêâèâàëåíòíî T3-óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z A Tn ( , ).

Ïóñòü äàëåå P A Sl An n( ) ( )� . Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ òðàåêòîðèþ t P An� ( )

è ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü t Sl A P An n� ( ) \ ( ). Òîãäà â ñèëó (14) t S An� ( ). Ïîýòîìó

íàéäåòñÿ òðàåêòîðèÿ t P t An�� ( , ), óäîâëåòâîðÿþùàÿ îòíîøåíèÿì

t t
A
� �, (15)

t t
A

|	 �. (16)

Èç (15) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî èíäåêñà k N n� , ÷òî f t Ak ( , ) �
� �f t Ak ( , ) . Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 6, ïîëó÷àåì

� �� � �� � � � � � � �� �0 A f t A A f t A Ak k� ( ) ( ( , ) ( , )) . (17)
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Íà îñíîâàíèè (16) èìååì

� �� � � �� �� � �
� �

� �0 A t t
A A

� ( ) ( ). (18)

Îáúåäèíÿÿ (17) è (18), ïîëó÷àåì

� � � �� �
� �

� �0 A t t
A A

� ( ) ( )� , (19)

ãäå � � �� � ��min { }, .

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü t T Sl An� \ ( ). Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ t T t�� \ { },

÷òî t t
A
� �. Ïîýòîìó èç ñâîéñòâà 8 ñëåäóåò (19).

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëa

� � � � � � �� � �� �
� �

t P A t t T A t tn

A A
( ) ( ) ( ) ( )� � �0 � � .

Îòñþäà, ïîëàãàÿ � �* ( ) : ( )� �min { }t t P An , èìååì

� � � �� � � �t P A A t P A An n( ) ( ) ( ( ))*� � ,

÷òî ýêâèâàëåíòíî ðàâåíñòâó Ker ( , ) ( )A P P An� . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 2 çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà.

Íåîáõîäèìîñòü. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì ìåòîäîì îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü

çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà, íî ðàâåíñòâî (14) íå âûïîëíÿåòñÿ. Òîãäà î÷åâèä-

íà ôîðìóëà

� � � � 	t Sl A P A t P t A t tn n n

A

0 0 0( ) \ ( ) ( , ) ( )| ,

èç êîòîðîé ñëåäóåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ ëåììû 2. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà ôîð-

ìóëà (2). Ïóñòü A 0 — âîçìóùàþùàÿ ìàòðèöà, ïîñòðîåííàÿ ïî ïðàâèëó (3).

Åñëè t P A An0 0� �( ), òî ââèäó t P An0 � ( ) ïîëó÷àåì t A P0 � Ker ( , ), ò.å.

Ker ( , ) ( )A P P An� .

Åñëè t P A An0 0� �( ), òî â ñèëó âíåøíåé óñòîé÷èâîñòè ìíîæåñòâà

P A An ( )� 0 ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ t P A An* ( )� � 0 ñ óñëîâèåì

t t
A A

0

0
�

�

* . (20)

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî t P An* ( )� . Äåéñòâèòåëüíî, åñëè áû òðàåêòîðèÿ t * áûëà ýô-

ôåêòèâíîé â çàäà÷å Z A Tn ( , ), òî ïîëó÷åííîå îòíîøåíèå ïðîòèâîðå÷èëî áû

ôîðìóëå (2). Èòàê, t A P* ( , )� Ker . Ñëåäîâàòåëüíî, Ker ( , ) ( )A P P An� .

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî çàäà÷à

Z A Tn ( , ) íå ÿâëÿåòñÿ T3-óñòîé÷èâîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäïîëîæåíèþ.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 5. Åñëè T * � �, òî âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1, ÿâëÿåòñÿ

T4-óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� � � �� � �t P A t Q t A t tn n

A
( ) ( , ) ( ) . (21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü çàäà÷à Z A Tn ( , ) T4-óñòîé÷èâà.

Äîïóñòèì ïðîòèâíîå: ôîðìóëà (21) íå âûïîëíÿåòñÿ, ò.å. íàéäóòñÿ òàêèå òðàåêòî-

ðèè t t P An, ( )�� , ÷òî

t t t
A
� � ~ .

Òîãäà íà îñíîâàíèè ëåììû 3 ñóùåñòâóåò òàêàÿ òðàåêòîðèÿ t P An* ( )� , ÷òî

t A P* ( , )� Ker . Èç óòâåðæäåíèÿ 3 âûòåêàåò, ÷òî çàäà÷à íå ÿâëÿåòñÿ T4-óñòîé-

÷èâîé. Èìååì ïðîòèâîðå÷èå.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (21). Ïîêàæåì, ÷òî ëþáàÿ òðà-

åêòîðèÿ t P An� ( ) ïðèíàäëåæèò ÿäðó Ker ( , )A P .

Ïóñòü t T�� . Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü t t
A
~ �. Òîãäà èç (21) ïîëó÷àåì t t

A
� �. Ïðèìåíÿÿ ñâîéñòâî 9,

èìååì � � � � �� � � �
� �

� �( ) ( ( )) ( )t A t t t
A A

0 � . Îòñþäà è èç ñâîéñòâà 10 ñëåäóåò

t t
A A

~
� �

�. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì

� �� � �� �
� �

t Q t A A t tn

A A
( , ) ( ) ( )*� � � , (22)

ãäå � �* min ( ) : ( , )� � ��{ }t t Q t An .

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü t t
A
~ �. Òîãäà ââèäó t P An� ( ) ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ

p N n� , ÷òî f t A f t Ap p( , ) ( , )� � . Ïîýòîìó â ñèëó ñâîéñòâà 6 íàéäåòñÿ òàêîå ÷èñëî

� �� � �( )t 0, ÷òî äëÿ ëþáîé âîçìóùàþùåé ìàòðèöû A��� ( )� âûïîëíÿåòñÿ íåðàâå-

íñòâî f t A A f t A Ap p( , ) ( , )� � � � � � . Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

� �� � �� �
� �

t T Q t A A t tn

A A
\ ( , ) ( ) ( )*� � � , (23)

ãäå � �* min ( ) : \ ( , )� � ��{ }t t T Q t An .

Îáúåäèíåíèå ôîðìóë (22) è (23) äàåò óòâåðæäåíèå

� � � �� � � �t P A A t P A An n( ) ( ) ( ( ))� � ,

ãäå � � �� min ,*
*{ }. Òàêèì îáðàçîì, Ker ( , ) ( )A P P An� , è ïîòîìó â ñèëó

óòâåðæäåíèÿ 3 çàäà÷à Z A Tn ( , ) T4-óñòîé÷èâà.

Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Èç òåîðåì 4 è 5 âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 6. Ïðè T * �� âåêòîðíàÿ íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1, ÿâ-

ëÿåòñÿ T5-óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ ôîðìóëû (14)

è (21).

Ïîñêîëüêó âñÿêàÿ òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà, èç òåîðåìû 5

âûòåêàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 7. Ïðè T * � � âåêòîðíàÿ òðèâèàëüíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ), n � 1 , ÿâëÿ-

åòñÿ T5-óñòîé÷èâîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà (21).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíîæåñòâà Ñìåéëà (ìíîæåñòâà ñòðîãî ýôôåêòèâ-

íûõ òðàåêòîðèé) çàäà÷è Z A Tn ( , ):

Sm A t T t T t tn

A
( ) : ( )� � � �� � �{ }.
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Èç òåîðåì 3–7 íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå äîñòàòî÷íûå ïðèçíàêè

óñòîé÷èâîñòè çàäà÷è Z A Tn ( , ) â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî T íå ñîäåðæèò îäíîýëå-

ìåíòíûõ òðàåêòîðèé (T * � �).

Ñëåäñòâèå 1. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T2-óñòîé÷èâà, åñëè Sm An ( ) ��.

Ñëåäñòâèå 2. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T3-óñòîé÷èâà, åñëè P A Sl An n( ) ( )� .

Ñëåäñòâèå 3. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T4-óñòîé÷èâà, åñëè P A Sm An n( ) ( )� .

Ñëåäñòâèå 4. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T5-óñòîé÷èâà, åñëè P A Sm An n( ) ( )� �

� Sl An ( ).

Ñëåäñòâèå 5. Âåêòîðíàÿ çàäà÷à Z A Tn ( , ) T2- è T4-óñòîé÷èâà, åñëè | ( )|P An �1.

Â ñêàëÿðíîì ñëó÷àå (n �1 , A m�R ) òåîðåìû 3–7 ïðåîáðàçóþòñÿ â ñëåäóþ-

ùèå óòâåðæäåíèÿ (ïî-ïðåæíåìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî T * � �).

Ñëåäñòâèå 6. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à Z A T1 ( , ) T2-óñòîé÷èâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà � � � � �t P A t P A N t A N t A0 1 1
1 1

0( ) ( ) ( ( , ) ( , )).

Ñëåäñòâèå 7. Ñêàëÿðíàÿ çàäà÷à Z A T1 ( , ) T3-óñòîé÷èâà ïðè ëþáîì âåêòîðå

A m�R .

Ñëåäñòâèå 8. Äëÿ ñêàëÿðíîé çàäà÷è Z A T1 ( , ) ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâè-

âàëåíòíû:

' çàäà÷à Z A T1 ( , ) T4-óñòîé÷èâà;

' çàäà÷à Z A T1 ( , ) T5-óñòîé÷èâà;

' � �� � �t t P A N t A N t A, ( ) ( ( , ) ( , ))1
1 1 .

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî ïîëó÷åííûå â ðàçä. 3 ðåçóëüòàòû ñâèäåòåëüñòâó-

þò î òîì, ÷òî èçâåñòíûå (ñì., íàïðèìåð, [4–6, 17–19]) íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷-

íûå óñëîâèÿ T2- – T5-óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ñ ëèíåéíûìè è

êâàäðàòè÷íûìè êðèòåðèÿìè ÿâëÿþòñÿ ëèøü äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñîîòâåòñòâó-

þùèõ òèïîâ óñòîé÷èâîñòè ðàññìîòðåííîé âåêòîðíîé ìèíèìàêñíîé çàäà÷è ñ äèà-

ïàçîííûìè êðèòåðèÿìè.

ÑÏÈÑÎÊ ËÈÒÅÐÀÒÓÐÛ

1. Ä å ì ü ÿ í î â Â . Ô . , Ì à ë î ç å ì î â Â . Í . Ââåäåíèå â ìèíèìàêñ. — Ì.: Íàóêà, 1972. —

368 ñ.

2. Ô å ä î ð î â Â . Â . ×èñëåííûå ìåòîäû ìàêñèìèíà. — Ì.: Íàóêà, 1979. — 280 ñ.

3. M i n i m a x and applications / Eds. D.-Z. Du, P.M. Pardalos. — Dordrecht: Kluwer Acad. Publ.,

1995. — 308 p.

4. Ñ å ð ã è å í ê î È . Â . , Ê î ç å ð à ö ê à ÿ Ë . Í . , Ë å á å ä å â à Ò . Ò . Èññëåäîâàíèå

óñòîé÷èâîñòè è ïàðàìåòðè÷åñêèé àíàëèç äèñêðåòíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. — Êèåâ: Íàóê.

äóìêà, 1995. — 170 c.

5. Ñ å ð ã è å í ê î È . Â . , Ø è ë î Â . Ï . Çàäà÷è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Ïðîáëåìû, ìåòîäû

ðåøåíèÿ, èññëåäîâàíèÿ. — Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 2003. — 261 ñ.

6. Ê î ç å ð à ö ê à ÿ Ë . Í . , Ë å á å ä å â à Ò . Ò . , Ñ å ð ã è å í ê î Ò . È . Èññëåäîâàíèå âîïðîñîâ

óñòîé÷èâîñòè çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 1993. —

¹ 3. — Ñ. 78–93.

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3 107



7. S o t s k o v Y u . N . , L e o n t e v V . K . , G o r d e e v E . N . Some concepts of stability analysis in

combinatorial optimization // Discrete Appl. Math. — 1995. — 58, N 2. — P. 169–190.

8. E m e l i c h e v V . A . , G i r l i c h E . , N i k u l i n Y u . V . , P o d k o p a e v D . P . Stability and

regularization of vector problems of integer linear programming // Optimization. — 2002. — 51,

N 4. — P. 645–676.

9. Á ó õ ò î ÿ ð î â Ñ . Å . , Å ì å ë è ÷ å â Â . À . , Ñ ò å ï à í è ø è í à Þ . Â . Âîïðîñû

óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì ïðèíöèïîì îïòèìàëüíîñòè //

Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2003. — ¹ 4. — Ñ. 155–166.

10. L i b u r a M . , N i k u l i n Y u . Stability and accuracy functions in multicriteria combinatorial opti-

mization problem with (-MINMAX and (-MINMIN partial criteria // Control and Cybernetics. —

2004. — 33, N 3. — P. 511–524.

11. Å ì å ë è ÷ å â Â . À . , Ê ð à â ö î â Ì . Ê . , Ï î ä ê î ï à å â Ä . Ï . Î êâàçèóñòîé÷èâîñòè òðàåê-

òîðíûõ çàäà÷ âåêòîðíîé îïòèìèçàöèè // Ìàò. çàìåòêè. — 1998. — 63, âûï. 1. — C. 21–27.

12. Å ì å ë è ÷ å â Â . À . , Ê ó ç ü ì è í Ê . Ã . , Ë å î í î â è ÷ À . Ì . Óñòîé÷èâîñòü â âåêòîðíûõ

êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè // Àâòîìàòèêà è òåëåìåõàíèêà. — 2004. — ¹ 2. —

C. 79–92.

13. Å ì å ë è ÷ å â Â . À . , Ã ó ð å â ñ ê è é Å . Å . Î ÿäðå óñòîé÷èâîñòè ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

êîìáèíàòîðíîé ìèíèìàêñíîé çàäà÷è // Äèñêðåò. àíàëèç è èññëåä. îïåðàöèé. — 2008. — 15,

¹ 5. — Ñ. 6–19.

14. Å ì å ë è ÷ å â Â . À . , Ê ó ç ü ì è í Ê . Ã . Êðèòåðèè óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíûõ êîìáèíàòîðíûõ

çàäà÷ «íà óçêèå ìåñòà» â òåðìèíàõ áèíàðíûõ îòíîøåíèé // Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç.

— 2008. — ¹ 3. — Ñ. 103–111.

15. Ë å á å ä å â à Ò . Ò . , Ñ å ð ã è å í ê î Ò . È . Ðàçíûå òèïû óñòîé÷èâîñòè âåêòîðíîé çàäà÷è

öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè: îáùèé ïîäõîä // Òàì æå. — 2008. — ¹ 3. — Ñ. 142–148.

16. E m e l i c h e v V . A . , K u z m i n K . G . , K o r o t k o v V . V . On stability of vector minimax

problem // Abstracts of the Intern. Conf. «Problems of decision making under uncertainties»

(PDMU-2009), Skhidnytsia. — Kyiv: Taras Shevchenko Nat. Univ. of Kyiv, 2009. — P. 23–25.

17. Ë å á å ä å â à Ò . Ò . , Ñ å ð ã è å í ê î Ò . È . Ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàçëè÷íûõ òèïîâ

óñòîé÷èâîñòè ïî îãðàíè÷åíèÿì âåêòîðíîé çàäà÷è öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè // Êèáåðíåòèêà

è ñèñòåìíûé àíàëèç. — 2004. — ¹ 1. — Ñ. 63–70.

18. Ë å á å ä å â à Ò . Ò . , Ñ å ì å í î â à Í . Â . , Ñ å ð ã è å í ê î Ò . È . Óñòîé÷èâîñòü âåêòîðíûõ

çàäà÷ öåëî÷èñëåííîé îïòèìèçàöèè: âçàèìîñâÿçü ñ óñòîé÷èâîñòüþ ìíîæåñòâ îïòèìàëüíûõ è

íåîïòèìàëüíûõ ðåøåíèé // Òàì æå. — 2005. — ¹ 4. — Ñ. 90–100.

19. Ë å á å ä å â à Ò . Ò . , Ñ å ð ã è å í ê î Ò . È . Óñòîé÷èâîñòü ïî âåêòîðíîìó êðèòåðèþ è îãðà-

íè÷åíèÿì âåêòîðíîé öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ // Òàì æå. —

2006. — ¹ 5. — Ñ. 63–72.

Ïîñòóïèëà 06.10.2009

108 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3


