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Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêîìïîíåíòíûå òåëà, òåðìîíàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå,

èäåíòèôèêàöèÿ ïàðàìåòðîâ, ãðàäèåíòíûå ìåòîäû.

Â ðàáîòàõ [1, 2] ðàññìîòðåíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå ðåçóëüòàòîâ

òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ñîñòîÿíèÿìè ìíîãîêîìïîíåíòíûõ ðàñïðåäå-

ëåííûõ ñèñòåì [3, 4] ãðàäèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè

ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ ñîîòâåòñòâåííî çàäà÷ äèíàìè-

÷åñêîãî óïðóãîãî è êâàçèñòàöèîíàðíîãî òåðìîóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåë

ñ âêëþ÷åíèÿìè.

Â äàííîé ñòàòüå èññëåäîâàíû âîïðîñû ïîñòðîåíèÿ ÿâíûõ âûðàæåíèé ãðà-

äèåíòîâ ôóíêöèîíàëîâ-íåâÿçîê äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàäèåíòíûìè ìåòîäàìè [5]

ðàçëè÷íûõ ïàðàìåòðîâ è òåðìîóïðóãèõ ñîñòîÿíèé ñîñòàâíûõ òåë ïðè íåóñòàíî-

âèâøåìñÿ ïîëå òåìïåðàòóð.

1. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÌÏÅÐÀÒÓÐÍÎÃÎ È ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ
ÑÎÑÒÎßÍÈÉ ÒÅËÀ ÏÎ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÌ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈßÌ

Ñëåäóÿ [6], ïðè äëèòåëüíîì îòñóòñòâèè çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè ìåõàíè÷åñêèõ

âîçäåéñòâèé, ò.å. ïðè îòñóòñòâèè èíåðöèîííîãî ÷ëåíà ���y ( ó — âåêòîð ñìåùå-

íèé), òåðìîóïðóãîå ñîñòîÿíèå òåëà � �R 3 ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùåé íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷åé. Íà îãðàíè÷åííîé ñâÿçíîé ñòðîãî ëèïøèöåâîé îáëàñòè

� �R 3 îïðåäåëåíà ñèñòåìà òåðìîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ
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ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, ciklm —

óïðóãèå ïîñòîÿííûå. Êîãäà ìàòåðèàë óïðóãî- è òåïëîèçîòðîïíûé, êîìïîíåíòû

òåíçîðà äåôîðìàöèé, âûçâàííûõ èçìåíåíèåì T T T� �1 10 òåìïåðàòóðû T1 îò

íà÷àëüíîãî åå ñîñòîÿíèÿ T10 , âûðàæàþò â âèäå � � �lm lmT0 � , ãäå � — êîýôôè-

öèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ, �lm — ñèìâîë Êðîíåêåðà.
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ãäå ñ — îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü, k ij — ýëåìåíòû òåíçîðà êîýôôèöèåíòîâ òåï-

ëîïðîâîäíîñòè.

Íà ãðàíèöå � �� � îáëàñòè � çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ:
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1� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ
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2 ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà íåèçâåñòíà,

ò.å. ôóíêöèÿ u íåèçâåñòíà. Òåì ñàìûì ïîëó÷åíà çàäà÷à (1)–(9), ñîñòîÿùàÿ

â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà u C T� �� ( )�3
2 , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøå-

íèÿ Y y T� ( , ) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)–(8) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèîíàë-íåâÿçêó
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Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , ) äèôôåðåíöèàëüíîé çàäà÷è (1)–(8)

áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì
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Òåîðåìà 1. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� ðåøåíèå Y ó Ò� ( , ) çàäà÷è

(11), (12), (12�) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çàäà÷ó (11), (12), (12�), (10), ñîñòîÿùóþ â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà u , ìèíèìè-

çèðóþùåãî íà � ôóíêöèîíàë (10) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (11), (12), (12�), áóäåì ðå-

øàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ [5].

Èòåðàöèîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëÿ îïðåäåëåíè ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ

un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (11), (12), (12�), (10) èìååò âèä

u u pn n n n� � �1 	 , n � 0 , 1,� , n* , (13)

è íà÷èíàåòñÿ ñ íåêîòîðîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ u0 �� , ãäå íàïðàâëåíèå

ñïóñêà pn è êîýôôèöèåíò 	 n îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèÿìè [5]:
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Ïóñòü u , v �� . Ïðè � �(0,1 1) ( ) ( )z v u u v u� � � � � � �� � � � . Ñ ó÷åòîì
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äåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.
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Òåîðåìà 2. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� ðåøåíèå Y * çàäà÷è (21)–(23)

ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â Vd .
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âàòåëüíî, || || |
~

|� �Ju nn
� .

2. ÏÀÐÀÌÅÒÐÈ×ÅÑÊÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ

Ñîãëàñíî (24) ìîæíî ïîëó÷èòü ÿâíûå âûðàæåíèÿ ãðàäèåíòà �Jun
äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà âîññòàíàâëèâàåìûé ïîòîê u çàäà÷è (11), (12), (12�), (10) ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåí â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñèñòåìû ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ

ôóíêöèé { }� i i
mx( ) �1 , îïðåäåëåííûõ íà �3

2 .

Ïóñòü u u x t t xm i i
i

m

� �
�
�( , ) ( ) ( )� �

1

, ãäå � i C T� ([ , ])0 . Íà îñíîâàíèè (24) ïî-

ëó÷àåì

� � �J u t p dtu n i

T

i Ln
, ( )( , )

( )
# #

�
� �

0
2 3

2 . (26)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i
m� �{ } 1 ,

~
( , )

( )
� �n

i
i L

p�
2 3

2�
, i m�1, ,

|| || (
~

)� �
�
� �J dtu
i

m

n
i

T

n

2

1

2

0

� .

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè { }� i i
mx t( , ) �1 — ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé,

òî � �Ju nn

~� ,
~ ~� �n n

i
i
m� �{ } 1,

~
( , )

( )
� �n

i
i L L

p�
�2 3

2
2�
, || || (

~
)� �

�
�Ju n

i

i

m

n

2 2

1

� .
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Âñå ïðîâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îñòàþòñÿ â ñèëå òàêæå äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà òåëo

� — èçîòðîïíîå. Òîãäà êîìïîíåíòû � ij T y( ; ) òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðèíèìàþò âèä

� 
� �� � 
 � �ij ij kk ijy y y T( ) ( ) ( ( ) ( ) )� � � �2 3 2 , (27)

ãäå � , 
 — ïîñòîÿííûå Ëÿìå, � �kk ii
i

�
�
�

1

3

.

Ñ ó÷åòîì (27) áèëèíåéíàÿ ôîðìà a( , )$ $ è ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë l T( ; )$ ïðè-

íèìàþò âèä

a y z div y div z y z

i j
ij ij( , ) ( ) ( )

,
1 1

1

3

12� �
�
�
�

��

�
 
�

!�
�� 
 � �

�
�
�

dx ,

l T z f z g z T z
L ii

i

( ; ) (
~

, ) ( , ) ( ) ( )
( )1 1 1 1

1

3

2 2
1 3 2� � � �

�
�

� 
 � ��� dx

�

. (28)

3. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÏËÎÂÎÃÎ È ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈÉ
ÏÎ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÌ ÑÌÅÙÅÍÈßÌ ×ÀÑÒÈ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ ÒÅËÀ

Ïóñòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä (1), à èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T íà îá-

ëàñòè � �T T� � ( , )0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (2). Íà ãðàíèöå � �T T� � ( , )0

çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ (3)–(7), ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíîå óñëîâèå (8). Ôóí-

êöèþ u u x t C T� � �( , ) ( )� �3
2 ñ÷èòàåì íåèçâåñòíîé.

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå � 0 2
1� � èçâåñòíà íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ

yN ñìåùåíèÿ y , çàäàííàÿ ðàâåíñòâîì

y fN � 0 , t T�( , )0 . (29)

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (1)–(8), (29), ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè ýëåìåíòà u�� , ïðè

êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (1)–(8)

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (29). Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä

J u y u f dtN L

T

( ) || ( ) ||
( )

� ��
1

2
0

2

0
2 0�

. (30)

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è

(1)–(8) èñïîëüçóåì åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. âåêòîð-ôóíêöèþ Y ó Ò� ( , ) , ÿâ-

ëÿþùóþñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11), (12), (12�). Òåì ñàìûì ïîëó÷åíà çàäà÷à (11),

(12), (12�), (30), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà u , ìèíèìèçèðóþùåãî íà �

ôóíêöèîíàë (30) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (11), (12), (12�). Ýòó çàäà÷ó ðåøàåì ñ ïî-

ìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13).

Èìåþò ìåñòî âûðàæåíèÿ âèäà (17)–(19), ãäå � �v � Y v y v x tN
T

( ) ( ; , )�
�0

,

yN — íîðìàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ïåðâîé êîìïîíåíòû y v x t( ; , ) ðåøåíèÿ

Y ó Ò� ( , ) çàäà÷è (11), (12), (12�) ïðè u v� .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (11), (12), (12�), (30) ñî-

ïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä

�
�

�
�

�
�

� �ik

kk x

( )

1

3

0 , ( , )x t T� � ,

�|
�1

1 0� , � �ij j
j

n( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , x ��2
1

0\ � , t T�( , )0 ,

� �N N ny u f( ) ( )� � 0 , ( , )x t T��0 ,
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� �s ( ) � 0 , ( , )x t T��0 , (31)

�
�

�
�

�

�

�

�

�

	






�

�





�

� �
�c

p

t x
k

p

x
c

ii j
ij

j
iklm

i k l m, , , ,1

3

1

3

� ��� � �lm ik ( ) 0 , ( , )x t T� � ,

p � 0 , ( , )x t T��1
2 ,

i j
ij

j
ik

p

x
n

, �
�

�

�
�

1

3

0 , x � �� �2
2

3
2 , t T�( , )0 ,

p
t T�

� 0 , x �� ,

ãäå � � � �ij ijlm lm
l m

c( ) ( )

,

�
�
�

1

3

.

Îïðåäåëåíèå 3. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (31) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíê-

öèÿ Y p Vd
* ( , ) ,� �� êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a p y u f zN n N L( , ) ( ( ) , ) ( )� �� � 0 1 2 0
, t T�( , )0 , (32)

�
�

�

�

	



�

�

� �

�

c
p

t
z a p z c ziklm lm ik

i k l m

, ( , ) ( )

, , ,
2 1 2 2�� � �

1

3

0�� �
�

dx , t T�( , )0 ,

( , )( )cp z T2 0� . (33)

Èìååò ìåñòî òåîðåìà, àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìå 2.

Çàìåíèâ â (32) z1 ðàçíîñòüþ y u y un n( ) ( )� �1 , à â (33) z2 — ðàçíîñòüþ

T u T un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (11), (12), (12�), (33) ïîëó÷àåì

� � �J u u p dtu n n L

T

n
, ( , )

( )
# #

�2 3
2

0

. (34)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~

( , )
� n T

p�
��3

2 0
, || || || ||

( )
� � �J p dtu

L

T

n

2 2

0
2 3

2�
.

4. ÂÎÑÑÒÀÍÎÂËÅÍÈÅ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß
ÏÎ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÍÛÌ ÏÅÐÅÌÅÙÅÍÈßÌ

Ïðåäïîëîæèì, äëÿ ïðîñòîòû èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà, ÷òî òåëî � �R 3 — èçî-

òðîïíîå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âîïðîñ âîññòàíîâëåíèÿ

ýëåìåíòîâ � lm
T , îïðåäåëÿþùèõ òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå èçìåíå-

íèåì T òåìïåðàòóðû òåëà (ðàçä. 1).

Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé èìåþò âèä (27), ãäå êîýôôèöèåíò ëèíåé-

íîãî ðàñøèðåíèÿ � � � � ��u R� (0 , ��) ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûì. Óðàâíåíèÿ ðàâ-

íîâåñèÿ íà �T èìåþò âèä

� � �
�

�
� �

�

�
�
 � 
 � 
 �#y

x
divy

T

x
fi

i i
i( ) ( )

~
3 2 , i �1 3, , (35)

ãäå # �
�

��
�

2

2
1

3

xii

.

Èçìåíåíèå T òåìïåðàòóðû óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

c
T

t x
k

T

x
f

i ii

�

�
�

�

�

�

�

�

	




�

�


�

�
�

1

3

, ( , )x t T� � . (36)
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Íà ãðàíèöå � ïðè t T�( , )0 çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

y � �, x ��1
1,

� ij
j

j iy n g

�
� �

1

3

( ) , i �1 3, , x ��2
1, (37)

T � �0 , x ��1
2 ,

k
T

x
n x g

i
i

j

�

�
�

�
� cos ( , )

1

3

0 , x ��2
2 , � � �� �1

2
2
2 .

Ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíîå óñëîâèå (8). Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå � 0 2
1� � èç-

âåñòíû ñìåùåíèÿ (9). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (10).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (35)–(37), (8), (10), ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè ýëåìåíòà

u � � , ìèíèìèçèðóþùåãî íà � ôóíêöèîíàë (10) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ (35)–(37), (8).

Ðåøèâ ýòó çàäà÷ó, ïîëó÷èì çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà � ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ,

ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóð T ïî îáëàñòè �T è ñìåùåíèé y x t( , ) òî÷åê îáëàñòè �

â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè t T�[ , ]0 .

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , )

çàäà÷è (35)–(37), (8) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 4. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (35)–(37), (8) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y y T V� �( , ) ,

êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a y z l u T z( , ) ( , ; )1 1� , t T�( , )0 , (38)

c
T

t
z a T z l z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (39)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � , (40)

ãäå

a y z div y div z y zij ij
i j

( , ) ( ) ( )

,
1 1 1

1

3

2� �
�
�
�

��

�
 
�

!�
�� 
 � �

�
�
�

dx ,

l u T z f z g z uT z
L ii( , ; ) (

~
, ) ( , ) ( ) ( )

( )1 1 1 1
2 2

1 3 2� � � ���
�

� 
 � dx

i�
�

1

3

,

a T z k
T

x

z

x
dx

i ii
1 2

2

1

3

( , ) �
�

�

�

��
��

�

, l z f z g z
L1 2 2 0 2

2 2
2( ) ( , ) ( , )

( )
� �

�
.

Çàäà÷ó (38)–(40), (10) ðåøèì ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13). Äëÿ

êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðàññìîòðèì ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó

�
�

�
�

�
�

� �ik

kk x

( )

1

3

0 , ( , )x t T� � ,

�
�1

1 0� , � �ij j
j

n( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , x ��2
1

0\ � , t T�( , )0 , (41)

� �ij j
j

i n in y u f( ) ( )

�
� � �

1

3

0 , i �1 3, , ( , )x t T�� 0 ,

ãäå � � � �ik iklm lm
l m

c( ) ( )

,

�
�
�

1

3

.
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Îïðåäåëåíèå 5. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (41) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ � � � �V v x t Wd
1

2
1 3{ ( , ) ( ( ))� : v

�1
1 0� , � �t T[ , ]0 } , êîòîðàÿ � � �z V1 1

0

� �{ v x W( ) ( ( ))2
1 3� : v|

�1
1 0� } óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

a z y u f zn L( , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 . (42)

Ñëåäóÿ [3], ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì t T�[ , ]0 ðå-

øåíèå � � ( , )õ t çàäà÷è (42) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çàìåíèâ â (42) ôóíêöèþ z1 ðàçíîñòüþ y u y un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (38) ïîëó÷èì

( ( ) , ( ) ( )) ( , ( ) (( )y u f y u y u dt a y u yn n n L

T

n� � � �� �� 0 1

0

12 0� � u dtn

T

))

0

� �

� � � ��� ��( ( , ; ) ( , ; )) ( ) (l u T l u T dt u Tn n

T

n

T

ii1

0 0

3 2� � � 
 �

�

# �) dxdt

i�
�

1

3

,

ò.å.

� � �
�
���J u u T dxdtu n n ii
i

T

n
, ( ) ( )# #

�

3 2

1

3

0

� 
 � � , (43)

ãäå Ò Ò õ t� ( , ) — åäèíñòâåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (39), (40), íå çàâèñÿùåå îò

u�� .

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~

( ) ( )� � 
 � �n ii
i

T

T dxdt� �� ��
�

3 2

1

3

0�

, || || |
~

|� �Jun
� .

5. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß
ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ ÇÀÄÀ×È ÓÏÐÓÃÎÃÎ ÐÀÂÍÎÂÅÑÈß

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî òåëî � �R 3 — èçîòðîïíîå. Êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæå-

íèé èìåþò âèä (27), ãäå èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû ñ÷èòàåì íåèçâåñòíûì.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ íà �T èìåþò âèä

� � �
�

�
� �

�

�
�
 � 
 � 
 �#y

x
div y

T

x
fi

i i
i( ) ( )

~
3 2 , i �1 3, . (44)

Íà ãðàíèöå Ã ïðè t T�( , )0 çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

y � � , x ��1
1 ,

� ij j
j

iy n g( )

�
� �

1

3

, i �1 3, , x ��2
1 . (45)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå � 0 2
1� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåí-

ñòâîì (9). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (10).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (44), (45), (10), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè èçìåíåíèÿ òåìïå-

ðàòóðû T T x t u C T� � � �( , ) ( ),
�

1 0 � , ïðè êîòîðîé ðåøåíèå y y u� ( ) çàäà-

÷è (44), (45) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Îïðåäåëåíèå 6. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

êðàåâîé çàäà÷è (44), (45) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ y y u y u x t V� � �( ) ( ; , ) 1, êîòîðàÿ

� �z V1 1
0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

a y z l u z( , ) ( ; )1 1� , t T�( , )0 , (46)
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ãäå ìíîæåñòâî V1
0 è áèëèíåéíàÿ ôîðìà a( , )$ $ îïðåäåëåíû â ðàçä. 4,

V v x t W v1 2
1 3

1
1� � �{ ( , ) ( ( )) :�

�
� , t T�( , )0 } ,

l u z f z g z u z dx
L ii( ; ) (

~
, ) ( , ) ( ) ( )

( )1 1 1 1
2 2

1 3 2� � � ���
�

� 
 � �
i�
�

1

3

.

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (46), (10) ìîæåì ïðèíÿòü � �C T( )� . Èìåþò ìåñòî

âûðàæåíèÿ âèäà (17)–(19). Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (46),

(10) ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à ïðè t T� ( , )0 èìååò âèä

� � �
�

�
�
 � � 
 �# i

ix
div( ) 0 , ( , )x t T� � ,

�|
�1

1 0
T

� ,

� �ij j
j

n( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , ( , ) ( \ ) ( , )x t T� ��2
1

0 0� , (47)

� �ij j i n i
j

n y u f( ) ( )� �
�
� 0

1

3

, i �1 3, , ( , )x t
T

� �
0

,

ãäå � � � � � � 
� �ij kk ij
k

ij( ) ( ) ( )� �
�
�

1

3

2 , i j, ,�1 3 .

Îïðåäåëåíèå 7. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (47) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ ��Vd
1 , êîòîðàÿ � �z V

d1
1

0

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

a z y u f zn L( , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 . (47�)

Âûáèðàÿ â òîæäåñòâå (47�) âìåñòî z1 ðàçíîñòü y u y un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (46)

ïîëó÷àåì

� � � � �� �J u y u f y u y u dtu n n

T

n n Ln
, ( ( ) , ( ) ( )) ( )# 0

0

1 2 0�

� � � ��
�

� �a y u y u dt u dxdtn n

T

n ii
i

( , ( ) ( )) ( ) ( )� � 
 � � �1

0

3 2 #
� 1

3

0

��
T

.

Ñëåäîâàòåëüíî, � �J u nn

~
� , ãäå

~
( ) ( )� � 
 � � �n ii

i
T

� �
�
�3 2

1

3

�
, || ||�Jun

2 � ��
~� n

T

dxdt2

0�

.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (46), (10) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïàðàìåò-

ðè÷åñêèé ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè òåìïåðàòóðû òåëà T x t( , ).

6. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÎ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÍÎÐÌÀËÜÍÛÌ ÑÌÅÙÅÍÈßÌ ÍÀ ÎÑÍÎÂÅ
ÇÀÄÀ×È ÒÅÐÌÎÓÏÐÓÃÎÑÒÈ ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ ÐÀÑØÈÐÅÍÈß

Ïóñòü äëÿ èçîòðîïíîãî òåëà � � �t T( , )0 óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò

âèä (44), ãäå � c÷èòàåòñÿ íåèçâåñòíûì. Êðàåâûå óñëîâèÿ � �t T( , )0 çàäàíû

âûðàæåíèÿìè

y � � , x ��1
1,

� ij j
j

iy n g( )

�
� �

1

3

, i �1 3, , x ��2
1 . (48)
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Ïðè êàæäîì t T�[ , ]0 íà � 0 2
1� � èìååì

y fN � 0 . (49)

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T � �t T( , )0 óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (36). Ïðè

êàæäîì t T�( , )0 íà ãðàíèöå Ã çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

T � �0 , x ��1
2 ,

k i
ik

T

x
n x g

�
�

�

�
�

1

3

0cos ( , ) , x ��2
2 . (50)

Íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä (8).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (44), (36), (48)–(50), (8), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè ïîëîæè-

òåëüíîãî âåùåñòâåííîãî ÷èñëà u R� � � �� � , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (44), (36), (48), (50),

(8) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (49). Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (30). Âìåñòî

êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (44), (36), (48), (50), (8) èñïîëü-

çóåì åå îáîáùåííîå ðåøåíèå, ò.å. ðåøåíèå çàäà÷è (38)–(40).

Âìåñòî çàäà÷è (44), (48)–(50), (8) ðåøàåì çàäà÷ó (38)–(40), (30), ñîñòîÿùóþ

â îïðåäåëåíèè ýëåìåíòà u, ìèíèìèçèðóþùåãî íà � ôóíêöèîíàë (30) ïðè îãðàíè-

÷åíèÿõ (38)–(40). Çàäà÷ó (38)–(40), (30) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ

ìåòîäîâ (13).

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿ-

æåííóþ çàäà÷ó

�
�

�
�

�
�

� �ik

kk x

( )

1

3

0 , i �1 3, , ( , )x t T� � ,

�
�1

1 0� , � �ij
j

jn

�
� �

1

3

0( ) , i �1 3, , x ��2
1

0\ � , t T�( , )0 , (51)

� �N N ny u f( ) ( )� � 0 , x �� 0 , t T�( , )0 ,

� �s ( ) � 0 , x �� 0 , t T�( , )0 ,

ãäå � � � �ik iklm
l m

lmc( ) ( )

,

�
�

�
1

3

.

Îïðåäåëåíèå 8. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì êðàåâîé çàäà÷è (51) íàçûâàåòñÿ

ôóíêöèÿ � �Vd
1 , êîòîðàÿ � �z V

d1
1

0

óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

a z y u fN n( , ) ( ( )� 1 0� � , z N L1 2 0
) ( )� , t T�( , )0 . (52)

Çàìåíÿÿ â (52) ôóíêöèþ z1 ðàçíîñòüþ y u y un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (38), ãäå

T Ò õ t� ( , ) — ðåøåíèå çàäà÷è (39), (40), ïîëó÷àåì

� � � � ���J u y u f y u y u dtu n N n N n N n L

T

n
% # ( ( ) , ( ) ( )) ( )0 1

0
2 0�

� � � �� �� a y u y u dt l u T l u Tn n

T

n n

T

( , ( ) ( )) ( ( , ; ) ( , ; ))� � �1

0

1

0

� �dt (53)

� �
�
��� ( ) ( )3 2

1

3

0

� 
 � �#
�

u T dxdtn ii
i

T

.

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~

( ) ( )� � 
 � �n ii
i

T

T dxdt� �
�
��� 3 2

1

3

0�

.
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Çàìå÷àíèå 4. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ

� �� � � � �( ) ( ) ([t u t C� 0 , T ]) , òî íà îñíîâàíèè (53) ïîëó÷àåì

~
( ) ( )� � 
 � �n ii

i

T dx� �� �
�

3 2

1

3

�

, || ||
~� � �J dtu n

T

n

2 2

0

� .

Çàìå÷àíèå 5. Åñëè � � �( ) ( )t tj j
j

m

�
�
�

1

, ãäå { }� j j
m
�1 — ñèñòåìà ëèíåéíî íåçà-

âèñèìûõ ôóíêöèé, � �j j
j

m

t

�
� &

1

0( ) , òî

~ ~� �n n
j

j
m� �{ } 1 ,

~
( ) ( )� � 
 � � �n

j
j ii

i

T

T dxdt� �
�
��� 3 2

1

3

0�

, || || (
~

) .� �
�
�Ju n

j

j

m

n

2 2

1

�

7. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏÎ ÇÀÄÀÍÍÛÌ ÑÌÅÙÅÍÈßÌ ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ
ÑÎÑÒÎßÍÈß ÒÅËÀ, ÎÑËÀÁËÅÍÍÎÃÎ ÑËÀÁÎÏÐÎ×ÍÛÌ ÂÊËÞ×ÅÍÈÅÌ

Ïóñòü íà îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ ñòðîãî ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ �1 ,

� � �2
3

1 2� � ��R ( , � � � � ��� �1 2 � ) îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé

òåðìîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

�
�

�
�

�
�

� ik

kk
i

y

x
f

( ) ~

1

3

, i �1 3, , t T�( , )0 , (54)

ãäå � � � �ik ik iklm
l m

lm lmy T y c y( ) ( ; ) ( ( ) )

,

� � �
�

�
1

3
0 .

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

c
T

t x
k

T

x
f

i
ij

ji j

�

�
�

�

�

�

�

�

	






�

�





�

�
�
, 1

3

, ( , )x t T� � , (55)

ãäå � �T T� � ( , )0 , � � �� �1 2 .

Íà ãðàíèöå � � �� � � �( ) \1 2 � ïðè � �t T( , )0 çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ:

y � � , x ��1
1 ,

� ij j
j

iy n g( )

�
� �

1

3

, i �1 3, , x ��2
1 ,

T � �0 , x ��1
2 ,

(56)

i j
ij

j
ik

T

x
n x g

,

cos ( , )

�
�

�

�
�

1

3

0 , x ��2
2 ,

i j
ij

j
ik

T

x
n x u

,

cos ( , )

�
�

�

�
�

1

3

, x ��3
2 .

Ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíîå óñëîâèå

T T� 0 , x � �� �1 2 . (57)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå �
0 2

1
T T
� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåí-

ñòâîì (9).
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Íà ó÷àñòêå �, ðàçäåëÿþùåì òåëî � íà äâå ñîñòàâëÿþùèå — � �1 2, , ïðè

� �t T( , )0 óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ñëàáîïðî÷íîãî âêëþ÷åíèÿ èìåþò âèä

[ ]yN � 0 , [ ( )]� N y � 0 ,

[ ( )]�s y � 0 , �s sy r y' �( ) [ ] , (58)

ãäå [ ]� � �� �� � , � �' � ( , )x t ïðè ( , )x t
T

� '� , � �
T

T
' '� � ( , )0 , � � �

� � �� 2 � , � �� � � ��1 .

Âëèÿíèå ñëàáîòåïëîïðîíèöàåìîãî âêëþ÷åíèÿ � íà òåìïåðàòóðíîå ñîñòîÿíèå

òåëà � ïðè � �t T( , )0 ó÷èòûâàåì óñëîâèÿìè

[ ]qT � 0 , q r T
T
' � 1[ ] , (59)

ãäå q k
T

x
n xT

i j
ij

j
i�

�

��
�
,

cos ( , )

1

3

, n — íîðìàëü ê ó÷àñòêó �, íàïðàâëåííàÿ â îá-

ëàñòü � 2 .

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (54)–(59), (9), ñîñòîÿùàÿ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè

u C T� �� ( )�3
2 , ïðè êîòîðîé ïåðâàÿ êîìïîíåíòà y êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Y ó Ò� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54)–(59) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (10). Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷è (54)–(59) èñïîëüçóåì åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54)–(59) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y y T V� �( , ) , êî-

òîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a y z l T z( , ) ( ; )1 1� , t T�( , )0 , (60)

c
T

t
z a T z l u z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( ; )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (61)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � , (62)

ãäå

V v x t v x t v x t� �{ ( , ) ( ( , ), ( , )) :1 2 v W
i

i1 2
1 3

�
��( ( )) , v W

i
i2 2

1

�
�� ( ), i �1 2, ,

v1
1
1�
� � , [ ]v N1 0

�
� , v2 0

1
2�
� � , � �t T( , )0 } ,

V v x v x v x0 1 2� �{ ( ) ( ( ), ( )) : v W
i

i1 2
1 3

�
��( ( )) ,

v W
i

i2 2
1

�
�� ( ) , i �1 2, , v1

1
1 0

�
� , [ ]v N1 0

�
� , v2

1
2 0

�
� } ,

a y z c y z dx r y ziklm
i k l m

lm ik s( , ) ( ) ( ) [ ][

, , ,
1

1

3

1 1� �
�

�� � �

�
s d] �

�
� ,

a T z k
T

x

z

x
dx r T z d

i j
ij

j i
1 2

1

3
2

1 2( , ) [ ][ ]

,

�
�

�

�

�
�

�
�� �

� �

�,

l T z f z g z c T
L iklm

i k l m
l( ; ) (

~
, ) ( , )

( )
, , ,

1 1 1
1

3

2 2
1� � �

�
��

� � m ik z dx� ( )1

�
� ,

l u z f z g z u z
L L1 2 2 0 2 2

2 2
2

2 3
2( ; ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )
� � �

� �
.
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Çàäà÷ó (60)–(62), (10) ðåøèì ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13). Äëÿ

êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (60)–(62), (10) ââåäåì â ðàññìîò-

ðåíèå ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó

�
�

�
�

�
�

� �ik

kk x

( )

1

3

0 , ( , )x t T� � ,

�
�1

1 0
T

� , � �ik
k

kn( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , ( , ) \x t T T��2
1

0� ,

� �ij j
j

i n in y u f( ) ( )

�
� � �

1

3

0 , i �1 3, , x
T

��
0

,

[ ]� N � 0 , [ ( )]� �N � 0 , ( , )x t T� � ,

[ ( )]� �s � 0 , � � �s sr' �( ) [ ] , ( , )x t T� � , (63)

�
�

�
�

�

�

�

�

�

	






�

�





�

� �
�c

p

t x
k

p

x
c

ii j
ij

j
iklm

i k l m, , , ,1

3

1

3

� ��� � �lm ik ( ) 0 , ( , )x t T� � ,

p � 0 , ( , )x t T��1
2 ,

i j
ij

j
ik

p

x
n x

,

cos ( , )

�
�

�

�

(

)
*
*

+

,
-
-
�

1

3

0 , ( , )x t T�� ,

k
p

x
n x r pij

i j j
i

,

cos ( , ) [ ]

�

'

�
�

�

�
�
�

��

�
 
�

!�
�

1

3

1 , ( , )x t T�� ,

k
p

x
nij

i j j
i

, �
�

�

�
�

1

3

0 , ( , )x t T T� �� �2
2

3
2 ,

p
t T�

� 0 , x �� ,

ãäå � � � �ij ijlm
l m

lmc( ) ( )

,

�
�

�
1

3

.

Îïðåäåëåíèå 10. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (63) íà-

çûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y p Vd
* ( , )� �� , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâî-

ðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a z y u f zn L( , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 , (64)

�
�

�

�

	



�

�

� �

�
�c

p

t
z a p z ciklm

i k l m
lm ik, ( , ) (

, , ,
2 1 2

1

3

�� � �)z dx2 0

�
� � , t T�( , )0 , (65)

( , )( )cp z T2 0� . (66)

Ðåøåíèå çàäà÷è (64)–(66) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî.

Çàìåíèâ â (64) ôóíêöèþ z1 ðàçíîñòüþ y u y un n( ) ( )� �1 , à â (65) z2 — ðàç-

íîñòüþ T u T un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (60)–(62), (66) ïîëó÷àåì

� � �J u u p dtu n n L

T

n
, ( , )

( )
# #

�2 3
2

0

. (67)
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Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~� n p

T

�
�3

2 , || ||
~� � ��J dxdtu n

T

n

2 2

0
3
2

�

�

.

Çàìå÷àíèå 6. Åñëè � � �3
2

3
21

3
22� � , ãäå � �3

21
3
22� �� , � � �3

2
3
2i

i� � � ,

i �1 2, , òî ìîæåì ïðåäïîëîæèòü � � �C CT T( ) ( )� �3
21

3
22 . Íà îñíîâàíèè (67) ïîëó-

÷àåì � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i� �{ } 1
2 ,

~� n
i p

T
i�

�3
2 , i �1 2, ,

|| ||�Jun

2 � ���
�

(
~

)� n
i

T
i

T

i
T
i

d dt2
3
2

01

2

3
2�

� .

Çàìå÷àíèå 7. Åñëè u u t x
T
i

i

m
i

j
i

j

m

j
i

�3
2

1

� �
�
�� �( ) ( ) , ãäå { }� j

i
j

mi

�1
— ñèñòåìà ëè-

íåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, òî � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i� �{ } 1
2 ,

~ ~� �n
i

n

i
j

m

j

i� �{ }
1

,

~� �
n

i
j
i i

j
i

pd� � �

�

3
2

3
2

, || ||� �Jun

2 (
~

)�
n

i
T

j

m

i
j

i

dt2

011

2

���
��

. Åñëè u x tm
i

i
j

m

j
i

i

�
�
�� �

1

( , ) , ãäå

{ }� j
i

j

m
x t i( , ) �1

— ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ôóíêöèé, òî
~�

n

i

j

�

� �� � j
i i

T

pd dt
i

�

�

3
2

0
3
2

, || || (
~

)� �
��
��Ju n

i

j

m

i
n j

i
2 2

11

2

� .

8. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ
ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ, ÏÀÐÀÌÅÒÐÀ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÍÀ ÑÄÂÈÃ ÏÐÎÑËÎß,
ÅÃÎ ÒÅÐÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈß

Ïóñòü íà îáëàñòè � � �T T T� �1 2 îïðåäåëåíà ñèñòåìà òåðìîóïðóãîãî ðàâíî-

âåñèÿ (54) è äèôôóçèè òåïëà (55). Ïðè � �t T( , )0 íà ãðàíèöå Ã çàäàíû êðàå-

âûå óñëîâèÿ:

y � � , x ��1
1 ,

� ij j
j

iy n g( )

�
� �

1

3

, i �1 3, , x ��2
1 ,

T � �0 , x ��1
2 ,

i j
ij

j
ik

T

x
n x g

,

cos ( , )

�
�

�

�
�

1

3

0 , x ��2
2 , (68)

i j
ij

j
ik

T

x
n x u x t

,

cos ( , ) ( , )

�
�

�

�
�

1

3

1 , x ��3
2 .

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå � 0 2
1

T T� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåí-

ñòâîì (9). Íà ó÷àñòêå � Ò óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä

[ ]yN � 0 , [ ( )]� N y � 0 ,

[ ( )]�s y � 0 , �s sy u y' �( ) [ ]2 , (69)

[ ]qT � 0 , q u T
T
' � 3 [ ] ,

ãäå u2 0& , u3 0& .
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Ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíîå óñëîâèå (8).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (54), (55), (68), (69), (8), (9), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè âåê-

òîðà u u u u C C CT T T� � � � �� �( , , ) ( ) ( ) ( )1 2 3 3
2

� � � � , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîì-

ïîíåíòà êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y y T� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54), (55),

(68), (69), (8) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Îïðåäåëåíèå 11. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54), (55), (68), (69), (8) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

Y y T V� �( , ) , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a u y z l T z( ; , ) ( ; )1 1� , t T�( , )0 , (70)

c
T

t
z a u T z l u z

�

�
�

	



�

�

� �, ( ; , ) ( ; )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (71)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � , (72)

ãäå

a u y z c y z dx u yiklm
i k l m

lm ik s( ; , ) ( ) ( ) [ ]

, , ,
1

1

3

1 2� �
�

�� � �

�

[ ]z ds1 �

�
� ,

a u T z k
T

x

z

x
dx u T z d

i j
ij

j i
1 2

1

3
2

3 2( ; , ) [ ][ ]

,

�
�

�

�

�
�

�
�� �

� �

�,

l T z f z g z c T
L iklm

i k l m
l( ; ) (

~
, ) ( , )

( )
, , ,

1 1 1
1

3

2 2
1� � �

�
��

� � m ik z dx� ( )1

�
� ,

l u z f z g z u z
L L1 2 2 0 2 1 2

2 2
2

2 3
2( ; ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )
� � �

� �
.

Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� ðåøåíèe Y ó Ò� ( , ) çàäà÷è (70)–(72) ñó-

ùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â V . Çàäà÷ó (70)–(72), (10), ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè

ýëåìåíòà u , ìèíèìèçèðóþùåãî íà � ôóíêöèîíàë (10) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

(70)–(72), áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13). Ïðè íàõîæäåíèè

( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� îïðåäåëèì âåêòîð
~

(~,
~

)Y y T� êàê ýëå-

ìåíò ìíîæåñòâà V , êîòîðûé � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a u y z l T z u y u z dn n s n s( ; ~, ) (
~

; ) [ ( )][ ]1 1 2 1� � � # �

�

, t T�( , )0 ,

c
T

t
z a u T z l u zn n

�

�

�

	





�

�



� � �

~

, ( ;
~

, ) ( ; )2 1 2 1 2

� �� # #
�

u T u z d u zn n n L3 2 1 2
2 3

2[ ( )][ ] ( , )
( )

�

�

, t T�( , )0 ,

(
~

, )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � . (72�)

Ðåøåíèe
~
Y çàäà÷è (72�) ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî â V .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (70)–(72), (10) ââåäåì

â ðàññìîòðåíèå ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè âåêòîð-ôóíêöèè

Y p Vd
* ( , )� �� , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a u z y u f zn n L( ; , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 , (73)

�
�

�

�

	



�

�

� �

�
�ñ

p

t
z a u p z c zn iklm

i k l m
lm, ( ; , )

, , ,
2 1 2

1

3

2� �

�
� �� �ik dx( ) 0 , t T�( , )0 , (74)

p
t T�

� 0 , x �� . (75)
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Çàìåíèâ â (73) ôóíêöèþ z1 ðàçíîñòüþ ~ ( )y y un� , à â (74) z2 — ðàçíîñòüþ
~

( )T T un� , ñ ó÷åòîì (70)–(72), (72�), (75) ïîëó÷àåì

� . � � � ��J u y u f y y u dt u y uu n n n L

T

n sn
, ( ( ) , ~ ( )) [ (( )# #0

0

22 0� n s

T

d dt)][ ]� �
�
� ��

0

� ��� ��# # �

�

u T u p d dt u p d dtn n

T

n

T

3

0

1 3
2

0
3
2

[ ( )][ ] �

�

. (76)

Ñëåäîâàòåëüíî, � .Ju nn

~� , ãäå

~ ~� �n n
i

i� �{ } 1
3 ,

~� n p1

3
2�

�
,

~
[ ( )][ ]� �n s n sy u2 � � ,

~
[ ( )][ ]� n nT u p3 � � , || || ||

~
|| ||

~
||

( ) ( )
� . �� �J dtu n

L

T

n
i

L

T

i
n

2 1 2

0

2

0
2 3

2
2

� �
��

�
�

2

3

dt.

(76�)

Çàìå÷àíèå 8. Åñëè â çàäà÷å (70)–(72), (10) u1 — èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ,

� � �� �[ , )0 [ , )0 �� , òî íà îñíîâàíèè (76) èìååì � .Ju nn

~� , ãäå

~ ~� �n n
i

i� �{ } 1
2 ,

~
[ ( )][ ]� � �

�

n s n s

T

y u d dt1

0

� � �� ,
~

[ ( )][ ]� �

�

n n

T

T u p d dt2

0

� � �� ,

|| || (
~

)� .
�
�Ju n

i

i
n

2 2

1

2

� .

Çàìå÷àíèå 9. Äëÿ âñåõ ui , i �1 3, , èëè íåêîòîðûõ èç íèõ íà îñíîâå (76) ìîæ-

íî ïðèìåíèòü ïàðàìåòðè÷åñêèé ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè ïàðàìåòðîâ.
Çàìå÷àíèå 10. Åñëè êðîìå � 0 èìåþòñÿ äðóãèå ó÷àñòêè, íà êîòîðûõ èçâåñòíû

ñìåùåíèÿ èëè êàêèå-íèáóäü èõ ñîñòàâëÿþùèå, íàïðèìåð � i � � , i N�1, , ãäå

y f i� , ( , )x t iT�� , i N�1, ,

òî ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä

J u y u f dti L

T

i

N

i

( ) || ( ) ||
( )

� ���
�

1

2 2

2

00
�

. (77)

Èìååì çàäà÷ó (70)–(72), (77).

Ïðè êàæäîì ïðèáëèæåíèè un ðåøåíèÿ u�� ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à ñîñòîèò

â îïðåäåëåíèè âåêòîðà Y p Vd
* ( , )

~
,� �� êîòîðûé � � �z z z V( , )

~
1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì

a u z y u f zn n i L
i

N

i
( ; , ) ( ( ) , ) ( )� �1 1

0
2

� �
�
� , t T�( , )0 ,

�
�

�

�

	



�

�

� �

�
�c

p

t
z a u p z c zn iklm

i k l m
lm, ( ; , )

, , ,
2 1 2

1

3

2� �

�
� �� �ik dx( ) 0 , t T�( , )0 ,

p
t T�

� 0 , x � � . (78)

Íà îñíîâàíèè çàäà÷è (78) ïîëó÷àåì

� . � � ���
�

J u y u f y y u dt uu n n i n L

T

i

N

nn i
, ( ( ) , ~ ( )) ,

~
( )# #

2

00
� � n ,

ãäå âåêòîð
~� n îïðåäåëåí ñîîòâåòñòâóþùèìè âûðàæåíèÿìè (76�).

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3 67



Çàìå÷àíèå 11. Âîçìîæíû íåêîòîðûå äðóãèå ïðåäïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî

íàáëþäåíèé.

9. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÎÂ ËÈÍÅÉÍÎÃÎ
ÐÀÑØÈÐÅÍÈß È ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÆÅÑÒÊÎÑÒÈ ÍÀ ÑÄÂÈÃ ÏÐÎÑËÎß

Ïóñòü íà îáëàñòÿõ �1 , � 2 îïðåäåëåíà ñèñòåìà òåðìîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ (54)

è äèôôóçèè òåïëà (55), ãäå � � �ik iklm
l m

lm
j

lmT y c y u T
j

( ; ) ( ( ) )

,
�

� �
�

�
1

3

1
, u j

1
—

êîýôôèöèåíò ëèíåéíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèàëà òåëà � j , u u u1 1
1

1
2� ( , ) .

Íà ãðàíèöå �T çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

y � �, ( , )x t T��1
1 ,

� ij j
j

iy n g( )

�
� �

1

3

, i �1 3, , ( , )x t T��2
1 ,

T � �0 , ( , )x t T��1
2 , (79)

i j
ij

j
ik

T

x
n x g

,

cos ( , )

�
�

�

�
�

1

3

0 , x T��2
2 ,

ãäå � � �� �1
2

2
2 , � �1

2
2
2� �� .

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå �0 2
1

T T� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåí-

ñòâîì (9). Íà ó÷àñòêå �
T

óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä

[ ]yN � 0 , [ ( )]� N y � 0 , [ ( )]�s y � 0 , �s sy u y' �( ) [ ]2 , [ ]qT � 0 , q r T
T
' � 1[ ] , (80)

ãäå u2 0� &const íåèçâåñòíà.

Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå (8).

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (54), (55), (79), (80), (8), (9), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè ýëå-

ìåíòà u R R� � � � ��� �� ( ) [ , )0 , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà êëàññè÷åñêî-

ãî ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54), (55), (79), (80), (8)

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Îïðåäåëåíèå 12. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (54), (55), (79), (80), (8) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

Y y T V� �( , ) , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a u y z l u T z( ; , ) ( , ; )1 1� , t T�( , )0 ,

ñ
T

t
z a T z l z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (81)

( , )( ) ( , )ñT z ñT z2 0 20 � ,

ãäå

a u y z c y z dx u yiklm
i k l m

lm ik s( ; , ) ( ) ( ) [ ]

, , ,
1

1

3

1 2� �
�

�� � �

�

[ ]z ds1 �

�
� ,

a T z k
T

x

z

x
dx r T z d

i j
ij

j i
1 2

1

3
2

1 2( , ) [ ][ ]

,

�
�

�

�

�
�

�
�� �

� �

� ,
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l u T z f z g z c u
L iklm

i k l m

( , ; ) (
~

, ) ( , )
( )

, , ,
1 1 1

1

3

1
2 2

1� � �
�

��
T z dxlm ik� � ( )1

�
� ,

l z f1 2( ) (� , z g z
L2 0 2

2 2
2) ( , )

( )
�

�
.

Çàäà÷ó (81), (10) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13). Ïðè

íàõîæäåíèè ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (81), (10) îïðåäå-

ëèì âåêòîð
~

(~, )Y y T� êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà V , êîòîðûé � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâ-

ëåòâîðÿåò ñèñòåìå òîæäåñòâ

a u y z l u T z u y u z dn n n s n s( ; ~, ) ( , ; ) [ ( )][ ]1 1 2 1� � �� # �

�

� �
�

�� c u T z dx t Tiklm
i k l m

n lm ik
, , ,

( ) , ( , )

1

3

1 1 0#
�

� � ,

ñ
T

t
z a T z l z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (82)

( , )( ) ( , )ñT z ñT z2 0 20 � .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un èñêîìîãî ðåøåíèÿ u�� ââåäåì â ðàññìîòðå-

íèå ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó, ñîñòîÿùóþ â íàõîæäåíèè ôóíêöèè � � �V v x t1
0 { ( , ) :

v W
i

i�
��( ( ))2

1 3 , i �1 2, , v
�1

1 0� , [ ]v N �
� 0 , � �t T[ , ]0 } , êîòîðàÿ � � �z V1 1

0

� �{ v x v W
i

i( ) : ( ( ))
�

�2
1 3 , i �1 2, , v

�1
1 0� , [ ]v N �

� 0} óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâó

a u z y u f zn n L( ; , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � . (83)

Âûáèðàÿ â òîæäåñòâå (83) âìåñòî ôóíêöèè z1 ðàçíîñòü ~ ( )y y un� , ñ ó÷åòîì

(81), (82) èìååì

� . ��J u y u fu n n

T

n
, ( ( )# 0

0

, ~ ( )) [ ( )][ ]( )y y u dt u y un L n s n s

T

� � � ��2 0 2

0

� �#

�
�

��� c u T dxdtiklm n lm ik
i k l m

T

#
�

1
1

3

0

� � �( )

, , ,

. (84)

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~ ~� �n n

i
i� �{ } 1
2 ,

~ ~� �n n i
i

1 1
1

2� �{ } ,

~�
nj

1 � c T dxdtiklm lm ik
i k l m

T

j

� � �( )

, , , �
���

1

3

0�

,
~

[ ( )][ ]� � �

�

n s n s

T

y u d dt2

0

� � �� ,

|| || (
~

) (
~

)� . �
�
�Ju n n
j

n j

2 1 2 2 2

1

2

� � .

Çàìå÷àíèå 12. Âûðàæåíèå (84) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ïðèáëèæåíèå ãðàäèåí-

òà �Jun
äëÿ ñëó÷àÿ ïåðåìåííîãî ïàðàìåòðà u u x t

T
2 2� ( , )

�
, ïåðåìåííûõ u j

1
íà

� jT , j �1 2, , à òàêæå äëÿ ñëó÷àåâ èõ ïàðàìåòðè÷åñêîãî îïðåäåëåíèÿ, íàïðèìåð,

åñëè u u x t t xi i
i

m

2 2
1

� �
�
�( , ) ( ) ( )� � , ãäå { }� i i

mx( ) �1 — ñèñòåìà ëèíåéíî íåçàâèñè-
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ìûõ ôóíêöèé, òî
~ ~� �n n

i
i� �{ } 1
2 ,

~ ~� �n n i
i

1 1
1

2� �{ } ,
~ ~� �n n j

m

j

2 2
1� �{ } ,

~�
nj

2 �

� �� � � �

�

j s n sy u d[ ( )][ ] ,
~

( )

, , ,

� � � �
n iklm lm ik

i k l m

T

j
j

j

c T d dt1

1

3

0

�
�

���
�

� , j � 1, 2,

|| ||� .Jun

2 (
~

) (
~

)� �
n n

T

j

m

j
j j

dt1 2 2 2

011

2

� ���
��

.

10. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÒÅÐÌÎÍÀÏÐßÆÅÍÍÎÃÎ ÑÎÑÒÎßÍÈß ÏÎ ÇÀÄÀÍÍÛÌ
ÑÌÅÙÅÍÈßÌ (ÍÅÎÄÍÎÐÎÄÍÛÅ ÑÌÅØÀÍÍÛÅ ÓÑËÎÂÈß ÑÎÏÐßÆÅÍÈß)

Ïóñòü íà îãðàíè÷åííûõ ñâÿçíûõ ñòðîãî ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ �1 , � 2
3�R

� �t T( , )0 îïðåäåëåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé òåðìîóïðóãîãî ðàâíîâåñèÿ

�
�

�
�

�
�

� ik

kk
i

y

x
f

( ) ~

1

3

, i �1 3, , (85)

ãäå � � � �ik ik iklm lm lm
l m

y T y c y( ) ( ; ) ( ( ) )

,

� � �
�

� 0

1

3

.

Èçìåíåíèå òåìïåðàòóðû T óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

c
T

t x
k

T

x
f

i
ij

ji j

�

�
�

�

�

�

�

�

	






�

�





�

�
�
, 1

3

, ( , )x t T�� . (86)

Íà ãðàíèöå � � �T T� � � � �(( ) \ ) ( , )1 2 0� çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ

y � � , ( , )x t T��1
1 ,

� ij
j

j iy n g

�
� �

1

3

( ) , i �1 3, , ( , )x t T��2
1 ,

T � �0 , ( , )x t T��1
2 , (87)

k
T

x
n x Tij

j
i

i j

�

�
� � �

�
� cos ( , )

, 1

3

� 	 , ( , )x t T��2
2 ,

k
T

x
n x u x tij

j
i

i j

�

�
�

�
� cos ( , ) ( , )

, 1

3

, ( , )x t T��3
2 ,

ãäå � �C ( )�2
2 , � � 	& � / �0 2

20const , ( )C T� .

Ïðè t � 0 çàäàíî íà÷àëüíîå óñëîâèå (57). Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå � 0 2
1

T T� �

èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåíñòâîì âèäà (9).

Íà ó÷àñòêå �, ðàçäåëÿþùåì òåëî � íà äâå ñîñòàâëÿþùèå — � �1 2, ,

� �t T( , )0 óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ ðàñêëèíèâàþùåãî äàâëåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé

âèä [11]:

[ ]yN � � , � N p
0
� � , ( , )x t T� �� , ( , )x t T� �� ,

[ ( )]�s y � 0 , �s sr y' � [ ] , ( , )x t T�� , (88)

ãäå N 0 — âíåøíÿÿ íîðìàëü ê �� i , i �1 2, , � ��C T( ) — çàäàííàÿ ôóíêöèÿ.

Âëèÿíèå ñîñòàâíîãî ñëàáîïðîíèöàåìîãî âêëþ÷åíèÿ � íà òåìïåðàòóðíîå ñî-

ñòîÿíèå òåëà � � �t T( , )0 ó÷èòûâàåì óñëîâèÿìè

R q R q TT T1 2
� �� � [ ] , [ ]qT � � . (89)
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Ïîëó÷åíà çàäà÷à (85)–(89), (57), (9), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè

u C T� �� ( )�3
2 , ïðè êîòîðîé ïåðâàÿ êîìïîíåíòà y êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ

Y y T� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85)–(89), (57) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Ôóíêöèîíàë-íåâÿçêà èìååò âèä (10). Âìåñòî êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà÷àëü-

íî-êðàåâîé çàäà÷è (85)–(89), (57) áóäåì èñïîëüçîâàòü åå îáîáùåííîå ðåøåíèå.

Îïðåäåëåíèå 13. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85)–(89), (57) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

Y y T V� �( , ) , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a y z l T z( , ) ( ; )1 1� , t T�( , )0 ,

c
T

t
z a T z l u z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( ; )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 ,

(90)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � ,

ãäå

V v v x t v x t� �{ ( ( , ), ( , )) :1 2 v W
i i1 2

1 3| ( ( ))� �� ,

[ ]v N1 � � , v1
1
1�
� �, v W

i
i2 2

1

�
�� ( ), i �1 2, , v2 0

1
2�
� � , t T�( , )}0 ,

V z z z0 1 2� �{ ( , ) : z W
i

i1 2
1 3

�
��( ( )) , z W

i
i2 2

1

�
�� ( ) , i �1 2, ;

[ ]z N1 0� , z1
1
1 0

�
� , z2

1
2 0

�
� },

a y z c y z dx r y ziklm lm ik
i k l m

s( , ) ( ) ( ) [ ][

, , ,
1 1

1

3

1� �
�

�� � �

�
s d] �

�
� ,

a T z k
T

x

z

x
dx

R R
T z dij

j ii j
1 2

2

1

3

1 2
2

1
( , ) [ ][ ]

,

�
�

�

�

�
�

��
��

�

� � �� �

�

Tz d2 2
2

2
2�

� ,

l T z f z g z c T z dx
L iklm lm ik

i

( ; ) (
~

, ) ( , ) ( )
( )1 1 1 1

2 2
1� � �

�
� � �

, , ,k l m
Npz d

�
�� ��

1

3

12

� �

�,

l u z f z z u z
R

RL L2 2 2 2 2
2

1
2 2

2
2 3

2( ; ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

� � � �
�

	
�

� � R
z d z d

2
2 2

� �

� � �� ��
�[ ] .

Çàäà÷ó (90), (10) áóäåì ðåøàòü ñ ïîìîùüþ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ (13). Äëÿ

êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (90), (10) ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

ñëåäóþùóþ ñîïðÿæåííóþ çàäà÷ó:

�
�

�
�

�
�

� �ik

kk x

( )

1

3

0 , ( , )x t T� � ,

�
�1

1 0
T

� , � �ij j
j

n( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , x ��2
1

0\ � , t T�( , )0 ,

� �ij
j

j i n in y u f

�
� � �

1

3

0( ) ( ) , i �1 3, , ( , )x t T�� 0 ,

[ ]� N � 0 , � �N 0
0( ) � , [ ( )]� �s � 0 , � � �s sr' �( ) [ ] , ( , )x t T�� , (91)

�
�

�
�

�

�

�

�

�

	






�

�





�

� �
�c

p

t x
k

p

x
c

ii j
ij

j
iklm

i k l m, , , ,1

3

1

3

� ��� � �lm ik ( ) 0 , ( , )x t T� � ,

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3 71



p
T�1
2 0� , k

p

x
n xij

j
i

i j
T

�

�

(

)
*
*

+

,
-
-

�
�
� cos ( , )

, 1

3

0

�

,

k
p

x
n x

R R
pij

j
i

i j

�

�

�
�
�

��

�
 
�

!�
�

��

'

� cos ( , ) [ ]

, 1

3

1 2

1
, ( , )x t T�� ,

k
p

x
n x pij

j
i

i j

�

�
� �

�
� cos ( , )

, 1

3

� , ( , )x t T��2
2 ,

k
p

x
n xij

j
i

i j

�

�
�

�
� cos ( , )

, 1

3

0 , ( , )x t T��3
2 ,

p
t T�

� 0 , x �� ,

ãäå � � � �ij ijlm lm
l m

c( ) ( )

,

�
�
�

1

3

.

Îïðåäåëåíèå 14. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (91) íà-

çûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y p Vd
* ( , )� �� , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâàì

a z y u f zn L( , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 ,

�
�

�

�

	



�

�

� �

�
��c

p

t
z c z dxiklm lm ik

i k l m

, ( )

, , ,
2 2

1

3

0�� � �

�

, t T�( , )0 , (92)

( , )( )cp z T2 0� .

Çàìåíèâ â (92) ôóíêöèþ z1 ðàçíîñòüþ y u y un n( ) ( )� �1 , à z2 — ðàçíîñòüþ

T u T un n( ) ( )� �1 , ñ ó÷åòîì (90), (92) ïîëó÷àåì

� � ��J u y u fu n n

T

n
, ( ( )# 0

0

, y u y u dt u p dtn n L n L

T

( ) ( )) ( , )( ) ( )� � � �1

0
2 0 2 3

2� #
�

.

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn

~� , ãäå
~� n p�

�3
2 , || ||

~� � ��J d dtu n

T

n

2 2

0

3
2

3
2

�

�

� .

11. ÎÄÍÎÂÐÅÌÅÍÍÀß ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÏËÎÒÍÎÑÒÈ ÒÅÏËÎÂÎÃÎ ÏÎÒÎÊÀ
È ÌÎÙÍÎÑÒÈ ÏÎÒÎÊÀ ÒÅÏËÀ ÍÀ �

Ïóñòü íà îáëàñòè � � �T T T� �1 2 îïðåäåëåíà ñèñòåìà òåðìîóïðóãîãî ðàâíî-

âåñèÿ (85) è äèôôóçèè òåïëà (86). Íà ãðàíèöå �
T

çàäàíû êðàåâûå óñëîâèÿ:

y � � , ( , )x t T��1
1 ,

� ij
j

j iy n g

�
� �

1

3

( ) , i �1 3, , ( , )x t T��2
1 ,

T � �0 , ( , )x t T��1
2 , (93)

k
T

x
n x Tij

j
i

i j

�

�
� � �

�
� cos ( , )

, 1

3

� 	 , ( , )x t T��2
2 ,

k
T

x
n x u x tij

j
i

i j

�

�
�

�
� cos ( , ) ( , )

, 1

3

1 , ( , )x t T��3
2 .
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Ïðè t � 0 èìååì íà÷àëüíîå óñëîâèå

T x T x( , ) ( )0 0� , x � �� �1 2 . (94)

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå �
0 2

1

T T� � èçâåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåí-

ñòâîì (9). Íà ó÷àñòêå �, ðàçäåëÿþùåì òåëî � íà äâå ñîñòàâëÿþùèå — � �1 2, ,

ïðè t T�( , )0 óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ çàäàíû âûðàæåíèÿìè (88) è îãðàíè÷åíèÿìè

R q R q TT T1 2
� �� � [ ] , ( , )x t T�� ,

[ ] ( , )q u x tT � 2 , ( , )x t T�� . (95)

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (85), (86), (88), (93)–(95), (9), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè âåê-

òîðà u u u� �( , )1 2 � � �C CT T( ) ( )�3
2 � , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåíòà y êëàñ-

ñè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y ó Ò� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85), (86), (88), (93)–(95)

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9).

Îïðåäåëåíèå 15. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85),

(86), (88), (93)–(95) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y y T V� �( , ) , êîòîðàÿ

� � �z z x z x V( ( ), ( ))1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a y z l T z( , ) ( ; )1 1� , t T�( , )0 ,

c
T

t
z a T z l u z

�

�
�

	



�

�

� �, ( , ) ( ; )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 ,

(96)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � ,

ãäå ôîðìû a ( , )$ $ , a1 ( , )$ $ , l T( ; )$ è ìíîæåñòâà V , V0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 10,

l u z f z z u z
R u

RL L1 2 2 2 1 2
2 2

2 2
2

2 3
2( ; ) ( , ) ( , ) ( , )

( ) ( )
� � � �	

� �
1 2

2 2 2�
�� �

�

R
z d u z d

� �

� �[ ] .

Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (96), (10) ñîïðÿæåííàÿ

çàäà÷à èìååò âèä (91), à ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé îáîáùåííàÿ — âèä (92). Íà îñíîâà-

íèè (92) ñ ó÷åòîì (96) ïîëó÷àåì

� � ��J u y u fu n n

T

n
, ( ( )# 0

0

, y u y u dtn n L( ) ( )) ( )� � �1 2 0�

� �
�

�� ��( , ) [ ]
( )

#
#

�
u p dt

R u

R R
p d dtn L

T
n

T

1

0

2 2

1 20
2 3

2

�

�

� � �
��

�

�� �# # #
�

u p d dt u p dt u
R p R p

n

T

n L

T

n2

0

1

0

2
1 2

2 3
2

�

� ( , )
( )

�

��� R R
d dt

T

1 20 �

� .

Ñëåäîâàòåëüíî, � �Ju nn
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12. ÈÄÅÍÒÈÔÈÊÀÖÈß ÊÎÝÔÔÈÖÈÅÍÒÀ ÒÅÐÌÈ×ÅÑÊÎÃÎ ÑÎÏÐÎÒÈÂËÅÍÈß
È ÐÀÑÊËÈÍÈÂÀÞÙÅÃÎ ÄÀÂËÅÍÈß

Ïóñòü íà îáëàñòè � � �T T T� �1 2 îïðåäåëåíà ñèñòåìà òåðìîóïðóãîãî ðàâíî-

âåñèÿ (85) è äèôôóçèè òåïëà (86). Íà ãðàíèöå �T çàäàíû êðàåâûå óñëî-

âèÿ (93). Íà÷àëüíîå óñëîâèå èìååò âèä (94). Ñ÷èòàåì, ÷òî íà ó÷àñòêå �
0T

èç-

âåñòíû ñìåùåíèÿ, çàäàííûå ðàâåíñòâîì (9). Íà ó÷àñòêå �, ðàçäåëÿþùåì òåëî

� íà äâå ñîñòàâëÿþùèå — � �1 2, , � �t T( , )0 óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ èìåþò âèä

[ ]yN � � , � N y u
0 2( ) � � ,

[ ( )]�s y � 0 , �s sy r y' �( ) [ ] , (97)

u q u q TT T3 4
� �� � [ ] ,

[ ]qT � �.

Ïîëó÷åíà çàäà÷à (85), (86), (93), (94), (97), (9), ñîñòîÿùàÿ â îïðåäåëåíèè âåê-

òîðà u u C C R Ri i T T� � � � � �� � � �{ } 1
4

3
2

� ( ) ( )� � , ïðè êîòîðîì ïåðâàÿ êîìïîíåí-

òà y êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Y y T� ( , ) íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85), (86), (93),

(94), (97) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (9), ãäå C v x t C vT T� � � &( ) ( , ) ( ):� �{ }0 .

Îïðåäåëåíèå 16. Ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì u�� îáîáùåííûì ðåøåíèåì

íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (85), (86), (93), (94), (97) íàçûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ

Y y T V� �( , ) , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò òîæäåñòâàì

a y z l u T z( , ) ( , ; )1 1� , t T�( , )0 ,

�
�

�

�

	



�

�

� �c

p

t
z a u T z l z, ( ; , ) ( )2 1 2 1 2 , t T�( , )0 , (98)

( , )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � ,

ãäå ìíîæåñòâà V , V0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 10,

a y z c y z dx r y ziklm lm ik
i k l m

s( , ) ( ) ( ) [ ][

, , ,
1 1

1

3

1� �
�

�� � �

�
s d] �

�
� ,

a u T z k
T

x

z

x
dx

u u
T zij

j ii j
1 2

2

1

3

3 4
2

1
( ; , ) [ ][ ]

,

�
�

�

�

�
�

��
��

�

d Tz d� �

�

� �� 2 2
2

2
2�

� ,

l u T z f z g z c T z d
L iklm lm ik( , ; ) (

~
, ) ( , ) ( )

( )1 1 1 1
2 2

1� � �
�

� � � x u z d

i k l m
N

, , , �
�� ��

1

3

2 12

� �

�,

l u z f z z u z
u

uL L1 2 2 2 1 2
4

3
2 2

2
2 3

2( ; ) ( , ) ( , ) ( , )
( ) ( )

� � � �	
�

� � �
�� �

�

u
z d z d

4
2 2

� �

� � �[ ] .

Ïðè îïðåäåëåíèè ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ un�1 ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (98), (10)

ââåäåì â ðàññìîòðåíèå âåêòîð-ôóíêöèþ
~

(~,
~

)Y y T� , ÿâëÿþùóþñÿ êëàññè÷åñêèì

ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è, çàäàííîé ñèñòåìîé óðàâíåíèé
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x
f

(~ ) ~

1

3

, i �1 3, , ( , )x t T� � ,

c
T

t x
k

T

x
f

ii j
ij

j
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�
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�

�





�

�
�

~ ~

, 1

3

, ( , )x t T� � ,

~y � � , ( , )x t T��1
1 ,

� ij
j

j iy n g

�
� �

1

3

(~ ) , i �1 3, , ( , )x t T��2
1 , (99)

~
T � �0 , ( , )x t T��1

2 ,

k
T

x
n x Tij

j
i

i j

�

�
� � �

�
�

~

cos ( , )
~

, 1

3

� 	, ( , )x t T��2
2 ,

k
T

x
n x u uij

j
i

i j
n n

�

�
� �

�
�

~

cos ( , )

, 1

3

1 1# , ( , )x t T��3
2 ,

[~ ]yN � � , � N n ny u u
0 2 2(~ ) ( )� � � # , ( , )x t T� � ,

[ (~ )]�s y � 0 , �s sy r y' �(~ ) [~ ] , ( , )x t T�� ,

u q u q T u q u qn T n
T

n T n T3 4 3 4~ ~ [
~

]� � � �� � � �# # , ( , )x t T�� ,

[ ]~q
T

� � , ( , )x t T�� ,

ãäå

� � � � �ik ik iklm
l m

lm lmy T y x c y T(~ ) (
~

, ~; ) ( (~ )
~

)

,

� � �
�
�

1

3

,

q k
T u

x
n xT ij

n

j
i

i j

�
�

��
�

( )
cos ( , )

, 1

3

.

Îïðåäåëåíèå 17. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (99) íà-

çûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ
~

(~,
~

)Y y T V� � , êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâîðÿåò

òîæäåñòâàì

a y z l u T z u z dn n N(~, ) ( ,
~

; )1 1 2 12� � � #
�

�,

�
�

�

�

	





�

�



� �c

T

t
z a u T zn

~

, ( ;
~

, )2 1 2 (100)

� �
�

�
�

� �

�l u z
u q u q

u u
p d u zn

n T n T

n n
n1 2

3 4

3 4
1 2( ; ) [ ] ( , )

# #
#

�

�
L2 3

2( )�
,

(
~

, )( ) ( , )cT z cT z2 0 20 � ,

ãäå ìíîæåñòâà V V, 0 îïðåäåëåíû â ðàçä. 10.
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Äëÿ êàæäîãî ïðèáëèæåíèÿ un ðåøåíèÿ u�� ñîïðÿæåííàÿ çàäà÷à èìååò âèä
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�
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kk x
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t x
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x
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j
iklm

i k l m, , , ,1

3

1

3

� ��� � �lm ik ( ) 0 , ( , )x t T� � ,

�
�1

1 0
T

� , � �ij j
j

n( )

�
� �

1

3

0 , i �1 3, , x ��2
1

0\ � , t T�( , )0 ,

� �ij
j

j i n in y u f

�
� � �

1

3

0( ) ( ) , i �1 3, , ( , )x t T�� 0 ,

p
T�1
2 0� , k

p

x
n x pij

j
i

i j

�

�
� �

�
� cos ( , )

, 1

3

� , ( , )x t T��2
2 ,

k
p

x
n xij

j
i

i j

�

�
�

�
� cos ( , )

, 1

3

0 , ( , )x t T��3
2 , (101)

[ ]� N � 0 , { }� �N 0
0( ) ' � , ( , )x t T�� ,

[ ( )]� �s � 0 , � � �s sr' �( ) [ ] , ( , )x t T�� ,

[ ]q p � 0 , q
u u

pp
n n

' �
�

1

1 2

[ ] , ( , )x t T�� ,

p
t T�

� 0 , x ��,

ãäå � � � �ij ijlm lm
l m

c( ) ( )

,

�
�
�

1

3

.

Îïðåäåëåíèå 18. Îáîáùåííûì ðåøåíèåì íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è (101) íà-

çûâàåòñÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ Y p Vd
* ( , ) ,� �� êîòîðàÿ � � �z z z V( , )1 2 0 óäîâëåòâî-

ðÿåò òîæäåñòâàì

a z y u f zn L( , ) ( ( ) , ) ( )� �1 0 1 2 0
� � , t T�( , )0 ,

�
�

�

�

	



�

�

� �c

p

t
z a u p zn, ( ; , )2 2

� �
�

�� c z dxiklm lm ik
i k l m

�� � �( )

, , ,
2

1

3

0

�

, t T�( , )0 ,
(102)

( , )( )cp z T2 0� .

Íà îñíîâàíèè çàäà÷è (102) ñ ó÷åòîì (100), (98) ïîëó÷àåì

� . ��J u y u fu n n

T

n
, ( ( )# 0

0

, ~ ( ) ( )) ( )y u y u dtn n L� � �1 2 0�

� � �
�

��� ��
� �

2 2

0

3 4

3 40

#
# #

u d dt
u q u q

u u
p dn N

T
n T n T

n n

T

� �

� �

[ ] �dt u p dtn L

T

� � ( )
( )

#
�1

0
2 3

2 .

76 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2011, ¹ 3
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[ ] / ( )� �

�
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|| || (
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n
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Íàëè÷èå ïðèáëèæåíèÿ
~� n ãðàäèåíòà �Jun

ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ãðàäèåíòíûå

ìåòîäû (13) äëÿ îïðåäåëåíèÿ ( )n�1 -ãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ u�� çàäà÷è (98), (10).
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