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Êëþ÷åâûå ñëîâà: êëàñòåðèçàöèÿ, ñèíòåç ñèñòåì êëàññèôèêàöèè, ðàñïîçíàâà-
íèå îáðàçîâ, óñëîâèÿ ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé îòäåëèìîñòè è ðàçäåëèìîñòè
ìíîæåñòâ, ïñåâäîîáðàòíûå è ïðîåêöèîííûå ìàòðèöû.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â íàñòîÿùåé ðàáîòå, ÿâëÿþòñÿ ðàçâèòèåì ìåòîäà ñèíòå-
çà ëèíåéíûõ è íåëèíåéíûõ ñèñòåì êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ [1, 2]. Ïðåäëîæåíû
ñïîñîáû è ìåòîäû èíòåðïðåòàöèè ïðîöåññà ñèíòåçà äëÿ ñèñòåìû ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñèãíàëîâ ê îïåðàöèÿì èíâåðñèè, ïñåâäîèíâåðñèè è ïðîåöèðîâàíèÿ ëèíåé-
íûõ è íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîñòàíîâêè çàäà÷ ñèíòåçà ñèñòåì, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â óêàçàííûõ èñòî÷íèêàõ, ïðèìûêàþò ê èäåÿì ìåòîäîâ ÌÃÓÀ [3] è
Support Vector Machine [4]. Èñïîëüçîâàíèå ñðåäñòâ ïñåâäîîáðàùåíèÿ îïåðàöèé
è ðåçóëüòàòîâ ïî ïðåäñòàâëåíèþ èçìåíåíèé ïñåâäîîáðàòíûõ è ïðîåêöèîííûõ
îïåðàöèé ïðè âîçìóùåíèè èñõîäíûõ äàííûõ [5, 6] ïîçâîëèëî ñ íîâîé òî÷êè
çðåíèÿ ðàññìîòðåòü çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà êàê ëèíåéíûõ, òàê è íåëèíåé-
íûõ ñèñòåì, îñóùåñòâëÿþùèõ äèõîòîìíîå ðàçäåëåíèå ñèãíàëîâ èç îáó÷àþùåé
âûáîðêè. Äàëåå ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèòìû è êðèòåðèè ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè è ðàç-
äåëèìîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è íåêîòîðîå îáîá-
ùåíèå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà áåñêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, à òàêæå àëãîðèòìû
îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà íåëèíåéíûõ îïåðàöèé, îáëàäàþùèõ ïàðàëëåëüíîé è ïî-
ñëåäîâàòåëüíîé ñòðóêòóðîé ñ èñïîëüçîâàíèåì áàçîâûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçî-
âàíèé â êëàññ ïîëèíîìîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà. Âûáîð êîíêðåòíîãî ïðèìåðà áàçî-
âûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòåëþ èìåòü áîëåå òî÷íîå ïðåäñòàâëå-
íèå î âîçìîæíîñòÿõ ïðåäëàãàåìûõ ñðåäñòâ.

ÓÑËÎÂÈß ÎÒÄÅËÈÌÎÑÒÈ È ÐÀÇÄÅËÈÌÎÑÒÈ ÒÎ×ÅÊ
Â ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ ÏÐÈÇÍÀÊÎÂ

Èçâåñòíûå óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà òåîðåìû Õà-
íà–Áàíàõà äîïóñêàþò çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ îïåðàöèé ïñåâäîèíâåðñèè ìàòðèö
è îïòèìèçàöèè êâàäðàòè÷íûõ ôîðì êîíñòðóêòèâíîå ðàñøèðåíèå íà êîíå÷íûå
íåâûïóêëûå ìíîæåñòâà, ðàññìàòðèâàåìûå îáû÷íî â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè èí-
ôîðìàöèè. Óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè ìíîæåñòâà ìîæíî çàòåì èíòåðïðåòè-
ðîâàòü â ôîðìå óñëîâèé ëèíåéíîé ðàçäåëèìîñòè äâóõ ìíîæåñòâ ìåæäó ñîáîé.
Íèæå ïðèâåäåì ôîðìóëèðîâêó ýòèõ ñâîéñòâ.

Âíà÷àëå ðàññìîòðèì óñëîâèÿ ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
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Ïðèìåíåíèå ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ, ôóíêöèé è çíà÷åíèé ïîçâîëÿåò îïðåäå-

ëèòü îïòèìàëüíóþ îòäåëÿþùóþ ãèïåðïëîñêîñòü a xopt
T � 1 � �x � :
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Óñëîâèå íàëè÷èÿ ëèíåéíîé ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìíî-
æåñòâ âûòåêàåò èç ðàíåå ïîëó÷åííûõ ðàññóæäåíèé î ëèíåéíîé îòäåëèìîñòè
ìíîæåñòâ è èìååò âèä
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ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÑÈÃÍÀËÎÂ Ñ ÏÀÐÀËËÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó ñèíòåçà ñèñòåìû íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ñ ïàðàëëåëüíîé ñòðóêòóðîé áåçîòíîñèòåëüíî ê èññëåäîâàíèþ

çàäà÷è êëàññèôèêàöèè. Ïóñòü èçâåñòíû çíà÷åíèÿ âõîäíûõ ñèãíàëîâ x j R m( ) ,�
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j n�1, , è âûõîäíûõ ñèãíàëîâ y j R( ) ,� 1 j n�1, . Ïðè ýòîì áóäåì ïðåäïîëàãàòü,

÷òî â êëàññå ëèíåéíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïèñàòü âçàèìîñâÿçü ìåæäó
çíà÷åíèÿìè x j( ) è y j( ) � �j n1, íåâîçìîæíî, ò.å.

y Z
X

J
y

n

T

T

�

	



�

�

 � 0, y y y n� ( ( ), , ( ))1 �

T, X X X n Rm n� � �( ( ) ( ))1 ��� , J Rn
nT � �( , , )1 1� .

Â ðàáîòàõ [5, 6] îïèñàíû ïñåâäîèíâåðñíûå ñðåäñòâà ñèíòåçà íåëèíåéíûõ
òðàíñôîðìàöèé ñîñòîÿíèé âõîäíîãî âåêòîðà x j( ) äëÿ óìåíüøåíèÿ îòêëîíåíèÿ
çíà÷åíèé âûõîäíûõ ñèãíàëîâ � ( )y j ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè îò çàäàííûõ y j( ).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ îñóùåñòâèòü îïòèìàëüíûé âûáîð çíà÷åíèé
äëÿ ïàðàìåòðîâ òåõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé, äëÿ êîòîðûõ è âûïîëíÿþòñÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèå íåëèíåéíûå òðàíñôîðìàöèè.

Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè óêàçàííûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü

èëè ïðîåêöèþ âåêòîðà y íà ëèíåéíóþ îáîëî÷êó âåêòîð-ñòðîê ìàòðèöû
X

Jn
T

�

	



�

�

 , èëè

îñíîâíûå ôàêòîðíûå ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ýòèõ âåêòîð-ñòðîê. Â êà÷åñòâå ïðè-
ìåðà íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûáðàíû â êëàññå ïîëèíîìîâ òðåòüåãî ïîðÿä-
êà. Äëÿ òàêèõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñòðóêòóðà ñèíòåçèðóåìîé ñèñòåìû

ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1. Çäåñü ai , i s�1, , — âåêòîðû, êîìïîíåíòû êîòîðûõ èçíà÷àëü-

íî ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ
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Òîãäà, îãðàíè÷èâàÿñü ïîëèíîìèàëüíûìè ôóíêöèÿìè
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11 .

Åñëè (â ñèëó âûáîðà ñòðóêòóðû) ïðè åñòåñòâåííîì óñëîâèè ëèíåéíîé íåçà-
âèñèìîñòè âåêòîð-ñòîëáöîâ ìàòðèöû B íåîáõîäèìî ìèíèìèçèðîâàòü íåâÿçêó, òî
ïîñëåäîâàòåëüíî ìîæíî îïðåäåëèòü
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Ðèñ. 1
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Ïðè ýòîì äèôôåðåíöèðîâàíèå ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö ïî ïàðàìåòðó óäîáíî
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Êðàòêî âûâîä ôîðìóëû (8) ïðèâîäèòñÿ íèæå, à ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóë (9) è (10) î÷å-

âèäíî ñëåäóåò èç ôîðìóëû (8). Èòàê, ïðè 	 �R 1 èìåþò ìåñòî òàêèå ñîîòíîøåíèÿ:
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Òîãäà âñëåäñòâèå çàâèñèìîñòè ýëåìåíòîâ ìàòðèöû B â ñèñòåìå (7) îò êîìïî-
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Èñïîëüçóÿ ãðàäèåíòíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñðåäñòâà ìèíèìèçàöèè íåâÿçêè ñèñòå-

ìû y Z B a a ys
T T( ( , , ))( ) ( )1 � , çà ñ÷åò âûáîðà çíà÷åíèé a i si( ) , ,�1 , îñóùåñòâëÿ-

åì ôàêòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ñèíòåç ñèñòåìû ñ âûáðàííîé ñòðóêòóðîé ïàðàë-
ëåëüíûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïîíåíò âåêòîðà âõîäíûõ ñèãíàëîâ.

Îïèñàííóþ èäåþ ïàðàëëåëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà âõîä-
íûõ ñèãíàëîâ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ïîñòàíîâêó è ðåøåíèå çàäà÷è ñèíòåçà
íåëèíåéíîé ñèñòåìû ïîëîñíîé ðàçäåëèìîñòè ìíîæåñòâ ïðè êëàññèôèêàöèè ñèã-
íàëîâ â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ. Â òîì ñëó÷àå, åñëè ëèíåéíàÿ ïîëîñíàÿ ðàçäåëè-
ìîñòü èññëåäóåìûõ ìíîæåñòâ íåîñóùåñòâèìà, à çíà÷èò, óñëîâèå (5) íå âûïîëíÿ-
åòñÿ è ïðè ýòîì

min
* *

y D
n n

y Z
X

J
y y

X
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y
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�
�

	






�

�






�T

T

T

T
0 ,

âåêòîð y* ïðèíèìàåòñÿ çà äîïóñòèìûé âûõîä ñèíòåçèðóåìîé íåëèíåéíîé ñèñ-
òåìû è âñå ïàðàëëåëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ îñóùåñòâëÿþòñÿ òàê, êàê îïèñàíî
ðàíåå. Åñòåñòâåííî, â íîâîì ïðîñòðàíñòâå âõîäíûõ ñèãíàëîâ çàäà÷ó ìèíèìèçà-
öèè íåâÿçêè çà ñ÷åò âûáîðà ñëåäóåò ïåðåîïðåäåëèòü, ÷òî, â ñâîþ î÷åðåäü,
óëó÷øèò êà÷åñòâî ñèíòåçèðóåìîé ñèñòåìû.

ÎÏÒÈÌÈÇÀÖÈß ÏÀÐÀÌÅÒÐÎÂ Â ÑÈÑÒÅÌÅ ÊËÀÑÑÈÔÈÊÀÖÈÈ
ÑÈÃÍÀËÎÂ Ñ ÏÎÑËÅÄÎÂÀÒÅËÜÍÎÉ ÑÒÐÓÊÒÓÐÎÉ ÍÅËÈÍÅÉÍÛÕ
ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÜÍÛÕ ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÉ

Â îòëè÷èå îò ðàññìàòðèâàåìîé ðàíåå çàäà÷è ôîðìèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíîé
ñòðóêòóðû íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â ñèñòåìå êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ äà-
ëåå îïèñûâàåòñÿ íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå ñðåäñòâî ïîñëåäîâàòåëüíûõ, èëè
ñóïåðïîçèöèîííûõ, íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé êîìïîíåíò âåêòîðà âõîäíîãî
ñèãíàëà è èíòåðïðåòàöèè çàäà÷è îïòèìàëüíîãî âûáîðà ïàðàìåòðîâ ýòèõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé êàê çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ êîíêðåòíîé ñèñòåìîé ñ äèñêðåò-
íûì àðãóìåíòîì è ìàòðè÷íûì ñîñòîÿíèåì ñèñòåìû äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ åå
àðãóìåíòà. Òàêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîçâîëÿåò ôîðìàëèçîâàòü ðåøåíèå èññëåäóåìîé
çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ñèíòåçèðóåìîé ñèñòåìû êëàññèôèêàöèè ñèãíà-
ëîâ ðàçâèòûìè ñîâðåìåííûìè ÷èñëåííûìè ìåòîäàìè òåîðèè îïòèìàëüíîãî óï-
ðàâëåíèÿ ñ ïðèìåíåíèåì ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñîïðÿæåí-
íûõ ïåðåìåííûõ â ïðîñòðàíñòâå ìàòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé.
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Â ñõåìå ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ïðåäñòàâëåííîé íà
ðèñ. 2, íåëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ � N ( )� ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå ïðèìå-
ðà â òàêîì âèäå:

� k k k k
x k j a x k j a x k j a x k( ( , ) ) ( , ( , ), ( ( , ) ) , ( (

( ) ( ) ( )
� 1 2T T T , )) ) ,( )j u k
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x k j x k j x k j j nm( , ) ( ( , ), , ( , )), ,� �1 1� , k N� �1 1, .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî a k R i i i mm
k( ) , : ,� � �{ }1 ïðåäâàðèòåëüíî âûáðàíû

è èçìåíÿòüñÿ íå áóäóò. Îïòèìèçàöèîííûå ñðåäñòâà âûáîðà ýòèõ ïàðàìåòðîâ
îïèñàíû â ðàáîòàõ [6, 7]. Òîãäà âçàèìîñâÿçü ìåæäó ìàòðèöàìè X k( ) , X k( )�1 ,
ãäå X j x j x j n( ) ( ( , ) ( , ))= 1 �� � � �j n0, , X X x x n( ) ( ( ) ( ))0 1= � �� � , èìååò âèä

ñëåäóþùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèñòåìû óïðàâëåíèÿ ñ ìàòðè÷íûì ñîñòîÿ-
íèåì:
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îçíà÷àåò íåâÿçêó ìåæäó ñèíòåçèðîâàííûì âûõîäîì è çàäàííûì öåëåâûì âû-

õîäîì ñèñòåìû, ò.å. J u y j y j

j

n

( ) | � ( ) ( ) |� �
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1

2.

Ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïî ïîèñêó ïàðàìåòðîâ u k( ) ñ öåëüþ
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (13) äëÿ ñèñòåìû (11), (12) ìîæíî îñóùåñòâèòü èç-

âåñòíûìè âû÷èñëèòåëüíûìè ñðåäñòâàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì grad u J u( ). Â ñâîþ

î÷åðåäü, îïðåäåëåíèå çíà÷åíèÿ grad u J u( ) ñâîäèòñÿ, êàê èçâåñòíî [8], ê äèôôå-

ðåíöèðîâàíèþ ôóíêöèè Ãàìèëüòîíà, êîòîðàÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä
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k
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ãäå �( )k R m n� � — ìàòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû. Ïðè ýòîì
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ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Îïèñàíû ïðèìåíåíèÿ óñëîâèé ëèíåéíîé è íåëèíåéíîé îòäåëèìîñòè è ðàçäåëè-
ìîñòè ìíîæåñòâà òî÷åê â êîíå÷íîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ è îáîáùå-
íèå äàííûõ ðåçóëüòàòîâ íà áåcêîíå÷íîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî. Â ðåçóëüòàòå ïðî-
âåäåííûõ èññëåäîâàíèé âûïîëíåíà ðåàëèçàöèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà ñòðóêòó-
ðû íåëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé çà ñ÷åò ïîñëåäîâàòåëüíûõ è
ïàðàëëåëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ ýòèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïðåäëîæåííûå ìå-
òîäû è àëãîðèòìû îïòèìàëüíîãî ñèíòåçà ñèñòåì ñ òàêîé ñòðóêòóðîé íåëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè ñèãíàëîâ ïðè
ðàñïîçíàâàíèè êîíêðåòíîé èíôîðìàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâûìè è ïåðñïåêòèâíûìè.

Ïî ðåçóëüòàòàì íàñòîÿùåé ðàáîòû ìîæíî êîíñòàòèðîâàòü, ÷òî ïðèìåíåíèå
ñðåäñòâ ñèíãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìàòðèö, ôóíêöèé Ãàìèëüòîíà è óðàâíåíèé
äëÿ ñîïðÿæåííûõ ìàòðè÷íûõ ïåðåìåííûõ â âîçíèêàþùåé ïðè ýòîì çàäà÷å îïòè-
ìèçàöèè ïîçâîëÿåò ñîêðàùàòü êîëè÷åñòâî ïåðåìåííûõ è âû÷èñëèòåëüíûõ îïåðà-
öèé ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíûõ çàäà÷ ñèíòåçà ñèñòåì êëàññèôèêàöèè èíôîðìàöèè.
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