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ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â ýòîì ãîäó èñïîëíÿåòñÿ 50 ëåò ñî âðåìåíè îïóáëèêîâàíèÿ Í.Ç. Øîðîì ðàáî-
òû [1], ê êîòîðîé âîñõîäèò èäåÿ ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè íåãëàä-
êèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé (1962). Òîãäà Íàóìó Çóñåëåâè÷ó èñïîëíèëîñü âñåãî
25 ëåò. Äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííûõ çàäà÷ ê òðàíñïîðòíûì çàäà÷àì â ìàòðè÷-
íîé è ñåòåâîé ôîðìàõ îí ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü ìåòîä ñïóñêà â ïðîñòðàí-
ñòâå ïîòåíöèàëîâ. Âïîñëåäñòâèè ýòîò ìåòîä ïîëó÷èë íàçâàíèå ìåòîäà îáîá-
ùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà (ÎÃÑ). Ìåòîä ÎÃÑ ñíà÷àëà ïðèìåíÿëñÿ äëÿ ìè-
íèìèçàöèè êóñî÷íî-ãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé, ïîÿâëÿþùèõñÿ ïðè ðåøåíèè
òðàíñïîðòíûõ è òðàíñïîðòíî-ïðîèçâîäñòâåííûõ çàäà÷, à çàòåì äëÿ êëàññà ïðî-
èçâîëüíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé è çàäà÷ âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïîñëå-
äóþùèå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäà ÎÃÑ äàëè ðÿä ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ îïòè-
ìèçàöèè íåãëàäêèõ (íåäèôôåðåíöèðóåìûõ) ôóíêöèé, êîòîðûå ñóùåñòâåííî ïî-
âëèÿëè íà ðàçâèòèå ëèíåéíîãî, íåëèíåéíîãî, äèñêðåòíîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ïîñâÿùåíà 75-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ Íàóìà Çóñåëåâè÷à
Øîðà. Â íåé àêöåíò ñäåëàí íà òðåõ åãî âàæíåéøèõ èäåÿõ: îáîáùåííîì ãðàäèåíò-
íîì ñïóñêå (1962), èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà äëÿ óëó÷øåíèÿ îáóñëîâëåííîñòè îâðàæíûõ ôóíêöèé (1969), äâîé-
ñòâåííîì ïîäõîäå ê ïîëó÷åíèþ è óòî÷íåíèþ îöåíîê â íåâûïóêëûõ êâàäðàòè÷-
íûõ ìîäåëÿõ (1985). Íà îñíîâå ïåðâûõ äâóõ èäåé ïîëó÷åí ðÿä ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ â íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè [2], êîòîðàÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíûé ðàçäåë
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñôîðìèðîâàëàñü â êîíöå ïðîøëîãî âåêà. Íà
îñíîâå òðåòüåé èäåè ïîëó÷åí ðÿä âàæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ìíîãîýêñòðåìàëüíîé
îïòèìèçàöèè è òåîðèè ãðàôîâ [3].

Ïðåäëîæåííûé Í.Ç. Øîðîì â [1] àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ìèíèìèçèðîâàòü
âûïóêëûå ôóíêöèè ñ ðàçðûâíûì ãðàäèåíòîì, ïðèîáðåë áîëüøóþ çíà÷èìîñòü
â ñèëó ìíîãî÷èñëåííûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé. Èìåííî ñ íåãî íà÷àëîñü ïëà-
íîìåðíîå èññëåäîâàíèå ìåòîäà îáîáùåííîãî ãðàäèåíòíîãî ñïóñêà, êîòîðûé ïî-
ëó÷èë â äàëüíåéøåì íàçâàíèå ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà [4]. Äî òîãî âðåìåíè âîï-
ðîñû ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé íå ïðèâëåêàëè áîëüøîãî âíèìàíèÿ ìàòå-
ìàòèêîâ, à ðàññìàòðèâàëèñü ëèøü ýïèçîäè÷åñêè (íàïðèìåð, â òåîðèè
÷åáûøåâñêèõ ïðèáëèæåíèé, â òåîðèè ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ). Ðàçâèòèå âû÷èñëè-
òåëüíîé òåõíèêè, ñâÿçàííîå ñ øèðîêèì ðàñïðîñòðàíåíèåì ýëåêòðîííûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ ìàøèí (ÝÂÌ), ñòèìóëèðîâàëî èíòåðåñ ê ïðîáëåìàì îïòèìèçàöèè. Îíî
ïðèâåëî ê áóðíîìó ðàçâèòèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òàê êàê, ñ îä-
íîé ñòîðîíû, äàâàëî âîçìîæíîñòü ðåàëèçîâûâàòü ñëîæíûå àëãîðèòìû è ðåøàòü
çàäà÷è âûñîêîé ðàçìåðíîñòè, âñòðå÷àþùèåñÿ íà ïðàêòèêå; ñ äðóãîé ñòîðîíû,
ïîÿâèëàñü âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü â êîðîòêèå ñðîêè ïðîâåðêó ýôôåêòèâíîñòè
íîâûõ ìåòîäîâ è àëãîðèòìîâ.

Î ñóòè ïðîáëåì, ñâÿçàííûõ ñ ìèíèìèçàöèåé íåäèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíê-
öèé, è î âêëàäå Í.Ç. Øîðà â èõ ðàçðåøåíèå çàìå÷àòåëüíî íàïèñàë Á.Ò. Ïîëÿê [5]:
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«Îñíîâíûå àëãîðèòìû ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé — ãðàäèåíòíûé è Íüþòî-
íà — áûëè ïîñòðîåíû íà èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé è êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìà-
öèè ôóíêöèè, çàäàâàåìîé ïåðâûìè ÷ëåíàìè ðÿäà Òåéëîðà. Îäíàêî äëÿ íåäèôôå-
ðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ýòà èäåÿ íåïðèìåíèìà — òàêàÿ ôóíêöèÿ íå ìîæåò áûòü
õîðîøî àïïðîêñèìèðîâàíà íè ëèíåéíîé, íè êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèÿìè... Ïîýòîìó
ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ íî-
âûõ èäåé. Îäíà èç íèõ, ïðèíàäëåæàùàÿ Í.Ç. Øîðó, âûãëÿäèò íåñêîëüêî íåîæè-
äàííî. Ïèøåòñÿ ïðÿìîé àíàëîã ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñ çàìåíîé ãðàäèåíòà íà
ïðîèçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò g xf ( ) ôóíêöèè f x( ) :

x x g xk k k f k� � �1 � ( ) . (1)

... Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ìåòîäå (1) íå ìîãóò óáûâàòü ìîíîòîííî. Îêàçûâàåòñÿ,
îäíàêî, ÷òî ïðè ýòîì ìîíîòîííî óáûâàåò äðóãàÿ ôóíêöèÿ — ðàññòîÿíèå äî
òî÷êè ìèíèìóìà, è â ýòîì-òî çàêëþ÷àåòñÿ îñíîâíàÿ èäåÿ ñóáãðàäèåíòíîãî ìå-
òîäà (1).»

Àíàëèçó ïåðâîé èäåè Øîðà (1962) ìû ïîñâÿòèì ñëåäóþùèé ðàçäåë, ãäå ïðè-
âåäåì ðÿä ðåçóëüòàòîâ ïî ñóáãðàäèåíòíîìó ìåòîäó (ìåòîäó îáîáùåííîãî ãðàäè-
åíòíîãî ñïóñêà) è óêàæåì íà èõ ñâÿçü ñ äðóãèìè èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè.

1. ÑÓÁÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÉ ÌÅÒÎÄ

Ïóñòü f x( ) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå

E n , X * — ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ (êîòîðîå ìîæåò áûòü è ïóñòûì),

x X* *� — òî÷êà ìèíèìóìà; inf
x E n

f x f
�

�( ) * ; g xf ( ) — ñóáãðàäèåíò (ïðîèç-

âîëüíûé) ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x .
Îïðåäåëåíèå 1. Ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x íàçûâà-

åòñÿ âåêòîð g xf ( ) , óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâó

f x f x g x x x x Ef
n( ) ( ) ( ( ), )� � � �äëÿ âñåõ . (2)

Çäåñü ( , )� � — ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ èç E n . Åñëè f x( ) — íåïðå-

ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êå x , òî ñóáãðàäèåíò g xf ( ) îïðåäåëÿåòñÿ îäíî-
çíà÷íî è ñîâïàäàåò ñ �f x( ) — ãðàäèåíòîì ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå x. Â òî÷êàõ
íåãëàäêîñòè ôóíêöèè f x( ) ñóáãðàäèåíò g xf ( ) îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Èç íåðàâåíñòâà (2) ñëåäóåò, ÷òî åñëè f x f x( ) ( )	 , òî ñóáãðàäèåíò g xf ( )
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

( ( ), )� � 
g x x xf 0 . (3)

Ãåîìåòðè÷åñêè ôîðìóëà (3) îçíà÷àåò, ÷òî àíòèñóáãðàäèåíò â òî÷êå x îáðàçóåò
îñòðûé óãîë ñ ïðîèçâîëüíûì íàïðàâëåíèåì, ïðîâåäåííûì èç òî÷êè x â òî÷êó x

ñ ìåíüøèì çíà÷åíèåì f x( ) . Îòñþäà åñëè X * íåïóñòî è x X� * , òî ïðè ñäâè-

ãå èç òî÷êè x â íàïðàâëåíèè �g xf ( ) ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì øàãîì ðàññòîÿíèå

äî X * óáûâàåò. Ýòîò ïðîñòîé ôàêò ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé èäååé ñóáãðàäèåíò-
íîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé, è èìåííî î íåì èäåò ðå÷ü
â ïðèâåäåííîé âûøå öèòàòå Á.Ò. Ïîëÿêà.

Îïðåäåëåíèå 2. Ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäîì íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîå-

íèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }xk k�
�

0 ïî ïðàâèëó

x x h
g x

g x
k k k

f k

f k
� � �1

( )

|| ( ) ||
, k � 0 1 2, , ,� , (4)

ãäå x0 — íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, hk — øàãîâûé ìíîæèòåëü, g xf k( ) — ïðî-
èçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xk . Åñëè g xf k( ) � 0 , òî xk ÿâ-
ëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) è ïðîöåññ (4) îñòàíàâëèâàåòñÿ.
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Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò î ñõîäèìîñòè ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñâÿçàí ñ êëàñ-
ñè÷åñêèìè óñëîâèÿìè ðåãóëèðîâêè øàãà è ñîäåðæèòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå [2].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f x( ) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ ñ îãðàíè÷åííîé îáëàñòüþ ìè-

íèìóìîâ X * , { }hk k�
�

0 — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë, îáëàäàþùàÿ ñâîéñòâàìè

h h hk
k

k k

k


 � � ��

� �

�

�0 0

0

; lim ; .

Òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }xk k�
�

0 , ïîëó÷åííàÿ ïî ôîðìóëå (4), ïðè ïðîèçâîëü-

íîì x E n
0 � îáëàäàåò îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñâîéñòâ: ëèáî íàéäåòñÿ òàêîå k k� * ,

÷òî x X
k*

*� , ëèáî lim min || ||
*k x X

kx x

� �

� � 0 , lim ( ) min ( ) *

k
k

x E
f x f x f

n
� �
� � . �

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ÿðêèõ ðåçóëüòàòîâ ïðèìåíåíèÿ èäåè Øî-
ðà (1962). Íå ìåíåå ÿðêèì ðåçóëüòàòîì ïðèìåíåíèÿ ýòîé æå èäåè ÿâëÿåòñÿ ïðåä-
ëîæåííûé Á.Ò. Ïîëÿêîì ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä

x x h
g x

g x
k k k

f k

f k
� � �1

* ( )

|| ( ) ||
, h

f x f

g x
k

k

f k

*
*( )

| | ( )| |
�

�
, k � 0 1 2, , ,� , (5)

ãäå ðåãóëèðîâêà øàãà èñïîëüçóåò àïðèîðíîå çíàíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â òî÷êå

ìèíèìóìà [5]. Çäåñü øàãîâûé ìíîæèòåëü hk
* çàäàåò âåëè÷èíó ìàêñèìàëüíîãî

ñäâèãà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà, ïðè êîòîðîì óãîë
ìåæäó àíòèñóáãðàäèåíòîì è íàïðàâëåíèåì èç òî÷êè xk�1 â òî÷êó ìèíèìóìà

áóäåò íåòóïûì. Ýòî ãàðàíòèðóåò óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî ìíîæåñòâà X * íà
êàæäîé èòåðàöèè ìåòîäà (5).

Âåëè÷èíó hk
* íàçûâàþò øàãîì Ïîëÿêà èëè øàãîì Àãìîíà–Ìîöêèíà–Øåí-

áåðãà [6]. Ýòîò øàã òåñíî ñâÿçàí ñ ðåçóëüòàòàìè È.È. Åðåìèíà î ñõîäèìîñòè èòå-
ðàöèîííûõ ìåòîäîâ àïïðîêñèìàöèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì êâàçèñæèìàåìîñòè (ôåéåðîâîñòè). Ñâîéñòâî ôåéåðîâ-
ñêèõ îïåðàòîðîâ ìîæíî ñ÷èòàòü àíàëîãîì óìåíüøåíèÿ ðàññòîÿíèÿ äî ìíîæåñòâà

X * â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå. Ïîäðîáíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ ïî èòåðàöèîí-
íûì ïðîöåññàì ôåéåðîâñêîãî òèïà äàíî â [7].

Èìååòñÿ íåñêîëüêî âàðèàíòîâ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 èëè åå àíàëîãà äëÿ
ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà â ôîðìå (1). Âñå îíè îñíîâàíû íà èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè �� k k} �
�

0 , ãäå � k
x X

kx x� �
�
min || ||

*
. Íàèáîëåå îáùèé ðåçóëüòàò

(äëÿ ñëó÷àÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå,
êîãäà ìèíèìèçàöèÿ ïðîèçâîäèòñÿ ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé) ïîëó÷åí Á.Ò. Ïîëÿ-
êîì (Äîêëàäû ÀÍ CÑÑÐ, 1967, ¹ 1). Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ êîíå÷íîìåðíî-
ãî ñëó÷àÿ ïîëó÷åí Þ.Ì. Åðìîëüåâûì (Êèáåðíåòèêà, 1966, ¹ 4). Îáà óêàçàííûõ
ðåçóëüòàòà èñïîëüçóþò ïðèíöèï äîêàçàòåëüñòâà îò ïðîòèâíîãî è íå ñîäåðæàò
êîíñòðóêòèâíûõ ìåõàíèçìîâ èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ íà ñïåöèàëüíûå êëàññû âûïóê-
ëûõ ôóíêöèé.

Êîíñòðóêòèâíûé ìåõàíèçì ñîäåðæèò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1, ïðèíàäëå-
æàùåå Í.Ç. Øîðó (Òðóäû I Çèìíåé øêîëû ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâà-
íèþ, 1969, Äðîãîáû÷). Îíî èñïîëüçóåò âñïîìîãàòåëüíûé ðåçóëüòàò î ñâîéñòâå
ñóáãðàäèåíòíîãî ïðîöåññà ñ ïîñòîÿííûì øàãîì [2].

Ëåììà 1. Ïóñòü â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå (4) èñïîëüçóåòñÿ ðåãóëèðîâêà

øàãà h hk � , h
 0 , äëÿ âñåõ k � 0 1, , � Òîãäà äëÿ ëþáîãî �
 0 è x X* *� íàéäóòñÿ

òàêèå k k� * è x En� , ÷òî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî

f x f x
k

( ) ( )*� , ïðè÷åì || || ( )*x x
h

� 	 �
2

1 � . �
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Ëåììà 1 ãàðàíòèðóåò óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî òî÷åê îáëàñòè ìèíèìóìîâ
òîëüêî â ñëó÷àå äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ðàññòîÿíèÿ îò ìíîæåñòâà ìèíèìóìîâ äî
òî÷åê xk . Îäíàêî ñ ïîìîùüþ ýòîé ëåììû ìîæíî îáîñíîâàòü ñõîäèìîñòü ñóáãðà-
äèåíòíîãî ìåòîäà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ ìèíèìèçè-
ðóåìîé ôóíêöèè. Òàê, íàïðèìåð, åñëè ìíîæåñòâî ìèíèìóìîâ ñîäåðæèò ñôåðó
ðàäèóñà r h
 / 2 , òî ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ ïîñòîÿííûì øàãîì h ãàðàíòèðóåò

íàõîæäåíèå òàêîãî k *, ÷òî x X
k*

*� .

Ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ ôóíêöèè
f x( ) áûëè ïîëó÷åíû ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû, ñõîäÿùèåñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïðîãðåññèè [2].

Òåîðåìà 2. Ïóñòü f x( ) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ íà E n , è äëÿ

âñåõ x E n� ïðè íåêîòîðîì � � �( / )0 2� 	 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

( ( ), ( )) cos || ( ) || || ( ) ||* *g x x x x g x x x xf f� � � �� , (6)

ãäå x x* ( ) — òî÷êà, ïðèíàäëåæàùàÿ ìíîæåñòâó ìèíèìóìîâ ôóíêöèè f x( ) è

ëåæàùàÿ íà êðàò÷àéøåì ðàññòîÿíèè îò x . Òîãäà åñëè ïðè çàäàííîì x0 âû-
áðàòü âåëè÷èíó h0 , óäîâëåòâîðÿþùóþ íåðàâåíñòâó

h
x x x

x x x
0

0 0

0 0

4 2

2
�

� � 	

�

|| ( ) || cos , / / ,

|| ( ) || / ( cos

*

*

� � � �

� � �), / ,0 4� 	

�
�
�

îïðåäåëèòü { }hk k�
�

0 â ñîîòâåòñòâèè ñ ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé

h h rk k� �1 ( )� , k � 0 1 2, , , � ,

ãäå

r( )
sin , / / ,

/ ( cos ), / ,
�

� � � �
� � �

� � 	
� 	

�
�
�

4 2

1 2 0 4

è âû÷èñëèòü { }xk k�
�

1 ïî ôîðìóëå (4), òî ëèáî ïðè íåêîòîðîì k * èìååì

g xf k
( )* � 0 è x

k* ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ìèíèìóìîâ, ëèáî ïðè âñåõ
k � 0 1 2, , , � âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|| ( ) ||
/ cos , / / ,

cos , / .

*x x x
h

h
k k

k

k

� �
� 	

� � 	

� � � � �

� � �

4 2

2 0 4
�
� �

Òàêèì îáðàçîì, åñëè óãîë � çàðàíåå èçâåñòåí, òî, ðåãóëèðóÿ øàã ïî ôîðìó-
ëàì òåîðåìû 2, ìîæíî ïîëó÷èòü ñõîäèìîñòü ê ìèíèìóìó ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè-
÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì q r� ( )� . Â ôîðìóëå (6) âåëè÷èíà cos � õà-
ðàêòåðèçóåò ñòåïåíü âûòÿíóòîñòè ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ ôóíêöèè f x( ) . Åñëè â
íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) íå ñóùåñòâóåò òàêîãî óãëà
� �	 / 2 , ÷òî äëÿ ëþáîãî x èç ýòîé îêðåñòíîñòè âûïîëíÿåòñÿ (6), òî òàêóþ ôóíê-
öèþ íàçûâàþò ñóùåñòâåííî îâðàæíîé. Ïðè ìèíèìèçàöèè ñóùåñòâåííî îâðàæ-
íûõ ôóíêöèé ïðèâåäåííûé â òåîðåìå 2 ñïîñîá ðåãóëèðîâêè øàãîâûõ ìíîæèòå-
ëåé íåïðèìåíèì. Â ýòîì ñëó÷àå ñëåäóåò èñïîëüçîâàòü óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá
âûáîðà øàãîâûõ ìíîæèòåëåé, óêàçàííûé â òåîðåìå 1.

Îñîáî ñëåäóåò âûäåëèòü ñõîäÿùèéñÿ cî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåñ-
ñèè âàðèàíò ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, ãäå øàãîâûé ìíîæèòåëü îñòàåòñÿ â òå÷åíèå
îïðåäåëåííîãî ÷èñëà èòåðàöèé ïîñòîÿííûì, à çàòåì óìåíüøàåòñÿ â äâà ðàçà [2].

Òåîðåìà 3. Ïóñòü âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f x( ) îïðåäåëåíà íà E n , x * — åäèí-

ñòâåííàÿ òî÷êà ìèíèìóìà f x( ) è çàäàíû íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå x0 è ÷èñëà � è

h0 , ïðè÷åì � � 2 , h x x0 0� �|| || /* � . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
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Y y y x h� � �{ : || || }* � 0

è ïóñòü äëÿ ëþáîé ïàðû òî÷åê x , z Y� òàêîé, ÷òî f x f z f x( ) ( ) ( )*� � , âû-

ïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

|| || || ||* *x x z x� � �� .

Ðàññìîòðèì ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä (4), ãäå h hk
k N� � � � �

0 2 / . Çäåñü � �a —

öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a . Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì h0 è N � �3 12� âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî

|| ||*x x hk k� � 2� , k � 0 1 2, , , � �

Òåîðåìà 3 ñôîðìóëèðîâàíà â òåðìèíàõ, õàðàêòåðèçóþùèõ ñòåïåíü «âûòÿíó-
òîñòè» ïîâåðõíîñòåé óðîâíÿ, è ëåãêî âèäåòü, ÷òî ÷åì áîëüøå �, òåì ìåíüøåé áó-
äåò ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà.

Ñòóïåí÷àòàÿ ðåãóëèðîâêà øàãà (êàê â òåîðåìå 3) áûëà òåì ïåðâûì ñïîñîáîì
ðåãóëèðîâêè øàãà â ñóáãðàäèåíòíîì ìåòîäå, êîòîðóþ â 1962 ã. Í.Ç. Øîð ïðèìå-
íèë ïðè ðåøåíèè òðàíñïîðòíîé çàäà÷è â ñåòåâîé ôîðìå [1]. Âûïîëíÿëîñü ýòî íà
ìàøèíå Ì-20, äëÿ êîòîðîé Ñ.Â. Áðàíîâèöêàÿ ñîñòàâèëà ïðîãðàììó. Ïðîãðàììà
èìåëà 150 êîìàíä. Îäíà èç çàäà÷ îáúåìîì 23 467� ðåøàëàñü ïðèáëèçèòåëüíî
80 ìèí, çàäà÷à îáúåìîì 90 243� ðåøàëàñü 35 ìèí. Àíàëèç ðàñ÷åòîâ ïîêàçàë, ÷òî
îòêëîíåíèÿ ïî ñòîèìîñòè îò îïòèìàëüíîãî ïëàíà íå ïðåâûøàþò 0.2–03%. Ýòè
ðàñ÷åòû íà ãîäû âïåðåä îïðåäåëèëè ìîäåëè áëî÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî è íåëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè (õàðàêòåðèçóþòñÿ áëî÷íîé ñòðóê-
òóðîé ìàòðèöû îãðàíè÷åíèé è ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì ÷èñëîì ñâÿçåé ìåæäó
áëîêàìè), äëÿ êîòîðûõ Í.Ç. Øîð âìåñòå ñ ó÷åíèêàìè ðàçðàáàòûâàë àëãîðèòìû
ðåøåíèÿ íà îñíîâå ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ.

Ñòóïåí÷àòàÿ ðåãóëèðîâêà øàãà, êàê è â òåîðåìå 3, áûëà èñïîëüçîâàíà
â 1967 ã. Í.Ç. Øîðîì è Ì.Á. Ùåïàêèíûì ïðè ïîñòðîåíèè (íà îñíîâå ñóáãðàäè-
åíòíîãî ìåòîäà) àëãîðèòìà ðåøåíèÿ äâóõýòàïíîé çàäà÷è ñòîõàñòè÷åñêîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ. Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñî ñòóïåí÷àòîé ðåãóëèðîâêîé øàãà äëÿ ìå-
òîäà ÎÃÑ, îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè è ñåé÷àñ. Òàê, íàïðèìåð, â íåäàâíåé ðàáîòå
Å.À. Íóðìèíñêîãî [8] äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ôåéåðîâñêèõ ïðîöåññîâ ñ îáùåé
àäàïòèâíîé ñõåìîé óïðàâëåíèÿ øàãîâûìè ìíîæèòåëÿìè. Îíà ñâÿçàíà ñî ñòóïåí-
÷àòîé ðåãóëèðîâêîé øàãà, ãäå øàãîâûé ìíîæèòåëü óìåíüøàåòñÿ â íåñêîëüêî ðàç
íå ÷åðåç ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé, à îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè ðå-
øåíèåì âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ âåêòîðà ìèíèìàëüíîé äëèíû
â âûïóêëîé îáîëî÷êå íàêîïëåííûõ ðàíåå âåêòîðîâ (ñóáãðàäèåíòîâ).

Íàèáîëåå èíòåíñèâíî èññëåäîâàíèÿ ïî ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäàì â Èíñòèòó-
òå êèáåðíåòèêè ïðîâîäèëèñü â 60–70 ãîäû ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ. Ïàðàëëåëüíî îíè
ïðîâîäèëèñü ó÷åíûìè èç äðóãèõ íàó÷íûõ öåíòðîâ ÑÑÑÐ, íàïðèìåð È.È. Åðåìè-
íûì (Ñâåðäëîâñê) è Á.Ò. Ïîëÿêîì (Ìîñêâà) äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàòû ïî ñóáãðà-
äèåíòíûì ìåòîäàì, ïîëó÷åííûå â ÑÑÑÐ, âûçâàëè îãðîìíûé èíòåðåñ çà ðóáåæîì
[9], êîãäà â íèõ óâèäåëè êëþ÷ ê ðåøåíèþ çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Òàê, íà-
ïðèìåð, èñïîëüçîâàíèå ñõåì äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ áëî÷íûõ çàäà÷ ëèíåéíî-
ãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèâîäèò ê ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèì çàäà-
÷àì ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ ôóíêöèé îò ñâÿçûâàþùèõ ïåðåìåííûõ èëè îò ìíî-
æèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ñâÿçûâàþùèõ îãðàíè÷åíèé. Öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè
ðåøåíèè áëî÷íûõ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñûãðàëè óñêîðåííûå
âàðèàíòû ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

Îòìåòèì, ÷òî cóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû îñòàþòñÿ àêòóàëüíûìè è â íàñòîÿùåå
âðåìÿ. Òàê, íåñìîòðÿ íà îãðîìíîå áûñòðîäåéñòâèå è çíà÷èòåëüíóþ îïåðàòèâíóþ
ïàìÿòü ñîâðåìåííûõ êîìïüþòåðîâ, âñåãäà íàéäóòñÿ çàäà÷è ñ òàêèì êîëè÷åñòâîì
ïåðåìåííûõ, äëÿ êîòîðûõ îíè ÿâëÿþòñÿ åäèíñòâåííûì ïóòåì èõ ðåøåíèÿ. Êðîìå
òîãî, ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñïîñîá óñêîðåíèÿ ìåòî-
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äîâ ïî òèïó ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà, åñëè âçàìåí îäíîé êîîðäèíàòû ðàññìàòðè-
âàòü ãðóïïó êîîðäèíàò, çàôèêñèðîâàâ îñòàëüíûå. Ìåòîäû ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñ-
êà, íàïðèìåð, ïðîïàãàíäèðóþòñÿ Þ.Å. Íåñòåðîâûì, êàê ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ê
ðåøåíèþ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ «ñâåðõâûñîêèõ» ðàçìåðîâ [10].

2. CÓÁÃÐÀÄÈÅÍÒÍÛÅ ÌÅÒÎÄÛ Ñ ÐÀÑÒßÆÅÍÈÅÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÀ

Ïðè ðåøåíèè ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû îêàçàëèñü ìåäëåííî
ñõîäÿùèìèñÿ, ÷òî ïðèâåëî ê íåîáõîäèìîñòè ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå
áûëè áû ýôôåêòèâíûìè ïðè ìèíèìèçàöèè îâðàæíûõ âûïóêëûõ ôóíêöèé.
Çäåñü öåíòðàëüíóþ ðîëü ñûãðàëà âòîðàÿ âàæíàÿ èäåÿ Í.Ç. Øîðà (1969). Îíà
ñâÿçàíà c ïðèìåíåíèåì ëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàí-
ñòâà äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè â ïðåîáðàçîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ è âîñõîäèò ê ðàáîòå Í.3. Øîðà è Â.È. Áèëåöêîãî [11].
Cóòü èäåè Øîðà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Ïóñòü íà k-é èòåðàöèè ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ïðîâîäèòñÿ çàìåíà ïåðåìåí-
íûõ x B yk� , ãäå Bk — íåîñîáåííàÿ n n� -ìàòðèöà (ò.å. ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ìàò-

ðèöà A Bk k
� �1). Ñóáãðàäèåíò âûïóêëîé ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xk óäîâëåòâîðÿåò

íåðàâåíñòâó
f x f x g x x x x Ek f k k

n( ) ( ) ( ( ), )� � � � � ,

îòêóäà, îñóùåñòâëÿÿ çàìåíó ïåðåìåííûõ x B yk� , ïîëó÷àåì

� �( ) ( ) ( ( ), )y y B g x y y y Ek k
T

f k k
n� � � � � .

Âåêòîð g y B g xk k
T

f k� ( ) ( )� óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

� � �( ) ( ) ( ( ), )y y g y y y y Ek k k
n� � � � �

è ÿâëÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòîì âûïóêëîé ôóíêöèè �( ) ( )y f B yk� â òî÷êå
y A xk k k� ïðåîáðàçîâàííîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ y A xk� .

Ïóñòü ê ôóíêöèè �( )y ïðèìåíÿåòñÿ ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä, ãäå hk — øàãî-
âûé ìíîæèòåëü â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà. Â ïðåîáðàçî-
âàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ y A xk� ýòîò ìåòîä èìååò âèä

y y h
g y

g y
y h

B g x

B g x
k k k

k

k
k k

k
T

f k

k
T

f

� � � � �1
�

�

( )

|| ( ) ||

( )

|| ( k ) ||
(7)

è, ñëåäîâàòåëüíî, î÷åðåäíîå ïðèáëèæåíèå x B yk k k� ��1 1 áóäåò ïîëó÷åíî ïî
ôîðìóëå

x B y h B
B g x

B g x
x h B

B g
k k k k k

k
T

f k

k
T

f k

k k k
k
T

f
� � � � �1

( )

|| ( ) ||

(x

B g x

k

k
T

f k

)

|| ( ) ||
. (8)

Ôîðìóëû (7) è (8) ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè â èäåå Øîðà (1969). Î÷åâèäíî,
÷òî åñëè èõ äîïîëíèòü ïðàâèëîì ðåêóððåòíîãî ïåðåñ÷åòà ìàòðèöû
B B Tk k k� �1 , òî ïîëó÷èì íàãëÿäíóþ èíòåðïðåòàöèþ ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñ
ïîñëåäîâàòåëüíûì (îò îäíîé èòåðàöèè ê äðóãîé) ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
ïåðåìåííûõ. Åñëè ìàòðèöû Tk âûáèðàòü òàê, ÷òîáû ïîâåðõíîñòü îâðàæíîé ôóíê-
öèè â î÷åðåäíîì ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ còàíîâèëàñü ìåíåå
îâðàæíîé, òî òàêîé ìåòîä îêàæåòñÿ ýôôåêòèâíåå, ÷åì ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä.

Ïóñòü x0 — íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, B0 — íåîñîáåííàÿ n n� -ìàòðèöà. Òîã-
äà ñóáãðàäèåíòíûé ìåòîä ñ ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
ïåðåìåííûõ èìååò âèä

x x h B
B g x

B g x
k k k k

k
T

f k

k
T

f k

� � �1

( )

|| ( )||
, B B Tk k k� �1 , k � 0 1, , � , (9)
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ãäå hk — øàãîâûé ìíîæèòåëü, Tk — n n� -ìàòðèöà, g xf k( ) — ïðîèçâîëüíûé
ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xk .

Ìåòîä (9) ïðèíÿòî íàçûâàòü B-ôîðìîé ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñ ïðåîáðàçî-
âàíèåì ïðîñòðàíñòâà; íà êàæäîé åãî èòåðàöèè êîððåêòèðóåòñÿ ìàòðèöà, ñâÿçàí-
íàÿ ñ çàìåíîé ïåðåìåííûõ y Bx� . Åãî ìîæíî çàïèñàòü â H-ôîðìå (ïî òèïó ìåòî-

äîâ ïåðåìåííîé ìåòðèêè) ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷íîé ìàòðèöû H B Bk k k
T� . Åñëè

ìàòðèöû T T Tk0 1 1, , ,� � — íåîñîáåííûå è âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ f x( ) — íåïðåðûâíî
äèôôåðåíöèðóåìà, �f xk( ) — åå ãðàäèåíò â òî÷êå xk , òî íàïðàâëåíèå

� � � � �B B f x H f xk k
T

k k k( ) ( ) âñåãäà åñòü íàïðàâëåíèåì ñïóñêà, ò.å. íàïðàâëåíèåì

óáûâàíèÿ ôóíêöèè f x( ) . Ìåòîä (9) â B-ôîðìå èëè åãî àíàëîã â H-ôîðìå
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì èçëîæåíèåì âòîðîé èäåè Øîðà.

Â 1969–1971 ãã. ïîä ðóêîâîäñòâîì Í.Ç. Øîðà ïîñòðîåíû äâà ñåìåéñòâà ñóá-
ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ, êîòîðûå ðàçëè-
÷àþòñÿ âûáîðîì íàïðàâëåíèÿ ðàñòÿæåíèÿ. Â èõ îñíîâå ëåæèò îïåðàòîð ðàñòÿæå-
íèÿ ïðîñòðàíñòâà, êîòîðûé â ìàòðè÷íî-âåêòîðíîé ôîðìå èìååò âèä

R I n
T

	 
 	 

( ) ( )� � �1 , 
�E n , || ||
 �1 , 	 
1 ,

ãäå ( )� T îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå, I n — åäèíè÷íàÿ n n� -ìàòðèöà, 	 — êîýô-

ôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà, 
 — íàïðàâëåíèå ðàñòÿæåíèÿ. Ïîäðîáíî
ñâîéñòâà îïåðàòîðà R	 
( ) èçëîæåíû â ìîíîãðàôèè [2].

Ïðè îïèñàíèè àëãîðèòìîâ â B-ôîðìå (íà êàæäîé èòåðàöèè êîððåêòèðóåòñÿ
ìàòðèöà Bk ) èñïîëüçóåòñÿ îïåðàòîð

R R I n
T

� 	
 
 � 

( ) ( ) ( )� � � ��1 1 , �
	

� 	
1

1 .

Îïåðàòîð R � 
( ) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíûì ê îïåðàòîðó ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà R	 
( ) ,
è â ìåòîäàõ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ îí îáåñïå÷èâàåò ïåðåñ÷åò

ìàòðèöû Bk�1 çà 2 2n àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé óìíîæåíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî,

B B R B I B Bk k k n
T

k k
T

� � � � � � � �1 1 1� 
 � 

 � 
 
( ) ( ( ) ) ( )( ) ,

îòêóäà ëåãêî âèäåòü, ÷òî âû÷èñëåíèå âåêòîðà � 
� Bk òðåáóåò n2 óìíîæåíèé è

ñòîëüêî æå óìíîæåíèé òðåáóåò ïîñòðîåíèå îäíîðàíãîâîé ìàòðèöû �
T .

Â ïåðâîì ñåìåéñòâå ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ èñïîëüçóåòñÿ îïåðàöèÿ ðàñòÿ-
æåíèÿ ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà. B-ôîðìó ýòîãî ñåìåéñòâà ìåòî-
äîâ ìîæíî îïèñàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäîì ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â
íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà íàçûâàåòñÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-

ñòåé { }xk k�
�

0 è { }Bk k�
�

0 ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

x x h Bk k k k k� � �1 
 , B B Rk k kk� �1 � 
( ) , k � 0 1 2, , , � , (10)

ãäå


k
k
T

f k

k
T

f k

B g x

B g x
�

( )

|| ( ) ||
, �

	
k

k

� 	
1

1 . (11)

Çäåñü x0 — íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, B I n0 � — åäèíè÷íàÿ n n� -ìàòðèöà,

hk — øàãîâûé ìíîæèòåëü, 	 k — êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà,

g xf k( ) — ïðîèçâîëüíûé ñóáãðàäèåíò ôóíêöèè f x( ) â òî÷êå xk . Åñëè

g xf k( ) � 0 , òî xk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) è ïðîöåññ

(10), (11) îñòàíàâëèâàåòñÿ.
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Ïåðâûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî, âûáèðàÿ 	 k � 2 è hk � const , äëÿ ìíî-

ãèõ ïðèìåðîâ âûïóêëûõ îâðàæíûõ ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü õîðîøèå ðåçóëüòà-

òû [11]. Ê ñîæàëåíèþ, òàêîé ïðîñòîé ñïîñîá íå âñåãäà ïðèâîäèò ê öåëè. Òåîðåòè-

÷åñêè óäàëîñü îáîñíîâàòü òàêèå àëãîðèòìû, ãäå øàãîâûé ìíîæèòåëü hk è êîýô-

ôèöèåíòû ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà 	 k âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàññòîÿíèé äî òî÷êè ìèíèìóìà â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåîáðà-

çîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ íå âîçðàñòàëà [12]. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçîâàëàñü äîïîëíè-

òåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î ôóíêöèè f x( ) — çíà÷åíèå ôóíêöèè â òî÷êå ìèíèìóìà f *

è òàê íàçûâàåìûå ïîñòîÿííûå ðîñòà M è N .

Òåîðåìà 4. Ïóñòü f x( ) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â E n, è â íåêî-

òîðîé ñôåðè÷åñêîé îêðåñòíîñòè S d , S x x x dd � � �{ : || || }* , òî÷êè ìèíèìóìà x *

ñóáãðàäèåíò óäîâëåòâîðÿåò äâóñòîðîííåìó íåðàâåíñòâó

N f x f x g x x x M f x f xf( ( ) ( )) ( ( ), ) ( ( ) ( ))* * *� � � � � , (12)

ãäå M N� — ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû. Òîãäà åñëè â ìåòîäå (10), (11) ïðèíÿòü

x S d0 � , h
MN

M N

f x f x

B g x
k

k

k
T

f k

�
�

�2 ( ) ( )

|| ( ) ||

*

, 	 k
M N

M N
�

�

�
,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }xk k�
�

0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|| ( ) ||*A x x dk k � � , A Bk k
� �1 , k � 0 1 2, , , � (13)

Èç íåðàâåíñòâà (13) ñëåäóåò ëîêàëèçàöèÿ x * â ýëëèïñîèäå �k �

� � �{ : || ( ) || }x A x x dk k ñ öåíòðîì â òî÷êå xk . Îòíîøåíèå îáúåìîâ ýëëèïñîèäîâ
�k�1 è �k çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì ðàâåíñòâîì:

vol

vol

( )

( )

�

�
k

k
k

M N

M N

� � �
�

�
1 � .

�

Äëÿ âûïóêëûõ ôóíêöèé ñ ïîñòîÿííûìè ðîñòà M è N òåîðåìà 4 îïðåäåëÿåò
âàðèàíò ñóáãðàäèåíòíîãî ìåòîäà ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè
ñóáãðàäèåíòà, êîòîðûé ñõîäèòñÿ ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ïî
îòêëîíåíèþ íàèëó÷øåãî äîñòèãíóòîãî çíà÷åíèÿ f x( ) îò îïòèìàëüíîãî

f f x* *( )� . Ýòî îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâà (13), â ñîîòâåòñòâèè ñ

êîòîðûì îáúåì ýëëèïñîèäà, â êîòîðîì ëîêàëèçóåòñÿ òî÷êà x * , óáûâàåò ñî ñêî-

ðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî çíàìåíàòåëåì
M N

M N

�

�
.

Äëÿ êâàäðàòè÷íîé ïîëîæèòåëüíî-îïðåäåëåííîé ôóíêöèè â íåðàâåíñòâå (12)

ìîæíî âûáèðàòü M N� � 2 . Äëÿ êóñî÷íî-ëèíåéíîé ôóíêöèè, íàäãðàôèê êîòî-

ðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíóñ ñ âåðøèíîé â òî÷êå ( , )* *x f , ìîæíî âûáèðàòü

M N� �1 . Åñëè â ìåòîäå (10), (11) âûáðàòü � �k� � �1 0 , òî ýòèì ñëó÷àÿì ñîîò-

âåòñòâóþò àëãîðèòìû, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ çà ÷èñëî øàãîâ, íå ïðåâûøàþùåå n . Ðå-

øåíèå íåâûðîæäåííîé ñèñòåìû n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n íåèçâåñòíûìè

( , )a x bi i� � 0 , i n�1, ... , ìîæíî çàìåíèòü íàõîæäåíèåì ìèíèìóìà f x( ) �

� �
� �
max | ( , ) |

1 i n
i ia x b . Åñëè âçÿòü f * � 0 , � k � 0 è ïðèìåíèòü ìåòîä (10), (11), òî

ïîëó÷èì àëãîðèòì, ñîîòâåòñòâóþùèé èçâåñòíîé êîíå÷íîé ïðîöåäóðå ðåøåíèÿ

ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñèñòåì — ìåòîäó îðòîãîíàëèçàöèè ãðàäèåíòîâ.
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Èçâåñòíûé ìåòîä ýëëèïñîèäîâ1 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ìåòîäîâ ñ ðàñòÿ-
æåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà [13].

Òåîðåìà 5. Ïóñòü f x( ) — âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ â E n , è íà÷àëü-

íîå ïðèáëèæåíèå x0 òàêîå, ÷òî ñóùåñòâóåò òî÷êà x X* *� , äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿ-

åòñÿ || ||*x x d0 � � . Òîãäà, åñëè â ìåòîäå (10), (11) ïðèíÿòü

h
d

n
0

1
�

�
, h h

n

n
k k� �

�
1

2 1

, 	 	k
n

n
� �

�

�

1

1
, k � 0 1 2, , , � ,

òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü { }xk k�
�

0 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|| ( ) || ( )*A x x h nk k k� � �1 , A Bk k
� �1 , k � 0 1 2, , , � (14)

�

Ìíîæåñòâî òî÷åê x, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|| ( ) || ( )A x x n h d
n

n
k k k

k

� � � �
�

�

�

�
�

�

�

�
�

1

12
,

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýëëèïñîèä �k . Åãî îáúåì vol ( )�k îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

vol
det

( )�k

n

nk

k

v d
n

n

A
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�0

2 1
,

ãäå v0 — îáúåì åäèíè÷íîãî n-ìåðíîãî øàðà. Îòñþäà ïîëó÷àåì

vol

vol
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det
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( )

�

�
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n

n

A

A

n

n�

�
�

�

�

�

�
�

�

�

�
�
�

�
�1

2

1

21 1

�

�

�
�

�

�
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A

R A
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det det	 
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�
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�

�
�
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�

� �

�

�

�
�

�

�

�
�
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1

1

1

1 1

1
1

22 2 2	

n

n

n

n

n

n

q
n

n n

n .

Ñëåäîâàòåëüíî, îáúåì ýëëèïñîèäà, â êîòîðîì ëîêàëèçóåòñÿ òî÷êà x * , â ñîîò-
âåòñòâèè ñ íåðàâåíñòâîì (14) óáûâàåò ñî ñêîðîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ñî
çíàìåíàòåëåì qn . Ýòîò çíàìåíàòåëü çàâèñèò ëèøü îò n — ðàçìåðíîñòè ïðîñòðà-
íñòâà ïåðåìåííûõ è íå çàâèñèò îò ñâîéñòâ ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè f x( ) . Áëàãî-
äàðÿ ýòîìó ôàêòó ìåòîä ýëëèïñîèäîâ ñûãðàë âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ñëîæíîñòè çà-
äà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Íà åãî îñíîâå â 1979 ã. Ë.Ã. Õà÷èÿí ïî-
ñòðîèë è îáîñíîâàë ïåðâûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ëèíåéíîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ìåòîä ýëëèïñîèäîâ ïîçâî-
ëèë îáîñíîâàòü ïîëèíîìèàëüíûå àëãîðèòìû äëÿ ðÿäà êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ [15].

Îïûò ïðèìåíåíèÿ àëãîðèòìîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè
ñóáãðàäèåíòà ïîêàçàë ñóùåñòâåííîå óñêîðåíèå ñóáãðàäèåíòíûõ ïðîöåññîâ. Îäíà-
êî îêàçàëîñü, ÷òî òàêèå ìåòîäû â ïðèíöèïå íå ìîãóò áûòü ìîíîòîííûìè. Ýòî ñâÿ-
çàíî ñ ïðîñòûì ãåîìåòðè÷åñêèì ôàêòîì: åñëè íàõîäèòüñÿ íà ãðàíèöå äâóõ «êóñ-
êîâ» êóñî÷íî-ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè óðîâíÿ, à ãðàäèåíòû ê ýòèì ãëàäêèì «êóñêàì»,
âû÷èñëåííûå â äàííîé òî÷êå, îáðàçóþò òóïîé óãîë, òî íèêàêîå ðàñòÿæåíèå ïðî-
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1 Ïåðâûìè ìåòîä ýëëèïñîèäîâ â H -ôîðìå ïðåäëîæèëè Ä.Á. Þäèí è À.Ñ. Íåìèðîâñêèé [14],
èñõîäÿ èç ìåòîäîâ ïîñëåäîâàòåëüíûõ îòñå÷åíèé.



ñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ãðàäèåíòîâ íå ìîæåò ïðåîáðàçîâàòü ýòîò óãîë â îñòðûé,
îí ìîæåò ëèøü ïðèáëèæàòüñÿ ê � / 2 , îñòàâàÿñü òóïûì. Ïðèìåíÿÿ ðàñòÿæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóáãðàäèåíòà, íåâîçìîæíî ïîëó÷èòü íàïðàâëåíèå óáûâà-
íèÿ ôóíêöèè â âèäå àíòèãðàäèåíòà ê îäíîìó èç êóñêîâ â ðàñòÿíóòîì ïðîñòðàíñòâå.
Â òî æå âðåìÿ ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ óêàçàííûõ
ãðàäèåíòîâ ñ äîñòàòî÷íûì êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðåîáðàçóåò òóïîé óãîë
ìåæäó ãðàäèåíòàìè â îñòðûé, ò.å. ñîîòâåòñòâóþùèå îáðàçû ýòèõ àíòèãðàäèåíòîâ
â ðàñòÿíóòîì ïðîñòðàíñòâå ñòàíîâÿòñÿ íàïðàâëåíèÿìè óáûâàíèÿ ôóíêöèè.

Ýòî ñòèìóëèðîâàëî ðàçðàáîòêó âòîðîãî ñåìåéñòâà ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ,
â êîòîðûõ èñïîëüçóåòñÿ ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ
ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñóáãðàäèåíòîâ. Ýòè ìåòîäû ïîëó÷èëè íàçâàíèå r-àëãîðèòìîâ
(îò ðóññêîãî ñëîâà «ðàçíîñòü») è ñòàëè îäíèì èç öåíòðàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ äîê-
òîðñêîé äèññåðòàöèè Í.Ç. Øîðà (1970). Âûáîð øàãîâîãî ìíîæèòåëÿ â r-àëãîðèò-
ìàõ ñâÿçàí ñ ïîèñêîì ìèíèìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ. Ïðè îïðåäåëåííîé
ðåãóëèðîâêå øàãà è êîýôôèöèåíòîâ ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà îíè ÿâëÿþòñÿ
ìîíîòîííûìè ïî ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè.

Ðàññìîòðèì îïèñàíèå r-àëãîðèòìîâ â B-ôîðìå äëÿ ìèíèìèçàöèè âûïóêëîé

ôóíêöèè f x( ) , îïðåäåëåííîé â E n , è áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî f x( ) èìååò îãðà-
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Çäåñü x0 — íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, B I n0 � — åäèíè÷íàÿ n n� -ìàòðèöa 2 ,

hk — øàãîâûé ìíîæèòåëü, 	 k — êîýôôèöèåíò ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà,
g xf k( ) è g xf k( )�1 — ïðîèçâîëüíûå ñóáãðàäèåíòû ôóíêöèè f x( ) â òî÷êàõ xk
è xk�1. Åñëè g xf k( ) � 0 , òî xk ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè f x( ) è
ïðîöåññ (15)–(17) îñòàíàâëèâàåòñÿ.

Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì ìèíèìèçàöèè ãëàäêèõ ôóíêöèé r-àëãîðèòìû ïî
ñâîåé ôîðìàëüíîé ñòðóêòóðå áëèçêè ê àëãîðèòìàì êâàçèíüþòîíîâñêîãî òèïà ñ
ïåðåìåííîé ìåòðèêîé. Òàê, ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãîðèòìà ñ áåñêîíå÷íûì êî-

ýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ (çäåñü � �k � � 0 , h hk k� *) ÿâëÿåòñÿ ïðîåêòèâíûì âà-

ðèàíòîì ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ [16]. Äëÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè âûïóê-
ëîé íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè f x( ) ïðåäåëüíûé âàðèàíò r-àëãî-
ðèòìà c âîññòàíîâëåíèåì ìàòðèöû Bk ïîñëå êàæäûõ n èòåðàöèé îáëàäàåò
êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ ñõîäèìîñòè ïðè îáû÷íûõ óñëîâèÿõ ãëàäêîñòè è
ðåãóëÿðíîñòè f x( ) [2].

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî r-àëãîðèòìû èñïîëüçóþòñÿ óæå 40 ëåò, ïðîáëåìà îáîñ-
íîâàíèÿ èõ ñõîäèìîñòè äëÿ âñåãî êëàññà âûïóêëûõ ôóíêöèé îñòàåòñÿ îòêðû-
òîé è â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Åùå â 1982 ã. Í.Ç. Øîð è Â.È. Ãåðøîâè÷ îòìåòèëè:
«Òåîðèÿ âñåãî êëàññà àëãîðèòìîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà äàëåêà îò ñîâåð-
øåíñòâà. Íàì êàæåòñÿ äîñòàòî÷íî ðåàëèñòè÷íîé öåëüþ — ïîñòðîåíèå òàêîãî àë-
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2 Â êà÷åñòâå ìàòðèöû B0 ÷àñòî âûáèðàþò äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó Dn ñ ïîëîæèòåëüíûìè
ýëåìåíòàìè íà äèàãîíàëè, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé îñóùåñòâëÿåòñÿ ìàñøòàáèðîâàíèå ïåðåìåííûõ.



ãîðèòìà, êîòîðûé ïî ñâîåé ïðàêòè÷åñêîé ýôôåêòèâíîñòè íå óñòóïàë áû r-àëãî-
ðèòìó è áûë ñòîëü æå õîðîøî îáîñíîâàí, êàê ìåòîä ýëëèïñîèäîâ». Øàãîì â ýòîì
íàïðàâëåíèè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàáîòó [17], ãäå äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ñïåöèàëüíîãî
ýëëèïñîèäà â øàð èñïîëüçóåòñÿ àíòèîâðàæíûé ïðèåì, áëèçêèé ê òîìó, êîòîðûé
èìååò ìåñòî â r-àëãîðèòìàõ. Îäíàêî çäåñü ðàñòÿæåíèå ïðîñòðàíñòâà ðåàëèçóåòñÿ
â íàïðàâëåíèè ðàçíîñòè äâóõ íîðìèðîâàííûõ ñóáãðàäèåíòîâ, è áëèçêèì ê íà-
ïðàâëåíèþ ðàçíîñòè äâóõ ñóáãðàäèåíòîâ îíî áóäåò òîëüêî òîãäà, êîãäà íîðìû
ñóáãðàäèåíòîâ áëèçêè.

Çàìå÷àòåëüíîå ñâîéñòâî r-àëãîðèòìà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî åãî êîíêðåòíûå
ðåàëèçàöèè ïîêàçûâàþò õîðîøèå ðåçóëüòàòû ïðè ìèíèìèçàöèè îâðàæíûõ ôóíê-
öèé. Îäíèì èç ýôôåêòèâíûõ çàðåêîìåíäîâàë ñåáÿ âàðèàíò r( )	 -àëãîðèòìà ñ ïî-
ñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà 	 è àäàïòèâíûì ñïîñîáîì
ðåãóëèðîâêè øàãà. Â íåì âåëè÷èíà hk íàñòðàèâàåòñÿ â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ îä-
íîìåðíîãî ñïóñêà â íàïðàâëåíèè íîðìèðîâàííîãî àíòèñóáãðàäèåíòà â ïðåîáðà-

çîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ ñ ïîìîùüþ ïàðàìåòðîâ h
0
0 , q1, nh , q2 . Çäåñü

h
0
0 — âåëè÷èíà íà÷àëüíîãî øàãà (èñïîëüçóåòñÿ íà ïåðâîé èòåðàöèè, íà êàæäîé

ïîñëåäóþùåé èòåðàöèè óòî÷íÿåòñÿ); q1 — êîýôôèöèåíò óìåíüøåíèÿ øàãà

(q1 1� ), åñëè óñëîâèå çàâåðøåíèÿ ñïóñêà ïî íàïðàâëåíèþ (h h
k k
0 
 *) âûïîëíÿåòñÿ

âñåãî çà îäèí øàã îäíîìåðíîãî ñïóñêà; íàòóðàëüíîå ÷èñëî nh çàäàåò ÷èñëî øàãîâ îä-

íîìåðíîãî ñïóñêà (nh 
1), ÷åðåç êàæäûå nh øàãîâ h
k
0 áóäåò óâåëè÷èâàòüñÿ â q2 ðàç,

ãäå q2 — êîýôôèöèåíò óâåëè÷åíèÿ øàãà (q2 1� ). Ïîäðîáíûå ðåêîìåíäàöèè ïî
âûáîðó êîýôôèöèåíòà ðàñòÿæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà è ïàðàìåòðîâ àäàïòèâíîé ðåãó-
ëèðîâêè øàãà äàíû â [18, ñ. 45–47]. Ñóòü èõ âûáîðà ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû àäàï-
òèâíûé ñïîñîá ðåãóëèðîâêè øàãà ïîçâîëÿë óâåëè÷èâàòü òî÷íîñòü ïîèñêà ìèíè-
ìóìà ôóíêöèè ïî íàïðàâëåíèþ â ïðîöåññå ñ÷åòà è ïðè ýòîì ÷èñëî øàãîâ ïî íà-
ïðàâëåíèþ íå äîëæíî ïðåâûøàòü â ñðåäíåì äâóõ-òðåõ íà îäíó èòåðàöèþ.

Çà ïîñëåäíèå 40 ëåò â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà
ÍÀÍ Óêðàèíû íàêîïëåí çíà÷èòåëüíûé îïûò ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ
ïîìîùüþ r-àëãîðèòìà. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè óñèëèÿìè Í.Ç. Øîðà è åãî ó÷åíè-
êîâ Í.Ã. Æóðáåíêî, Ë.Ï. Øàáàøîâîé, Â.È. Ãåðøîâè÷à, À.Â. Êóíöåâè÷à,
Ï.È. Ñòåöþêà, À.Ï. Ëèõîâèäà è äð. ðàçðàáîòàíî íåñêîëüêî ìîäèôèêàöèé r-àëãî-
ðèòìà ïðèìåíèòåëüíî ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè [19–21]. Ýòè ìî-
äèôèêàöèè èñïîëüçîâàëèñü â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî è íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, áëî÷íûõ çàäà÷àõ ñ ðàçëè÷íûìè ñõåìàìè äåêîìïîçèöèè, ïðè ðåøåíèè ìèíè-
ìàêñíûõ è ìàòðè÷íûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ äâîéñòâåííûõ
ëàãðàíæåâûõ îöåíîê â ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ è êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ îïòèìèçà-
öèè. Íà ïðàêòèêå îíè ïðèìåíÿëèñü äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìàëüíîãî ïëàíèðîâà-
íèÿ, îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ñèíòåçà è àíàëèçà ñåòåé, âîññòàíîâëåíèÿ èçî-
áðàæåíèé, ýëëèïñîèäàëüíîé àïïðîêñèìàöèè è ëîêàëèçàöèè è äð. Ìîäèôèêàöèè
r-àëãîðèòìîâ ñòàëè öåíòðàëüíûìè ìåòîäàìè â ñèñòåìàõ ïîääåðæêè è ïðèíÿòèÿ ðå-
øåíèé äëÿ ïëàíèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíî-òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé íà îñíîâå
ñåìåéñòâà îïòèìèçàöèîííûõ ìåæîòðàñëåâûõ ìîäåëåé ñ ïåðåìåííûìè êîýôôèöè-
åíòàìè ïðÿìûõ çàòðàò [22].

Ñëåäóåò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî èäåÿ î ïðèìåíåíèè ëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâà äëÿ óëó÷øåíèÿ ñâîéñòâ îïòèìèçèðóåìîé ôóíêöèè
â ïðåîáðàçîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ îêàçàëàñü ýôôåêòèâíîé â âûïóê-
ëîé îïòèìèçàöèè. Ìîäèôèêàöèè r-àëãîðèòìîâ, ðàçðàáîòàííûå íà îñíîâå ýòîé
èäåè Í.Ç. Øîðîì è åãî øêîëîé, ÿâëÿþòñÿ ýôôåêòèâíûìè äëÿ ìèíèìèçàöèè íå-
ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ìèðîâóþ èçâåñòíîñòü ïîëó÷èë ìåòîä ýëëèïñîèäîâ — ÷àñòíûé
ñëó÷àé ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ðàñòÿæåíèåì ïðîñòðàíñòâà â íàïðàâëåíèè ñóá-
ãðàäèåíòà. Êîíãðåññ ïî ìàòåìàòè÷åñêîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ, êîòîðûé ïðîâî-
äèëñÿ â Áîííå â 1982 ã., áûë ïîñâÿùåí ìåòîäó ýëëèïñîèäîâ è åãî ïðèëîæåíèÿì.
Â èçáðàííûõ òðóäàõ êîíãðåññà [23] îïóáëèêîâàí îáçîðíûé äîêëàä Í.Ç. Øîðà
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«Generalized gradient methods of nondifferentiable optimization employing space
dilatation operations» î ìåòîäàõ íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè, ðàçðàáîòàííûõ â Èíñòè-
òóòå êèáåðíåòèêè. Ó÷àñòèå Í.Ç. Øîðà â ðàáîòå ýòîãî êîíãðåññà âî ìíîãîì îïðåäå-
ëèëî åãî òðåòüþ èäåþ, êîòîðàÿ áóäåò èçëîæåíà â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Â ðàìêàõ èäåè Øîðà (1969) â ôîðìå ìåòîäà (9) åñòåñòâåííî îæèäàòü íîâûõ
ñåìåéñòâ ñóáãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà äëÿ ìèíèìè-
çàöèè íåãëàäêèõ âûïóêëûõ ôóíêöèé. Òàê, íàïðèìåð, â [24] ïîñòðîåíî è îáîñíî-
âàíî ðÿä ýôôåêòèâíûõ ñóáãðàäèåíòíèõ ìåòîäîâ ñ ïðåîáðàçîâàíèåì ïðîñòðàíñòâà
äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷êè ìèíèìóìà âûïóêëîé ôóíêöèè ïðè èçâåñòíîì îïòèìàëü-
íîì çíà÷åíèè ôóíêöèè. Îíè èñïîëüçóþò øàã Ïîëÿêà â ïðåîáðàçîâàííîì ïðî-
ñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ è ãàðàíòèðóþò ìîíîòîííîå óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ äî
ìíîæåñòâà ìèíèìóìîâ â ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ ïåðå-
ìåííûõ. Ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îäíîðàíãîâîãî
ýëëèïñîèäàëüíîãî îïåðàòîðà è äîîðòîãîíàëèçèðóþùåãî îäíîðàíãîâîãî îïåðàòî-
ðà, è öåíà îäíîé èòåðàöèè ýòèõ ìåòîäîâ òàêàÿ æå, êàê è ó r-àëãîðèòìîâ.

3. ÄÂÎÉÑÒÂÅÍÍÛÅ ÎÖÅÍÊÈ Â ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÊÂÀÄÐÀÒÈ×ÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

Ìíîãèå çàäà÷è áóëåâîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìîãóò áûòü ïåðåôîðìó-
ëèðîâàíû êàê ýêñòðåìàëüíûå êâàäðàòè÷íûå çàäà÷è ñ áóëåâûìè ïåðåìåííûìè.
Òàê, íàïðèìåð, óñëîâèå áóëåâîñòè ïåðåìåííîé x �{ , }0 1 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êâàäðà-

òè÷íûì ðàâåíñòâîì x x2 0� � . Åñëè äâå áóëåâû ïåðåìåííûå xi è x j íå ìîãóò

îäíîâðåìåííî ïðèíèìàòü çíà÷åíèå, ðàâíoå åäèíèöå, òî ýòî óñëîâèå ìîæåò
áûòü çàïèñàíî â âèäå ðàâåíñòâà x xi j � 0 (ðàâíîñèëüíî ëèíåéíîìó íåðàâåíñòâó
x xi j� � 1). Äëÿ ýêñòðåìàëüíûõ êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ Í.Ç. Øîð ïðåäëîæèë èñ-
ïîëüçîâàòü äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê ïîëó÷åíèþ è óòî÷íåíèþ îöåíîê öåëåâîé
ôóíêöèè (òðåòüÿ âàæíàÿ èäåÿ). Â êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ íà ìèíèìóì ýòè îöåí-
êè áóäóò ãðàíèöàìè ñíèçó äëÿ ìèíèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè, à â
êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷àõ íà ìàêñèìóì — ãðàíèöàìè ñâåðõó äëÿ ìàêñèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè.

Òðåòüÿ èäåÿ Í.Ç. Øîðà âêëþ÷àåò àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ äâîéñòâåííûõ îöå-
íîê íà îñíîâå ìåòîäîâ íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è èñïîëüçîâàíèå
ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé (èõ äîáàâëåíèå íå èçìå-
íÿåò ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé èñõîäíîé êâàäðàòè÷íîé çàäà÷è) äëÿ óëó÷-
øåíèÿ òî÷íîñòè äâîéñòâåííûõ îöåíîê. Âïåðâûå äâîéñòâåííûé ïîäõîä ê ïîëó÷å-
íèþ îöåíîê ïðåäëîæåí â ðàáîòå Í.Ç. Øîðà è À.Ñ. Äàâûäîâà (1985) äëÿ çàäà÷ áó-
ëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [25]. Â 1986–1987 ãîäàõ îí áûë äîïîëíåí
ïðîöåäóðàìè óòî÷íåíèÿ îöåíîê è ïðèìåíåí ê äðóãèì ìíîãîýêñòðåìàëüíûì çàäà-
÷àì, â òîì ÷èñëå ê çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëèíîìà [26–28].
Íàèáîëåå ïîëíîå èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ Í.Ç. Øîðà ìîæíî íàéòè â åãî
àíãëîÿçû÷íîé ìîíîãðàôèè [3], à ìåíåå ïîëíîå — â ðóññêîÿçû÷íîé [18].

Îïèøåì ñóòü äâîéñòâåííîãî ïîäõîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ è óòî÷íåíèÿ îöåíîê â
êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ íà ïðèìåðå ýêñòðåìàëüíîé êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè–ðàâåíñòâàìè: íàéòè

Q Q x
x E n

* max ( )�
�

0 (18)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Q xi ( ) � 0 , i m�1, ,� . (19)

Çäåñü êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè èìåþò âèä

Q x K x x b x ci i i i( ) ( , ) ( , )� � � ,

ãäå Ki — ñèììåòðè÷íûå âåùåñòâåííûå n n� -ìàòðèöû, bi — n-ìåðíûå âåêòîðû

èç E n , ci — âåùåñòâåííûå ÷èñëà, i m� 0, ,� . Íåêîòîðûå èç ôóíêöèé Q xi ( ) ,

i m� 0 1, , ,� , ìîãóò áûòü òàêæå ëèíåéíûìè.
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Â îáùåì ñëó÷àå çàäà÷à (18), (19) ìíîãîýêñòðåìàëüíà è îòíîñèòñÿ ê êëàññó

NP-òðóäíûõ çàäà÷. Îöåíêè ñâåðõó äëÿ Q * ìîæíî ïîëó÷èòü ïóòåì ñëåäóþùåé ëàã-

ðàíæåâîé ðåëàêñàöèè. Ïóñòü u E m� — âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà, ñîîòâåòñòâó-
þùèé îãðàíè÷åíèÿì (19). Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (18), (19) èìååò âèä

L x u Q x u Q x K u x x b u x c ui

i

m

i( , ) ( ) ( ) ( ( ) , ) ( ( ), ) ( )� �  � �
�
�0

1

,

ãäå

K u K u Ki

i

m

i( ) � �
�
�0

1

, b u b u bi

i

m

i( ) � �
�
�0

1

, c u c u ci

i

m

i( ) � �
�
�0

1

.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

!( ) max ( , ) max [( ( ) , ) ( ( ), ) ( )u L x u K u x x b u x c u
x R x Rn n

�  � �
� �

] .

Ïóñòü 
 max ( )K — ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñèììåòðè÷íîé n n� -ìàòðèöû K.

Ôóíêöèÿ !( )u ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ u (êàê ðåçóëüòàò
âçÿòèÿ îïåðàöèè ìàêñèìóìà ïî ïåðåìåííûì x äëÿ ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ ïî ïåðå-
ìåííûì u ôóíêöèé). Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè !( )u îáîçíà÷èì dom !. Îíà

ñîñòîèò èç "� � � 	{ : ( ( )) }maxu E K um 
 0 (ïîäìíîæåñòâî u E m� , äëÿ êîòîðûõ

ìàòðèöà K u( ) îòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà) è ïîäìíîæåñòâà òåõ òî÷åê u� �" 0

� � �{ : ( ( )) }maxu E K um 
 0 , äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

2 0K u x b u( ) ( )� � (20)

èìååò ðåøåíèå. Äëÿ âñåõ äðóãèõ òî÷åê !( )u � ��.

Åñëè dom ! �# , òî äëÿ ëþáîãî u�dom ! çíà÷åíèå ôóíêöèè !( )u ÿâëÿåòñÿ

íåòðèâèàëüíîé (ò.å. íå ðàâíîé ��) îöåíêîé ñâåðõó äëÿ Q * — îïòèìàëüíîãî çíà-

÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å (18), (19). Íàèëó÷øàÿ îöåíêà ñâåðõó äëÿ Q * â

êëàññå ëàãðàíæåâûõ îöåíîê âèäà !( )u ñâÿçàíà ñ ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è
íåãëàäêîé îïòèìèçàöèè:

! !
!

* min ( )�
�u

u
dom

. (21)

Òî÷êàìè íåãëàäêîñòè ôóíêöèè !( )u åñòü òî÷êè ãðàíèöû ìíîæåñòâà "� , ãäå

ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (20) èìååò íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Îöåíêó ! * ñ ëþáîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ ìîæíî íàéòè çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ ìåòîäîì ýëëèïñîèäîâ; äëÿ îäíîé åãî èòåðàöèè òðåáóåòñÿ O m O n( ) ( )2 3�

àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé. Èç íèõ O m( )2 îïåðàöèé ñâÿçàíî ñ ðàñòÿæåíèåì ïðî-

ñòðàíñòâà äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ (ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà), à O n( )3 îïåðàöèé

òðåáóþòñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà, îïðåäåëÿþùåãî ïîëóïðîñòðàíñòâî ëîêàëèçà-
öèè îïòèìàëüíûõ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà (ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ìíîæè-
òåëåé Ëàãðàíæà ðåøàåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ ñèììåòðè÷íîé
n n� -ìàòðèöåé, îïðåäåëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñèììåòðè÷íîé
n n� -ìàòðèöû è ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîìó ÷èñëó ñîáñòâåííûé âåêòîð).

Îöåíêà ! * îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Åñëè ìèíèìóì â (21) äîñòè-

ãàåòñÿ íà u*� �" , òî ! * *� Q (ò.å. îöåíêà òî÷íàÿ, ñì. ëåììó 4.1 èç [18, ñ. 90].

Ïðè ýòîì íàõîäèòñÿ è òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà x x u* *( )� , ãäå x u( )* — ðå-

øåíèå ñèñòåìû (20) ïðè u u� * . Åñëè ìèíèìóì â (21) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå îá-

ëàñòè "� , òî ìîæåò ñóùåñòâîâàòü òàê íàçûâàåìûé «ðàçðûâ äâîéñòâåííîñòè»

$ !* * *� � 
Q 0 . Îäèí èç ñïîñîáîâ óìåíüøåíèÿ $* ñâÿçàí ñ ââåäåíèåì ôóíê-

öèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé (ïðè ýòîì ìîæåò óâåëè÷èòüñÿ è êîëè÷åñòâî
ïåðåìåííûõ â çàäà÷å).

16 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2012, ¹ 1



Ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ — ýòî îãðàíè÷åíèÿ, äîáàâëåíèå
êîòîðûõ íå èçìåíÿåò ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé íà÷àëüíîé êâàäðàòè÷íîé
çàäà÷è. Îäíàêî ïðè ýòîì èçìåíÿåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ

ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü $* . Åñëè ê èñõîäíîé çàäà÷å (18), (19) ïðèáàâèòü r ôóíêöèî-
íàëüíî èçáûòî÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé Q xm� �1 0( ) , ..., Q xm r� �( ) 0 ,
r � 1 , òî íîâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ çàäà÷à ïðèìåò âèä: íàéòè

Q Q x
x R n

* max ( )�
�

0 (22)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
Q xi ( ) � 0 , i m r� �1, ,� . (23)

Òåîðåìà 6. Åñëè !1
* — îöåíêà âèäà ! * äëÿ çàäà÷è (22), (23), òî ! !1

* *� .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàäà÷å (22), (23) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð ìíîæèòåëåé Ëàã-

ðàíæà U E m r� � , è ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà äëÿ íåå èìååò âèä

L x U Q x u Q x L x u u Qi

i

m r

i i

i m

m r

i1 0

1 1

( , ) ( ) ( ) ( , ) (� � � �
�

�

� �

�

� � x) .

Ïîñêîëüêó L x u L x u1 0 0( , ({ }, , , )) ( , )� � è ! !1 0 0({ }, , , ) ( )u u� � , òî

! ! ! !
! !

1 1
1

* *min ( ) min ( )� � �
� �U u

U u
dom dom

.

Òåîðåìà 6 íå òîëüêî êîíñòàòèðóåò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûå îãðàíè-
÷åíèÿ ìîãóò óëó÷øèòü òî÷íîñòü äâîéñòâåííîé îöåíêè, íî è ïîÿñíÿåò, ÷òî ýòî
óëó÷øåíèå åñòü ñëåäñòâèåì óâåëè÷åíèÿ êîëè÷åñòâà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà [3].
Îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè óæå ñóùåñòâóþùèõ

îãðàíè÷åíèé, íå îòðàæàþòñÿ íà òî÷íîñòè äâîéñòâåííîé îöåíêè, ò.å. ! !1
* *� .

Âêëàä òàêèõ îãðàíè÷åíèé â ôóíêöèþ Ëàãðàíæà ýêâèâàëåíòåí ëèøü îïðåäåëåííî-
ìó èçìåíåíèþ ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà ïðè ñóùåñòâóþùèõ îãðàíè÷åíèÿõ. Îäíàêî
äîáàâëåíèå ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ íåòðè-
âèàëüíûìè ñëåäñòâèÿìè èç óñëîâèé çàäà÷è, â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî

äâîéñòâåííàÿ îöåíêà !1
* ìîæåò ñòàòü òî÷íîé äëÿ Q * . Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî

îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå Q * ñî ñêîëü óãîäíî áîëüøîé òî÷íîñòüþ ìîæíî íàéòè çà

ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ, êîòîðîå çàâèñèò îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ è ÷èñëà îãðàíè÷å-
íèé â êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å.

Ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûìè ìîãóò áûòü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ:

à) êâàäðàòè÷íûå ñëåäñòâèÿ ëèíåéíûõ îãðàíè÷åíèé: íàïðèìåð, êâàäðàòè÷íîå

îãðàíè÷åíèå â ôîðìå ( )( )b x c b x ci
T

i j
T

j� � � 0 ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç äâóõ ëèíåé-

íûõ îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ: b x ci
T

i� � 0 è b x cj
T

j� � 0 ;

á) êâàäðàòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò íåîäíîçíà÷íîñòü
ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðåõ ëèáî áîëüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Êàê
ïðàâèëî, îíè èìåþò ìåñòî ïðè ñâåäåíèè ïîëèíîìèàëüíîé çàäà÷è ê êâàäðàòè÷-

íîé. Íàïðèìåð, èìåþòñÿ ïåðåìåííûå x1 , x x2 1
2� è x x3 1

3� . Òîãäà êâàäðàòè÷íîå

îãðàíè÷åíèå x x x
2
2

1 3 0� � åñòü ñëåäñòâèåì íåîäíîçíà÷íîãî ïðåäñòàâëåíèÿ x
1
4 ,

à èìåííî x x x x
1
4

1
2 2

1
3

1� �( ) ( )( ) ;

â) êâàäðàòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè áóëåâîñòè
èëè áèíàðíîñòè ïåðåìåííûõ çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ áèíàðíûõ ïåðåìåííûõ

xi
2 1� , x j

2 1� , x
k
2 1� âñåãäà ñïðàâåäëèâî êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî

x x x x x xi j i k j k� � � �1 .
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Áîëåå äåòàëüíóþ èíôîðìàöèþ î ñåìåéñòâàõ ôóíöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðà-
íè÷åíèé, èõ èñïîëüçîâàíèè äëÿ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëèíîìà è
â ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ íà ãðàôàõ (ìàêñèìàëüíîå óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî âåðøèí
ãðàôà, ìàêñèìàëüíûé ðàçðåç ãðàôà è äð.) ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [3, 18].

×ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûìè îêàçàëèñü ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå Í.Ç. Øîðîì
äëÿ çàäà÷è íàõîæäåíèÿ âçâåøåííîãî ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà
âåðøèí ãðàôà [3]. Ýòà çàäà÷à èãðàåò áîëüøóþ ðîëü â ìíîãî÷èñëåííûõ ïðèëîæå-
íèÿõ: òåîðèè èíôîðìàöèè è êîäèðîâàíèè, ïðîåêòèðîâàíèè ðàçëè÷íûõ óñòðîéñòâ
ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ íåñîâìåñòíîñòè; îíà òåñíî ñâÿçàíà ñ èçâåñòíûìè çà-
äà÷àìè âûáîðà, ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâ, ðàñêðàñêè ãðàôîâ è äðóãèìè êîìáèíàòîð-
íûìè çàäà÷àìè, èìåþùèìè ìàññó ïðèëîæåíèé. Â òî æå âðåìÿ îíà ïðèíàäëåæèò
ê êëàññó NP-ïîëíûõ çàäà÷ (ïðè öåëî÷èñëåííûõ âåñàõ âåðøèí). Äâîéñòâåííûå
îöåíêè Øîðà äëÿ ýòîé çàäà÷è òåñíî ñâÿçàíû ñ èçâåñòíûìè ÷èñëàìè Ëîâàñà

�( , )G w è � ' ( , )G w [15], êîòîðûå èãðàþò áîëüøóþ ðîëü ïðè îáîñíîâàíèè

ðåçóëüòàòîâ î ïîëèíîìèàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ðÿäà çàäà÷ â òåîðèè ãðàôîâ.

Ïóñòü G V E� ( , ) — âçâåøåííûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ ìíîæåñòâîì
âåðøèí V è ìíîæåñòâîì ðåáåð E , âåñ êàæäîé âåðøèíû i V� çàäàí ïîëîæèòåëü-
íûì öåëûì ÷èñëîì wi . Ïîäìíîæåñòâî âåðøèí S V% íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâûì
(èëè íåçàâèñèìûì) ìíîæåñòâîì ãðàôà G , åñëè äëÿ ëþáûõ i j S, � ðåáðî ( , )i j íå
ïðèíàäëåæèò E. Âçâåøåííîå ÷èñëî óñòîé÷èâîñòè ãðàôà G îïðåäåëÿåòñÿ êàê

	( , ) maxG w wi

i S

�
�
� , ãäå S V% — óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî. Ìíîæåñòâî S * , íà êî-

òîðîì äîñòèãàåòñÿ 	( , )G w , íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì âçâåøåííûì óñòîé÷èâûì
(èëè íåçàâèñèìûì) ìíîæåñòâîì. Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ 	( , )G w ÿâëÿåòñÿ NP-òðóä-
íîé äàæå â ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà âñå âåñà ðàâíû åäèíèöå [15]. Ïîýòîìó âû÷èñëå-
íèå âåðõíèõ îöåíîê, äîñòàòî÷íî õîðîøî àïïðîêñèìèðóþùèõ ñâåðõó 	( , )G w ,
èìååò êàê ïðàêòè÷åñêèé, òàê è òåîðåòè÷åñêèé èíòåðåñ. Í.Ç. Øîð ïðåäëîæèë òðè
âåðõíèõ îöåíêè äëÿ 	( , )G w .

Ïåðâóþ îöåíêó îáîçíà÷èì !1
* ( , )G w . Îíà ñâÿçàíà ñ ôîðìóëèðîâêîé çàäà÷è

î ìàêñèìàëüíîì âçâåøåííîì óñòîé÷èâîì ìíîæåñòâå ãðàôà â âèäå ñëåäóþùåé
êâàäðàòè÷íîé áóëåâîé çàäà÷è:

	( , ) maxG w w xi

i V

i�
�
� (24)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
x xi j � 0 � �( , )i j E, (25)

x xi i
2 0� � � �i V . (26)

Çäåñü áóëåâà ïåðåìåííàÿ xi �{ , }0 1 ðàâíà åäèíèöå, åñëè âåðøèíà i V� âêëþ÷à-
åòñÿ â óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî, è ðàâíà íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Áóëåâû ïåðå-
ìåííûå äëÿ âñåõ âåðøèí îïèñàíû êâàäðàòè÷íûìè îãðàíè÷åíèÿìè — ðàâåíñòâà-
ìè (26). Êâàäðàòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ (25) îçíà÷àþò, ÷òî åñëè äâå âåðøèíû ñâÿçà-
íû ðåáðîì â ãðàôå G, òî îíè îáå íå ìîãóò îäíîâðåìåííî ïðèíàäëåæàòü
óñòîé÷èâîìó ìíîæåñòâó.

Âòîðàÿ îöåíêà (îáîçíà÷èì åå !2
* ( , )G w ) ñîîòâåòñòâóåò êâàäðàòè÷íîé çàäà÷å,

â êîòîðîé ê îãðàíè÷åíèÿì (25), (26) äîáàâëåíî ñëåäóþùåå ñåìåéñòâî ôóíêöèî-
íàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé:

x xi j � 0 � �( , )i j E. (27)

Îíè ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèÿìè íåðàâåíñòâ x xi i� �2 0 äëÿ âñåõ i V� .

Òðåòüÿ îöåíêà !3
* ( , )G w ñâÿçàíà ñ êâàäðàòè÷íîé çàäà÷åé, â êîòîðîé ê îãðàíè-

÷åíèÿì (25)–(27) äîáàâëåíî ñåìåéñòâî ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè÷åíèé

x x x x x i j E k i ji k j k k� � � � �( , ) , , . (28)
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Êâàäðàòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ (28) â ôîðìå íåðàâåíñòâ ñîäåðæàò âñå âîçìîæíûå
êâàäðàòè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ, ïîñòðîåííûå ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó. Äëÿ áóëå-
âûõ ïåðåìåííûõ xi è x j , êîãäà ( , )i j E� è âåðøèíû i è j íå ìîãóò îäíîâðå-
ìåííî âêëþ÷àòüñÿ â óñòîé÷èâîå ìíîæåñòâî, âñåãäà ñïðàâåäëèâî ëèíåéíîå íå-
ðàâåíñòâî x xi j� � 1 . Åñëè åãî óìíîæèòü íà ïåðåìåííóþ xk òàêóþ, ÷òî

k i j� , , òî çíàê íåðàâåíñòâà íå èçìåíèòñÿ â ñèëó òîãî, ÷òî x xk k
� �2 0 . Â ðå-

çóëüòàòå ïîëó÷àåì êâàäðàòè÷íîå íåðàâåíñòâî x x x x xi k j k k� � , ñïðàâåäëèâîå
äëÿ ( , )i j E� è k i j� , .

Ðåçóëüòàòû î òî÷íîñòè âñåõ òðåõ îöåíîê Øîðà è èõ ñâÿçü ñ ÷èñëàìè Ëîâàñà
ñîäåðæàòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå [3].

Òåîðåìà 7. Äëÿ îöåíîê !1
* ( , )G w , !2

* ( , )G w è !3
* ( , )G w ñïðàâåäëèâî íåðà-

âåíñòâî

! ! !1 2 3
* * ' *( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )G w G w G w G w G w G w� � � � �� � 	 .

Ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêè Øîðà !1
* ( , )G w è !2

* ( , )G w îáëàäàþò òàêèìè æå ñâîé-

ñòâàìè, êàê è ÷èñëà Ëîâàñà �( , )G w è � ' ( , )G w , íàïðèìåð !1
* ( , ) ( , )G w G w� 	 ,

åñëè ãðàô G ïðèíàäëåæèò ñåìåéñòâó ñîâåðøåííûõ ãðàôîâ. Íàèáîëåå èíòåðåñ-

íîé îêàçàëàñü òðåòüÿ îöåíêà Øîðà !3
* ( , )G w . Îíà âñåãäà íå õóæå, ÷åì îöåíêà

!2
* ( , )G w , à íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé (28) ïðèäàåò åé ðÿä çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ,

êîòîðûå ñâÿçàíû ñî ñïåöèàëüíûìè ñåìåéñòâàìè ãðàôîâ. Òàê, íàïðèìåð, â [3]

ïîêàçàíî, ÷òî îöåíêà !3
* ( , )G w ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé äëÿ 	( , )G w , êîãäà ãðàô G

åñòü t-ñîâåðøåííûì ëèáî h-ñîâåðøåííûì.

Ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûå îãðàíè÷åíèÿ ñûãðàëè îãðîìíóþ ðîëü ïðè ïîëó-
÷åíèè ýôôåêòèâíûõ îöåíîê ñíèçó äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷àõ íàõîæäåíèÿ
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëèíîìèàëüíîé ôóíêöèè P x( ) îò îäíîé èëè íåñêîëüêèõ
ïåðåìåííûõ. Ýòè çàäà÷è ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñâîäÿòñÿ ê ìíîãîýêñòðåìàëüíûì
êâàäðàòè÷íûì çàäà÷àì (íà ìèíèìóì) ñ îïðåäåëåííûìè ñåìåéñòâàìè ôóíêöèî-
íàëüíî èçáûòî÷íûõ êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé. Â [3] äîêàçàíî, ÷òî äâîéñòâåí-

íàÿ îöåíêà äëÿ òàêèõ êâàäðàòè÷íûõ çàäà÷ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì p* ïîëèíîìà

P x( ) â òî÷êå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîëèíîì

P x P x p( ) ( ) *� � ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äðóãèõ

ïîëèíîìîâ. Ýòè ðåçóëüòàòû èìåþò îòíîøåíèå ê êëàññè÷åñêèì ðàáîòàì Ä. Ãèëü-
áåðòà ïî ðàçëîæåíèþ íåîòðèöàòåëüíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ ôîðì â ñóììó êâàäðàòîâ.
Ðàçðàáîòàííûé Øîðîì ìåòîä äàåò âîçìîæíîñòü íå òîëüêî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå
òàêîé äåêîìïîçèöèè (åñëè îíà ñóùåñòâóåò), íî è íàéòè îäíî èç âîçìîæíûõ ïðåä-

ñòàâëåíèé ïîëèíîìà P x( ) â âèäå ñóììû êâàäðàòîâ äðóãèõ ïîëèíîìîâ. Áîëåå òîãî,

ýòèì ìåòîäîì ìîæíî îïðåäåëèòü çíà÷åíèå ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ïîëèíîìà P x( ) .

Èòàê, òðåòüÿ èäåÿ Øîðà (1985), ñâÿçàííàÿ ñ äâîéñòâåííûì ïîäõîäîì äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ è óòî÷íåíèÿ îöåíîê â êâàäðàòè÷íûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷àõ, ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàíà ïðè ñîçäàíèè ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òåõ ìíîãî-
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷, êîòîðûå ìîæíî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ êâàäðàòè÷íûõ ìîäåëåé
(òàêèå ìîäåëè âñòðå÷àþòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ). Ýôôåêòèâíîñòü òàêèõ ìå-
òîäîâ îáåñïå÷èâàåòñÿ äâóìÿ ìîìåíòàìè. Âî-ïåðâûõ, äâîéñòâåííûå îöåíêè äëÿ
êâàäðàòè÷íûõ ìîäåëåé ÿâëÿþòñÿ áîëåå òî÷íûìè, ÷åì îöåíêè â ëèíåàðèçîâàííûõ
àíàëîãàõ ýòèõ ìîäåëåé, è öåëåñîîáðàçíî èõ èñïîëüçîâàòü â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì
âåòâåé è ãðàíèö. Âî-âòîðûõ, èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëüíî èçáûòî÷íûõ îãðàíè-
÷åíèé ïîçâîëÿåò âûäåëèòü ñðåäè ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ òàêèå èõ ïîäêëàññû,
êîòîðûå ðàçðåøèìû çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Ïðè ýòîì ìîæíî äàæå óêàçàòü
âåðõíþþ ãðàíèöó ñëîæíîñòè òàêîãî êëàññà çàäà÷, êîòîðàÿ çàâèñèò îò êîëè÷åñòâà
êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé.

Îñîáîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò è àëãîðèòìû íàõîæäåíèÿ äâîéñòâåííûõ
îöåíîê â êâàäðàòè÷íûõ ìîäåëÿõ. Èõ ìîæíî ñ÷èòàòü àëüòåðíàòèâîé èñïîëüçîâàíèþ
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ìåòîäîâ âíóòðåííèõ òî÷åê äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ (semidefinite programming), ò.å. çàäà÷ îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå îãðà-
íè÷åíèÿ ôèãóðèðóåò òðåáîâàíèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè íåêîòîðûõ ìàò-
ðèö. Äåéñòâèòåëüíî, ìíîãèå çàäà÷è ïîëóîïðåäåëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ öåëå-
ñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷è íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è
ïðèìåíÿòü äëÿ èõ ðåøåíèÿ ýôôåêòèâíûå ìåòîäû ìèíèìèçàöèè íåãëàäêèõ âûïóê-
ëûõ ôóíêöèé. Óñëîâèå íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè ñèììåòðè÷íîé
( )n n� -ìàòðèöû X (ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü X �0) ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî ìèíèìàëü-
íîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû X íå îòðèöàòåëüíîå: 
 min ( )X � 0 . Íî

 min ( )X — âîãíóòàÿ íåäèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû, ò.å.

åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû X u xij i j
n( ) { }
,

�
�1

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè îò

âåêòîðà âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ u R m� , òî óñëîâèå X u( ) �0 ýêâèâàëåíòíî âû-

ïóêëîìó íåãëàäêîìó îãðàíè÷åíèþ � 
( ) ( ( ))minu X u� � � 0 .

Èññëåäîâàíèÿ â äàííûõ íàïðàâëåíèÿõ àêòèâíî ïðîäîëæàþòñÿ. Òàê, íàïðè-

ìåð, íåäàâíî âûÿâëåíû íîâûå ñâîéñòâà äëÿ îöåíêè !3
* ( , )G w [29]. Îíè ñâÿçàíû ñ

òåì, ÷òî èç êâàäðàòè÷íûõ îãðàíè÷åíèé (25), (26) è (28) âûòåêàþò ëèíåéíûå íåðà-
âåíñòâà, ñïðàâåäëèâûå äëÿ ðÿäà äðóãèõ èçâåñòíûõ ïîäñòðóêòóð â ãðàôå, â òîì
÷èñëå è äëÿ p-êîëåñà (àíãëèéñêèé òåðìèí p-wheel). Â ãðàôå p-êîëåñî ñîñòîèò èç
êëèêè ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí p � 1 è íå÷åòíîãî öèêëà ñ êîëè÷åñòâîì âåðøèí
( )2 1k � , ãäå k � 2 , ïðè÷åì âåðøèíû êëèêè è íå÷åòíîãî öèêëà íå ïåðåñåêàþòñÿ, à
êàæäàÿ âåðøèíà êëèêè ñâÿçàíà ñî âñåìè âåðøèíàìè íå÷åòíîãî öèêëà. Ýòî äàåò
âîçìîæíîñòü ñóùåñòâåííî ðàñøèðèòü ñåìåéñòâî ãðàôîâ, äëÿ êîòîðûõ çàäà÷à íà-
õîæäåíèÿ 	( , )G w íå ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé, à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà ïîëèíîìè-
àëüíîå âðåìÿ. Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé, ñþäà îòíîñèòñÿ èçâåñòíîå ñåìåéñòâî W-ñî-
âåðøåííûõ ãðàôîâ; äëÿ íåãî äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà
ýëëèïñîèäîâ [15]. W-ñîâåðøåííîìó ãðàôó ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àé, êîãäà p �1 , ò.å.
â p-êîëåñî âõîäèò êëèêà òîëüêî ñ îäíîé âåðøèíîé.

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Íàó÷íîå íàñëåäèå Íàóìà Çóñåëåâè÷à Øîðà íàìíîãî áîãà÷å, ÷åì íàì óäàëîñü
èçëîæèòü â äàííîé ñòàòüå. Çäåñü îòìå÷åíû òîëüêî öåíòðàëüíûå âåõè â åãî
òâîð÷åñòâå, ñäåëàí àêöåíò íà ñóáãðàäèåíòíûå ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé
îïòèìèçàöèè, ðàçðàáîòàííûå â Èíñòèòóòå êèáåðíåòèêè èì. Â.Ì. Ãëóøêîâà
ÍÀÍ Óêðàèíû. Ýòè ìåòîäû îêàçàëè îãðîìíîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè è
ïðàêòèêè äëÿ ìíîãèõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Êíèãè
Í.Ç. Øîðà ñòàëè íàñòîëüíûìè äëÿ âåäóùèõ îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ ñïå-
öèàëèñòîâ â îáëàñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. ßðêîé õàðàêòåðèñòè-
êîé ýòîìó ìîæåò ñëóæèòü ïðèâåäåííîå íèæå ïèñüìî ïðîôåññîðà Ñ. Áîéäà
(Stephen Boyd) èç Ñòýíôîðäñêîãî óíèâåðñèòåòà.

Óâàæàåìûé ïðîôåññîð Øîð!

Ìû íèêîãäà íå âñòðå÷àëèñü, íî âàøè ðàáîòû îêàçàëè íà ìåíÿ îãðîìíîå âëè-
ÿíèå. ß íà÷àë ñ âàøåé íåáîëüøîé êíèãè ïî ñóáãðàäèåíòíûì ìåòîäàì (1985), ÿ
òîãäà áûë åùå àñïèðàíòîì. À ñåé÷àñ ÿ ÷èòàþ âàøó íîâóþ êíèãó î íåäèôôåðåí-
öèðóåìîé îïòèìèçàöèè (1998) è ïðîñòî íàñëàæäàþñü åþ.

ß âûñûëàþ Âàì òðè íàïèñàííûõ ìíîþ êíèãè. Ïåðâàÿ — î ïðîåêòèðîâàíèè
ëèíåéíûõ êîíòðîëëåðîâ ñ ïîìîùüþ âûïóêëîé îïòèìèçàöèè, âòîðàÿ — î ìàòðè÷-
íûõ íåðàâåíñòâàõ, à òðåòüÿ — ó÷åáíèê ïî âûïóêëîé îïòèìèçàöèè. [...] Íàäåþñü,
Âû óâèäèòå âàøå ñèëüíîå âëèÿíèå âî âñåõ ýòèõ êíèãàõ.

Ñ óâàæåíèåì,

Ñòåôàí Ï. Áîéä, 15.04.2005

Â ïèñüìå óïîìèíàþòñÿ îáå àíãëîÿçû÷íûå ìîíîãðàôèè Í.Ç. Øîðà. Ïåðâàÿ
êíèãà [2] áûëà ïåðåâåäåíà ïîëüñêèìè ó÷åíûìè Ê. Êèâåëåì è À. Ðóùèíüñêèì è
îïóáëèêîâàíà èçäàòåëüñòâîì Springer–Verlag â 1985 ã. Âòîðàÿ ìîíîãðàôèÿ [3],
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îïóáëèêîâàííaÿ èçäàòåëüñòâîì Kluwer Academic Publishers, íå èìååò ðóññêî-
ÿçû÷íîãî ýêâèâàëåíòà. Åå îñíîâîé ñòàëà ðóññêîÿçû÷íàÿ ìîíîãðàôèÿ Í.Ç. Øîðà è
Ñ.È. Ñòåöåíêî [18], êîòîðàÿ áûëà äîïîëíåíà ðÿäîì íîâûõ ðåçóëüòàòîâ ïî ïîëè-
íîìèàëüíûì, ìàòðè÷íûì è áóëåâûì çàäà÷àì. Öåíòðàëüíûå èç ýòèõ ðåçóëüòàòîâ
îòîáðàæåíû â äâóõ ñáîðíèêàõ èçáðàííûõ òðóäîâ Í.Ç. Øîðà, èçäàííûõ â 2008 è
2009 ãîäàõ [30, 31]. Îíè ïîäãîòîâëåíû ê îïóáëèêîâàíèþ â òåñíîì ñîòðóäíè÷å-
ñòâå ñ ó÷åíûìè Àêàäåìèè òðàíñïîðòà, èíôîðìàòèêè è êîììóíèêàöèé (ã. Êèøè-
íýó, Ðåñïóáëèêà Ìîëäîâà) è èñïîëüçóþòñÿ â ìàòåðèàëàõ ó÷åáíûõ êóðñîâ ïî ìå-
òîäàì íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿì â ñëîæíûõ çàäà÷àõ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Àíãëîÿçû÷íàÿ ñòàòüÿ [32], îïóáëèêîâàííàÿ â 2002 ã., çàêàí÷èâàåòñÿ ñëîâàìè:
«We want to emphasize that methods of nondifferentiable optimization must become
necessary part of the courses of applied mathematics for mathematical and technical
education.» Ýòî óòâåðæåíèå Í.Ç. Øîð ïîñòîÿííî äîêàçûâàë íà ïðàêòèêå, ÷èòàÿ
êóðñû ïî ìåòîäàì íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿì â âåäó-
ùèõ âóçàõ Óêðàèíû: Êèåâñêîì îòäåëåíèè Ìîñêîâñêîãî ôèçèêî-òåõíè÷åcêîãî èí-
ñòèòóòà, Íàöèîíàëüíîì òåõíè÷åñêîì óíèâåðñèòåòå Óêðàèíû «ÊÏÈ», Êèåâñêîì
íàöèîíàëüíîì óíèâåðñèòåòå èìåíè Òàðàñà Øåâ÷åíêî, Ñîëîìîíîâîì óíèâåðñèòå-
òå. Îí âñåãäà ïîìîãàë ìîëîäûì ó÷åíûì âíèìàòåëüíûìè è äîáðîæåëàòåëüíûìè
íàó÷íûìè êîíñóëüòàöèÿìè, ðåêîìåíäàöèÿìè.

Íàóìà Çóñåëåâè÷à ëþáèëè è óâàæàëè âñå, êòî èìåë ñ÷àñòüå ðàáîòàòü ñ íèì
íà ïðîòÿæåíèè ñîðîêà âîñüìè ëåò åãî íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè.
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