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l-ñòóïåíåé.

Ïåðå÷èñëèòåëüíûå çàäà÷è êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà, îáóñëîâëåííûå ïîòðåáíî-

ñòÿìè ñîâðåìåííîé ïðàêòèêè, âûçûâàþò îñîáûé èíòåðåñ êàê ó ïðèêëàäíèêîâ,

òàê è ó ìàòåìàòèêîâ-òåîðåòèêîâ. Èõ ôîðìóëèðîâêè ïîðîé î÷åíü ïðîñòû (äîñ-

òàòî÷íî âñïîìíèòü ðÿä èçâåñòíûõ çàäà÷ èç êðèïòîãðàôèè), îäíàêî íà ðåøåíèÿ

íåêîòîðûõ èç íèõ èíîãäà óõîäÿò ãîäû è äàæå äåñÿòèëåòèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè â èññëåäîâàíèè òàêèõ

ïðîáëåì ïîçâîëÿåò ñåãîäíÿ íå òîëüêî óñïåøíî ðåøàòü ìíîãèå àêòóàëüíûå

òåõíè÷åñêèå âîïðîñû, íî è ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íîâûõ êîìáèíàòîðíûõ

ìåòîäîâ äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè. Ðåøåíèþ îäíîé ïåðå÷èñëèòåëüíîé çàäà÷è è

ïîñâÿùåíà äàííàÿ ðàáîòà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïóñòü M( , )n m0 — ìíîæåñòâî n-ìåðíûõ äâîè÷íûõ

âåêòîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç m m n0 01( )� � íóëåé è n m� 0 åäèíèö, ò.å. ëþáîé âåêòîð

x M� ( , )n m0 èìååò âåñ | |x � �n m0 .

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êîîðäèíàòû xi , xi l�

, ãäå l � 1; i, i l n� � ,

âåêòîðà x M� ( , )n m0 îáðàçóþò l-ñòóïåíü â x, åñëè x xi i l� � �

� �

� 1 1 , xi l�

� 0.

Îáîçíà÷èì �( , ; , )n m l0 x ÷èñëî l-ñòóïåíåé â âåêòîðå x M� ( , )n m0 .

Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè ÷èñëà âåêòîðîâ x M� ( , )n m0 , äëÿ êîòîðûõ

�( , ; , )n m l k0 x � , ãäå k — íåîòðèöàòåëüíîå öåëîå ÷èñëî, ò.å. â îïðåäåëåíèè

ìîùíîñòè ìíîæåñòâà A x M x( , ; , ) ( , ) : ( , ; , )n m l k n m n m l k0 0 0= { }

def

� �� .

Î÷åâèäíî, åñëè k
n m

l
m	

�



�

�



�

�

min ,
0

0 èëè l n m	 � 0 , òîãäà

| ( , ; , )|A n m l k0 0� ,

ãäå | |A — ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A.

Çàìåòèì, ÷òî ïîíÿòèå l-ñòóïåíè âñòðå÷àåòñÿ â ðàáîòàõ Â.È. Ìàñîëà, íàïðè-

ìåð â [1], ãäå îíî îïðåäåëåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì: êîîðäèíàòû xi è xi l�

âåêòîðà

x M� ( , )n m0 , 1 1� � �l n , îáðàçóþò l-ñòóïåíü, åñëè x xi i l	

�

. Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîíÿòèÿ l-ñòóïåíè, èñïîëüçóåìûå â íàñòîÿùåé ñòàòüå è â [1], ñóùåñòâåííî

îòëè÷àþòñÿ.

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Ëþáîé âåêòîð x M� ( , )n m0 ïðåäñòàâèì êàê íåêóþ

( , )n m0 -öåïî÷êó, ñîñòîÿùóþ èç m0 ïðîíóìåðîâàííûõ ñëåâà íàïðàâî (îò 1 äî m0)

íóëåé, ïåðåä êàæäûì èç êîòîðûõ è ïîñëå ïîñëåäíåãî íóëÿ ñ íîìåðîì m0 ðàñïî-

ëîæåí ÿùèê. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÿùèêè òàêæå ïðîíóìåðîâàíû ñëåâà íàïðàâî (îò 1

äî m0 1� ). (Óñëîâèìñÿ äàëåå îáîçíà÷àòü ÿùèêè äâóìÿ âåðòèêàëüíûìè ÷åðòî÷êà-

ìè.) Â ÿùèêè ñîîòâåòñòâåííî äàííîìó âåêòîðó ðàçìåùàþò n m� 0 åäèíèö. Íàïðè-

ìåð, (14,7)-öåïî÷êà âèäà | | | | | | | | | | | | | | | |2030 010 0 0 01 ñîîòâåòñòâóåò òàêîìó äâîè÷íîìó

âåêòîðó: 11011100100001.
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Â ñèëó ââåäåííîãî âûøå îïðåäåëåíèÿ l-ñòóïåíè è â ñâÿçè ñ ïðåäëîæåííîé

èíòåðïðåòàöèåé äâîè÷íûõ âåêòîðîâ x M� ( , )n m0 î÷åâèäíû ñëåäóþùèå óòâåð-

æäåíèÿ.

Óòâåðæäåíèå 1. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà x M� ( , )n m0 ðàâåíñòâî

�( , ; , )n m l0 0x � , ãäå 1 0� � �l n m , èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà â

ñîîòâåòñòâóþùåé âåêòîðó x ( , )n m0 -öåïî÷êå â êàæäîì èç ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ

ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ( )l �1 åäèíèö.

Óòâåðæäåíèå 2. Äëÿ ôèêñèðîâàííîãî âåêòîðà x M� ( , )n m0 ðàâåíñòâî

�( , ; , )n m l k0 x � , ãäå 1
0

0� �

�



�

�



�

�

k
n m

l
mmin , , èìååò ìåñòî òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ñðåäè ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ åñòü ðîâíî k ÿùèêîâ, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîäåð-

æèòñÿ íå ìåíåå l åäèíèö, à â îñòàëüíûõ ñ íîìåðàìè, íå ïðåâûøàþùèìè m0 , — íå

áîëåå ( )l �1 åäèíèö.

Âû÷èñëèì ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A( , ; , )n m l k0 â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé l,

1 0� � �l n m , è k, 0
0

0� �

�



�

�



�

�

k
n m

l
mmin , .

Òåîðåìà 1. Åñëè m l n m0 01( )� � � èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, l
n

m
�

0

, òîãäà

| ( , ; , )|À n m l l
m

0 0 0
� . (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 â ñîîòâåòñòâóþùåé ( , )n m0 -öåïî÷êå

âåêòîðà x, äëÿ êîòîðîãî �( , ; , )n m l0 0x � , â êàæäîì èç ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ ìîæåò

íàõîäèòüñÿ îò 0 äî ( )l �1 åäèíèö; ÷èñëî åäèíèö â ÿùèêå ñ íîìåðîì ( )m0 1� îäíî-

çíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé ( )n m s� �0 , ãäå s — ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî åäè-

íèö â ïåðâûõ m0 ÿùèêàõ. Ïîñêîëüêó ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì âåëè-

÷èíû s ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî m l0 1( )� , êîòîðîå â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû 1 íå ïðåâûøàåò

( )n m� 0 , ìîùíîñòü ìíîæåñòâà A( , ; , )n m l0 0 ðàâíà ÷èñëó m0-ìåðíûõ âåêòîðîâ,

êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðûõ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0 1 1, , ,� l � . ×èñëî òàêèõ

âåêòîðîâ ðàâíî l
m0 , ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 2. Ïðè m l0 1( )� > n m� 0 , ÷òî ðàâíîñèëüíî l
n

m
	

0

, èìååò ìåñòî

ñëåäóþùåå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå:

| ( , ; , )| | ( , ;A An m l C n lt m t l
m

t

t

n m

l

0

0

1

00
0

0

� � � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

1 0, )|, (2)

ãäå [ ]a — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà a.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óñëîâèÿ òåîðåìû 2 ñëåäóåò, ÷òî m
n m

l
0

0

1
	

�

�

. Ïîýòîìó

ìíîæåñòâî A( , ; , )n m l
0

0 , ñòîÿùåå â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (2), îïðåäåëÿåòñÿ òåìè

âåêòîðàìè x M� ( , )n m0 , â ñîîòâåòñòâóþùèõ ( , )n m0 -öåïî÷êàõ êîòîðûõ, âî-ïåð-

âûõ, ÷èñëî t ÿùèêîâ ñ íîìåðàìè, íå ïðåâûøàþùèìè m 0 è ñîäåðæàùèìè ïî

( )l �1 åäèíèö â êàæäîì, íå ìîæåò áûòü áîëüøå
n m

l

�

�

0

1
, è, âî-âòîðûõ, â ëþáîì

äðóãîì ÿùèêå èç ïåðâûõ m0 , íå âõîäÿùèõ â ïðèâåäåííûé âûøå íàáîð èç t ÿùè-

êîâ, ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå ( )l �2 åäèíèö. Ïîñêîëüêó ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà t ÿùè-
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êîâ ñ ( )l �1 åäèíèöàìè â êàæäîì èç ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ ðàâíî C
m

t

0

, à ÷èñëî ðàç-

ëè÷íûõ ðàçìåùåíèé îñòàâøèõñÿ ( ( ) )n m l t� � �0 1 åäèíèö ïî îñòàëüíûì

( )m t0 1� � ÿùèêàì, â êîòîðûõ êàæäûé ÿùèê ñ íîìåðîì, îòëè÷íûì îò ( )m
0

1� , ñî-

äåðæèò íå áîëåå ( )l �2 åäèíèö, ðàâíî | ( , ){ }x Ì� � �n lt m t0 : �( , ,n lt m t� �0

l n lt m t l� � � � � �1 0 1 00; ) | | , , ,x A} ( )|

def

, ôîðìóëà (2) íå âûçûâàåò ñîìíåíèÿ.

Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Äàëåå íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåì 1, 2 ïîëó÷àåì òàêîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 3. Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

1) | ( , ; , )|A n m0 1 0 1� ,

2) | ( , ; , )|

, / ,

,
A n m

m n

C m n

m

m

t

t

n m
0

0

0

0

2 0

2 20

0

0
�

�

	

�

�

�

åñëè

åñëè / .2




�

�

�

�

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ l �1 óñëîâèå òåîðåìû 1 âûïîëíåíî.

Ïîýòîìó â ñèëó (2) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 1 òåîðåìû 3, à â ñèëó (1) è (2) èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî 2 òåîðåìû 3, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà 4. Äëÿ ëþáûõ l, 1 0� � �l n m , è k, 1 0
0

� �

�



�

�



�

�

k m
n m

l
min , ,

ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:

| ( , ; , )| | ( ( ) ,A An m l k C C n k l s
m

k

s k

s

s

n m kl

0 1

0
0

0

1� � � �

� �

�

� �

�

m k l0 0� ; , )| , (3)

åñëè 1 0

0
� �

�



�

�

�

�



�

�

�

�

k m
n m

l
min , ;

| ( , ; , )|
( )/

A n m l k C
m

n m l

0
0

0
�

�

, åñëè k m
n m

l

n m

l
�

�



�

�



�

�

�

�

min ,0
0 0

; (4)

| ( , ; , )|A n m l k C
n m l

m

0
0

0
�

�

, åñëè k m
n m

l
m�

�



�

�



�

�

�min ,0
0

0 . (5)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 2 ìíîæåñòâî A( , ; , )n m l k0 ñîñòîèò

èç äâîè÷íûõ âåêòîðîâ âåñà ( )n m� 0 , â ñîîòâåòñòâóþùèõ ( , )n m0 -öåïî÷êàõ êîòî-

ðûõ íàéäåòñÿ ðîâíî k ÿùèêîâ ñ íîìåðàìè, íå ïðåâûøàþùèìè m0 , â êàæäîì èç

êîòîðûõ íàõîäèòñÿ íå ìåíåå l åäèíèö, à â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ ÿùèêîâ ñ íîìå-

ðàìè, îòëè÷íûìè îò ( )m0 1� , — íå áîëåå ( )l �1 åäèíèö. Ñ ó÷åòîì ýòîãî ìîùíîñòü

ìíîæåñòâà A( , ; , )n m l k0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü 1 0
0

� �

�



�

�



�

�

k m
n m

l
min , . Äîêàæåì ðàâåíñòâî (3).

Ôèêñèðóåì k ÿùèêîâ èç ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ. Ýòî ìîæíî ñäåëàòü C
m

k

0

ñïîñî-

áàìè. Çàòåì â êàæäûé èç íèõ ïîìåùàåì l åäèíèö. Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ÷èñ-

ëî åäèíèö â êàæäîì èç ôèêñèðîâàííûõ k ÿùèêîâ äîëæíî áûòü íå ìåíüøå l, áåðåì s,

0 0� � � �s n m lk, åäèíèö è ïðîèçâîëüíî ðàñïðåäåëÿåì èõ ïî ôèêñèðîâàííûì k ÿùè-

êàì äîïîëíèòåëüíî ê óæå èìåþùèìñÿ òàì åäèíèöàì. Ïîñëåäíåå ìîæíî ñäåëàòü

C
s k

s

� �1
ñïîñîáàìè [2, ñ. 58]. Â êàæäîì èç îñòàâøèõñÿ ÿùèêîâ ñ íîìåðàìè, îòëè÷-
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íûìè îò ( )m0 1� , ÷èñëî åäèíèö íå äîëæíî ïðåâûøàòü ( )l �1 ; ýòî ìîæíî îáåñïå-

÷èòü | ( , ; , )|A n m lk s m k l� � � �0 0 0 ñïîñîáàìè. Ïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ äîêàçû-

âàþò ôîðìóëó (3).

Äîêàæåì ñîîòíîøåíèå (4). Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî A n m l
n m

l
, ; ,0

0�
�

�

�

�

�

�

�

�

ñîñòîèò èç âåêòîðîâ x, ñîîòâåòñòâóþùèå ( , )n m0 -öåïî÷êè êîòîðûõ èìåþò âèä:

â êàæäîì èç ôèêñèðîâàííûõ k
n m

l
�

� 0
ÿùèêîâ èç ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ ñîäåðæèò-

ñÿ ïî l åäèíèö, ò.å. âñå ( )n m� 0 åäèíèö íàõîäÿòñÿ â ôèêñèðîâàííûõ k
n m

l
�

� 0

ÿùèêàõ, à îñòàëüíûå ( )m k0 1� � ÿùèêîâ ïóñòû. Ïîýòîìó ìîùíîñòü

ðàññìàòðèâàåìîãî ìíîæåñòâà ðàâíà ÷èñëó ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ âûáîðà èç ïåðâûõ

m0 ÿùèêîâ k
n m

l
�

� 0
ÿùèêîâ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

È, íàêîíåö, ôîðìóëà (5) ñëåäóåò èç òàêèõ ðàññóæäåíèé.

Ìíîæåñòâî A( , ; , )n m l m0 0
ñîñòîèò èç âåêòîðîâ x, ñîîòâåòñòâóþùèå

( , )n m0 -öåïî÷êè êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì: â êàæäûé èç

ïåðâûõ m0 ÿùèêîâ ïîìåùàåì ïî l åäèíèö. Ïîñêîëüêó â ñèëó óñëîâèÿ (5)

lm n m0 0� � , îñòàâøèåñÿ ( )n m lm� �0 0 åäèíèö ïðîèçâîëüíî ðàçìåùàåì ïî

( )m0 1� ÿùèêàì. Ïîñëåäíåå íà îñíîâàíèè [2, ñ. 58] ìîæíî ñäåëàòü C
n m l

m

� 0

0

ñïîñîáàìè.

Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Çàìåòèì, ÷òî íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ À ( , ; , )n m l0 0 ,

1 0� � �l n m , ñëåäóåò, ÷òî A A( , ; , ) ( , ; , )n m l n m l0 01 0 0� � . Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî

B A A( , ; ) ( , ; , ) \ ( , ; , )n m l n m l n m l
0 0 01 0 1 0� � � — ýòî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

x M� ( , )n m0 , â êàæäîì èç êîòîðûõ ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ñòóïåíè ðàâíà ( )l �1 .

Ìîùíîñòü òàêîãî ìíîæåñòâà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìëîé

| ( , ; )| | ( , ; , )| | ( , ; , )|B A An m l n m l n m l0 0 01 0 1 0� � � � . (6)

Èòàê, ôîðìóëû (1)–(6) ïîçâîëÿþò âû÷èñëÿòü ìîùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà M( , )n m0 . Èñïîëüçîâàíèå ôîðìóë (2), (3), (6) ïðè

áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.
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