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Àííîòàöèÿ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû âîïðîñû òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè–äèôôóçèè êîíå÷íîýëåìåíòíûì ìåòîäîì Ïåòðîâà–Ãà-
ëåðêèíà ñ èñïîëüçîâàíèåì âåñîâûõ ôóíêöèé ñ íåîäèíàêîâûìè íàñòðîå÷íûìè ïàðàìåòðà-
ìè, ïîëó÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íàáîðà íàñòðîå÷íûõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ïîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà â íåñêîëüêèõ íîðìàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ìåòîä Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà, óðàâíåíèå êîí-
âåêöèè–äèôôóçèè, ëîãàðèôìè÷åñêàÿ íîðìà.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ìåòîä Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà â âèäå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ) [1–4] ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå óñïåøíûõ ïîäõîäîâ ê ïîñòðîå-
íèþ ÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèé â çàäà÷àõ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññîâ êîíâåê-
öèè–äèôôóçèè. Â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷ êîíâåê-
öèè–äèôôóçèè [2, 4–11], â ìåòîäå Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ïðèìåíÿëèñü âåñîâûå
(ïîâåðî÷íûå) ôóíêöèè âèäà

W x N x W xi i i i( ) ( ) ( )*� �� , (1)

ãäå N xi ( ) — áàçèñíàÿ (ïðîáíàÿ) ôóíêöèÿ [1–4], ñîîòâåòñòâóþùàÿ i-ó óçëó ñåò-
êè, � i — íåêîòîðûé íàñòðîå÷íûé ïàðàìåòð (êîýôôèöèåíò), à ôóíêöèÿ W xi

* ( )
âûáèðàåòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñòàáèëèçèðóþùèé ýôôåêò (èçáà-
âèòüñÿ îò ëîæíûõ, íå èìåþùèõ ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà îñöèëëÿöèé) â ïîëó÷àå-
ìûõ ÷èñëåííûõ àïïðîêñèìàöèÿõ. Îòìåòèì, ÷òî ñòàáèëèçàöèÿ íåîáõîäèìà, ïî-
ñêîëüêó êëàññè÷åñêèé ìåòîä Ãàëåðêèíà, â êîòîðîì W x N xi i( ) ( )� �i , ïðèâîäèò
â çàäà÷àõ ñ äîìèíèðóþùåé êîíâåêöèåé ê ñåðüåçíûì ïîãðåøíîñòÿì (åñëè øàã
ñåòêè íå î÷åíü ìàë) [1].

Òåîðåòè÷åñêèé àíàëèç ìåòîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà äàæå â ñëó÷àå ñòàöèîíàð-
íûõ óðàâíåíèé êîíâåêöèè–äèôôóçèè âûçûâàåò îïðåäåëåííûå òðóäíîñòè ìàòåìà-
òè÷åñêîãî õàðàêòåðà, ñâÿçàííûå ïðåèìóùåñòâåííî ñ íåñàìîñîïðÿæåííîñòüþ
äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ ðàññìàòðèâàåìûõ óðàâíåíèé è ñ èñïîëüçîâàíèåì
ðàçëè÷íûõ ïðîñòðàíñòâ áàçèñíûõ è âåñîâûõ ôóíêöèé [2–4]. Â áîëüøèíñòâå ïóá-
ëèêàöèé (îñîáåííî ðàííèõ [12, 13], à òàêæå [2, ãë. 2]), ïîñâÿùåííûõ òåîðåòè÷åñ-
êîìó àíàëèçó ìåòîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà, èñïîëüçîâàëèñü ñîâîêóïíîñòè âåñîâûõ
ôóíêöèé, â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû � i áûëè ôèêñèðîâàííûìè
è îäèíàêîâûìè äëÿ âñåõ âåñîâûõ ôóíêöèé W xi ( ) , ò.å. � �i � � const . Äàííûé
ñëó÷àé ïîäðîáíî ðàññìîòðåëè Griffiths è Lorenz â [12], ãäå èññëåäîâàíà ñõîäè-
ìîñòü ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííîãî ìåòîäîì Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà, ê àíàëèòè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ îäíîìåðíîãî ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè–äèôôóçèè è ïîëó÷åíû
îöåíêè òî÷íîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò � â íåñêîëüêèõ íîðìàõ.
Èññëåäîâàíèå íå âûçâàëî îñîáûõ çàòðóäíåíèé, ïîñêîëüêó áûëî ñâÿçàíî ñ àíàëè-
çîì âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ñèììåòðè÷íûå ìàòðèöû ñïåöèàëüíîãî âèäà, ñâîé-
ñòâà êîòîðûõ õîðîøî èçó÷åíû. Ñëó÷àé ñ íåîäèíàêîâûìè êîýôôèöèåíòàìè � i
(çàâèñÿùèìè îò èíäåêñà i) â (1) ñëîæíåå äëÿ èññëåäîâàíèÿ è, âîçìîæíî, ïîýòîìó
ìåíåå èçó÷åí [2, 3]. Îäíàêî èìåííî ýòîò ñëó÷àé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ íà ïðàêòèêå,
òàê êàê ïðåäîñòàâëÿåò áîëüøóþ ñâîáîäó â íàñòðîéêå âèäà âåñîâûõ ôóíêöèé. Ýòî
ïîçâîëÿåò áîëåå ãèáêî ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè ðåøåíèÿ îïèñûâàåìîãî ôèçè÷åñ-
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êîãî ïðîöåññà, íàïðèìåð îáåñïå÷èâàòü ñòàáèëèçàöèþ ïîëó÷àåìîé ðàçíîñòíîé
ñõåìû ïóòåì âûáîðà � i , ñîîòâåòñòâóþùåãî âåëè÷èíå è çíàêó ëîêàëüíîé ñêîðîñ-
òè ïåðåíîñà â êàæäîé òî÷êå xi ñåòêè. Îòìåòèì, ÷òî â íåêîòîðûõ çàäà÷àõ èñïîëü-
çîâàíèå âåñîâûõ ôóíêöèé âèäà (1) ñ íåîäèíàêîâûìè � i ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì
äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ, àäåêâàòíî àïïðîêñèìèðóþùåãî ïîâåäåíèå
òî÷íîãî ðåøåíèÿ (ñì. [11] è ïðèâåäåííûå òàì ïðèìåðû), ïîýòîìó äàííûé ñëó÷àé
ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîàíàëèçèðîâàíû âîïðîñû òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè–äèôôóçèè êîíå÷íî-
ýëåìåíòíûì ìåòîäîì Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ñ âåñîâûìè ôóíêöèÿìè òèïà (1). Ïîëó-
÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà êîýôôèöèåíòîâ { }� i , îáîáùàþ-
ùèå è óòî÷íÿþùèå èçâåñòíûå â äàííîì íàïðàâëåíèè ðåçóëüòàòû (îíè ñëåäóþò èç
ðåçóëüòàòîâ äàííîé ðàáîòû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè), è èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü
ìåòîäà â íåñêîëüêèõ íîðìàõ.

ÏÐÅÄÂÀÐÈÒÅËÜÍÛÅ ÇÀÌÅ×ÀÍÈß. ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ È ÅÄÈÍÑÒÂÅÍÍÎÑÒÜ
ÐÅØÅÍÈß ÑËÀÁÎÉ ÔÎÐÌÛ ÊÐÀÅÂÎÉ ÇÀÄÀ×È

Ðàññìîòðèì êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè–äèôôóçèè

k x
du

dx

d u

dx
f x( ) ( )� �

2

2
(2)

íà îòðåçêå x d d�[ ; ]1 2 . Çäåñü u x( ) ÿâëÿåòñÿ èñêîìîé íåèçâåñòíîé ôóíêöèåé,
à k x( ) è f x( ) — çàäàíû. Â êà÷åñòâå ãðàíè÷íûõ óñëîâèé èñïîëüçóåì îäíîðîä-
íûå óñëîâèÿ ïåðâîãî ðîäà u d u d( ) ( )1 2 0� � (çàäà÷ó ñ íåîäíîðîäíûìè ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè âñåãäà ìîæíî ïðèâåñòè ê çàäà÷å ñ îäíîðîäíûìè [14]). Äàëåå
ëèíåéíîé çàìåíîé íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x îòðåçîê [ ; ]d d1 2 ïðèâåäåì ê êà-
íîíè÷åñêîìó îòðåçêó [ ; ]0 1 , ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì çàäà÷è ïðè
x �[ ; ]0 1 . Òàêæå ñ÷èòàåì, ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü (2) f L� 2 0 1[ ; ] , à êîýôôèöèåíò k
äëÿ óïðîùåíèÿ âûêëàäîê ïîëàãàåì ðàâíûì ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòå, ïî-
ñêîëüêó ñëó÷àé ñ ïåðåìåííûì k ïðè èññëåäîâàíèè ÌÊÝ àïïðîêñèìàöèé ÿâ-
ëÿåòñÿ ëèøü òåõíè÷åñêè áîëåå ñëîæíûì [2, 13], è ðàçâèâàåìûé â äàííîé ðà-
áîòå ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îïåðàòîðíûõ íåðàâåíñòâ è ëîãàðèô-
ìè÷åñêèõ íîðì, ìîæíî áåç ïðèíöèïèàëüíûõ çàòðóäíåíèé ïðèìåíÿòü ê åãî
èññëåäîâàíèþ.

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèÿ ( , )� � 0 è || ||� 0 ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ è íîðìû â L2 0 1[ ; ] [14–16]. Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ïðîñòðà-
íñòâà Ñîáîëåâà [15, 16] H m [ ; ]0 1 è H m

0 0 1[ ; ] — ïîïîëíåíèÿ ïðîñòðàíñòâ áåñêîíå÷-

íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé C ( ) [ ; ]	 0 1 è C0 0 1( ) [ ; ]	 , ãäå íèæíèé èíäåêñ 0

îçíà÷àåò, ÷òî íîñèòåëü ôóíêöèè ïðèíàäëåæèò èíòåðâàëó ( ; )0 1 , ïî íîðìå
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Äëÿ çàïèñè ñëàáîé ôîðìû [2–4] ðàññìàòðèâàåìîé êðàåâîé çàäà÷è ââåäåì áè-

ëèíåéíóþ ôîðìó a u u k( , ) ( , )� � �� � � � 0 , ãäå u du dx� � / . Òîãäà ñëàáóþ ôîðìó

êðàåâîé çàäà÷è ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [2, 12, 17]:

íàéòè u H� 0
1 0 1[ ; ] , ÷òî � �� H 0

1 0 1[ ; ] âûïîëíÿåòñÿ a u f( , ) ( , )� �� 0 . (3)
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Ñóùåñòâîâàíèå è åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (3) îïðåäåëÿåòñÿ îáîá-
ùåííîé òåîðåìîé Ëàêñà–Ìèëüãðàìà (ñì. [17], òåîðåìà 5.2.1, ñ. 112, à òàêæå [12],
ãäå îáîñíîâàíà ïðèìåíèìîñòü äàííîé òåîðåìû ê çàäà÷å (3)).

ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÌÊÝ ÏÅÒÐÎÂÀ–ÃÀËÅÐÊÈÍÀ

Ñ÷èòàåì, ÷òî íà îòðåçêå [ ; ]0 1 çàäàíà ñèñòåìà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûõ òî-

÷åê (óçëîâ) xi , i N� �0 1, ,� , ñ øàãîì h x xi i� ��1 , x0 0� , x N � �1 1 . Ñ êàæ-

äûì óçëîì xi ñâÿæåì íåïðåðûâíóþ êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ôèíèòíóþ áàçèñíóþ
ôóíêöèþ N xi ( ) , êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ òîëüêî íà îòðåçêå [ ; ]x xi i� �1 1 , ðàâ-
íà íóëþ íà êîíöàõ îòðåçêà, ëèíåéíà íà ýëåìåíòàõ [ ; ]x xi i�1 è [ ; ]x xi i�1 , à òàê-
æå ðàâíà åäèíèöå â òî÷êå xi .

Â êà÷åñòâå âåñîâîé ôóíêöèè W xi ( ) (ñîîòâåòñòâóþùåé óçëó xi ñåòêè) èñïîëü-
çóåì êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè âèäà (1), ãäå ôóíêöèÿ W xi

* ( ) îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì [2, 10]:

W x

W x x h x x x

W x x h xi

i i i
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� � �
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2
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1 [ ; ],

, [ ; ],
x x

x x x
i i

i i

�

� ��

�

�
�

�
�

1

1 10

2 3 1W ( ) ( )� � �� � . Îñîáåííîñòè ïîñòðîåíèÿ ðàçëè÷íûõ âåñîâûõ ôóíêöèé è
òðåáîâàíèÿ ê íèì ïðèâåäåíû â [2, 10].

Îáîçíà÷èì �h è �h êîíå÷íîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà, ÿâëÿþùèåñÿ ëèíåéíûìè
îáîëî÷êàìè ñîâîêóïíîñòåé áàçèñíûõ { ( )}N xi i

N
�1

è âåñîâûõ { ( )}W xi i
N
�1

ôóíêöèé

ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé N xi ( ) è W xi ( ) ïðîñòðàíñòâà �h è
�h ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè ïðîñòðàíñòâà H 0

1 0 1[ ; ] . Êîíå÷-

íîýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ðåøåíèÿ çàäà÷è (3)
ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

íàéòè uh h�� , ÷òî � �� h h� âûïîëíÿåòñÿ a u fh h h( , ) ( , )� �� 0 . (4)

Îñíîâíûì ñðåäñòâîì ïðè îöåíèâàíèè ïîãðåøíîñòè àïïðîêñèìàöèè ðåøåíèÿ
çàäà÷è (3) ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ ïðèáëèæåííîé çàäà÷è (4) ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííàÿ
äàëåå òåîðåìà [2, 12, 17].

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: ïðîñòðàíñòâà �h è �h

ÿâëÿþòñÿ êîíå÷íîìåðíûìè ïîäïðîñòðàíñòâàìè H 0
1 0 1[ ; ] òàêèìè, ÷òî
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1 0 1[ ; ] . Òîãäà çàäà÷à (4) èìååò åäèíñòâåííîå ðåøå-

íèå uh , êîòîðîå óäîâëåòâîðÿåò îöåíêå
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�
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ãäå C1 — êîíñòàíòà íåïðåðûâíîñòè äëÿ ôîðìû a u( , )� , ò.å. � �u H 0
1 0 1[ ; ] è

� �� H 0
1 0 1[ ; ] ñïðàâåäëèâî | ( , )| | | | |a u C u� �� 1 1 1.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â [12, òåîðåìà 3.1, ñ. 43], ãäå ïîêàçàíî,

÷òî C k1
2 21 4� � / ( )� , ïðè÷åì äàííîå çíà÷åíèå íåëüçÿ óìåíüøèòü (ñì. çàìå÷àíèÿ

â [18] îòíîñèòåëüíî ìíîæèòåëÿ 1 1 2�C c h/ ( ) â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (5)).
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Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíà c h2 ( ) ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò

íóëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòîé C0 0� , åñëè � �h 0 (ïî êðàéíåé ìåðå äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ h , íå ïðåâûøàþùèõ íåêîòîðîãî ôèêñèðîâàííîãî h0) ñïðàâåäëèâî c h C2 0( ) � .

Èç îöåíêè (5) ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåëè÷èíà c h2 ( ) ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò
íóëÿ, òî õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ïðè h � 0 çàâèñèò ëèøü îò âåëè÷èíû
inf

w
h

h h

u w
�

�
�

| |1 , à òàêæå âèäíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì h ÷åì áîëüøå âåëè÷èíà

c h2 ( ) , òåì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü àïïðîêñèìàöèè | |u uh� 1 . Ïîýòîìó ïðè èññëå-

äîâàíèè òî÷íîñòè è ñõîäèìîñòè ìåòîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà âàæíûì ÿâëÿåòñÿ ïî-
ëó÷åíèå äëÿ âåëè÷èíû c h2 ( ) ðàâíîìåðíî îòäåëåííûõ îò íóëÿ îöåíîê ñíèçó. Èìåÿ
äëÿ ýòèõ îöåíîê îáùèå âûðàæåíèÿ, ïóòåì íàäëåæàùåãî âûáîðà âõîäÿùèõ â íèõ
ïàðàìåòðîâ ìîæíî ïîïûòàòüñÿ ñäåëàòü èõ êàê ìîæíî áîëüøèìè, ÷òî, â ñâîþ î÷å-
ðåäü, ïðèâåäåò ê óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè îöåíêè àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ñëó÷àÿ ñ íå-
îäèíàêîâûìè � i (ò.å. çàâèñèìûìè îò èíäåêñà i) ïðè èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíûõ áà-
çèñíûõ ôóíêöèé è êâàäðàòè÷íûõ âåñîâûõ (è íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîãëàøå-
íèé î âåñîâûõ ôóíêöèÿõ è âûáîðå íîðì â òåîðåìå 1) ñïðàâåäëèâà îöåíêà [2, 3]

c h i2
2 1 21 6( ) ( max ) /� � �� . (6)

Â [12] ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ � �i � � �const 0 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c h kh2
2 1 21 2 1 3( ) ( / )( ) /� � � �� � , (7)

ïðè÷åì îíà êâàçèîïòèìàëüíà: â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ åå íåâîçìîæíî óëó÷øèòü,
íàïðèìåð, ïðè íå÷åòíîì N èìååì c h kh2

2 1 21 2 1 3( ) ( / )( ) /� � � �� � . Â íàñòîÿùåé

ñòàòüå äàííûå ðåçóëüòàòû îáîáùåíû è ïðèâåäåííûå âûøå îöåíêè äëÿ c h2 ( )
ñëåäóþò èç ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè (ñì. äàëåå òåîðåìó 2).

Èñïîëüçóåì îáîçíà÷åíèå ( , )
� �
x y äëÿ ñêàëÿðíîãî (ñòàíäàðòíîãî) ïðîèçâåäå-

íèÿ [19] âåêòîðîâ-ñòîëáöîâ
�
x è

�
y èç N -ìåðíîãî åâêëèäîâîãî âåùåñòâåííîãî ïðî-

ñòðàíñòâà R N . Èíäåêñîì T îáîçíà÷èì îïåðàöèþ òðàíñïîíèðîâàíèÿ, òîãäà
( , )
� � � �
x y x y� T .

Ëåììà 1. Ïóñòü u x u N xj jj

N
h( ) ( )� �

�� 1 � , � �( ) ( )x W xi ii

N
h� �

�� 1 � . Òîã-

äà a u A uh( , )� ��
� �T , | |u u B uh1

2 �
� �T , | |� � �1

2 �
� �TCh , ãäå

�
�u u u uN� ( , , , )1 2

T ,
�

�� � � �� ( , , , )1 2 N
T ,

A
h

kh kh

kh kh kh
h �

� � � �

� � � � � �1

2 1 1 2

1 1 2 2 1
1 1

2 2

� �

� �

( ) /

( ) / (

�

1 2

1 1 2 2

2�

� � � �




�

�
�
�
��



�

�
�
�
��

�

� �

) /

( ) /

�

� � �

� kh khN N

(8)

èëè ïîýëåìåíòíî

( )

/ ( ) / , ,

/ , ,

/ (
,A

h k j i

h k j i

h
h i j

i

i
�

� � � � �

� �

� � �

1 1 2 1

2

1 1

�

�

� i k j i

i j

) / , ,

, | | ,

2 1

0 1

� �

� �

�

�

�
�

�

�
�

B
h

h �

�

� �

�




�

�
�
�
��



�

�
�
�
��

1

2 1

1 2 1

1 2

�

�

� � �

�

, ( )
/ , | | ,

/ , ,
, | | ,

,B

h i j

h j i

i j
h i j �

� � �
�

� �

�

�
�

��

1 1
2
0 1

(9)
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C
h

h �

� � �

� � � � �

� �

1

2 6 1 3

1 3 2 6 1 3

1

1
2

1 2

2 1 2
2

2 3

� � �

� � � � �

�

�

� � �

� 3 2 61
2� � �N N N� �




�

�
�
�
�
�



�

�
�
�
�
�

,

( )

( ) / , | | ,

( ) / , ,

, |

,C

h i j

h j i

i j

h i j

i j

i�

� � � �

� �

�

1 3 1

2 6

0

2

� �

�

| .�

�

�
�

�
� 1

(10)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé ëåììû ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííûì âû÷èñëå-
íèåì èíòåãðàëîâ, âõîäÿùèõ â âûðàæåíèÿ a u( , )� , | |u 1

2 è | |� 1
2 .

Ñëåäñòâèå. Çàäà÷à (4) ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
ñ ìàòðèöåé Ah è ïðàâîé ÷àñòüþ

�
�f f f f N� ( , , , )1 2

T , ãäå f f Wi i� ( , )0 .

ËÎÃÀÐÈÔÌÈ×ÅÑÊÀß ÍÎÐÌÀ ÌÀÒÐÈÖÛ

Ïóñòü || ||� — ñòàíäàðòíàÿ åâêëèäîâà âåêòîðíàÿ íîðìà íà R N (ò.å.

|| || ( , )
� � �
x x x� ïðè

�
x R N� ) è ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîä÷èíåííàÿ ìàòðè÷íàÿ (îïåðà-

òîðíàÿ) [19] íîðìà ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû A ðàçìåðà N N� : || || || ||
|| ||

A Ax
x

�
�

sup
�

�

1
.

Åäèíè÷íóþ ìàòðèöó îáîçíà÷èì E . Òîãäà ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìîé ìàòðèöû

A íàçûâàþò ÷èñëî �( ) lim (|| || ) /A E tA t
t

� � �
� �0

1 [20–22]. Â äàëüíåéøåì áóäåì

ïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùåé îöåíêîé [20, 21]: � �
�
x R N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� � � � �� �( )| | | | ( , ) ( )| | | |A x x Ax Ax x A x
� � � � � �2 2T (ïðè÷åì âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû

íåðàâåíñòâà äîñòèãàþòñÿ íà íåêîòîðûõ âåêòîðàõ). Ïîäðîáíûé îáçîð îöåíîê
äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêèõ íîðì ïðèâåäåí â [22]. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ âñïîìîãà-
òåëüíóþ ëåììó, ïîçâîëÿþùóþ îöåíèâàòü �( )A ñâåðõó.

Ëåììà 2. Äëÿ ëîãàðèôìè÷åñêîé íîðìû �( )A ìàòðèöû A ai j i j
N�

�
{ }, , 1

ñïðà-

âåäëèâà îöåíêà �( ) max ( | |), , ,A a a a
i N

i i i j j i

j i

� � �
� � �

�
1

1

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G A A� �( ) /T 2 . Ìàòðèöà G ñèììåòðè÷íà, ïîýòîìó
âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà � i G( ) ëåæàò íà äåéñòâèòåëüíîé îñè. Îöåíèì ïðàâóþ
÷àñòü ðàâåíñòâà � �( ) max ( )A G

i
i� [20, 21], èñïîëüçóÿ òåîðåìó Ãåðøãîðèíà î ëî-

êàëèçàöèè ñîáñòâåííûõ ÷èñåë [19], â ñèëó êîòîðîé âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà G ëå-

æàò â îáúåäèíåíèè ìíîæåñòâ (êðóãîâ Ãåðøãîðèíà) { }z z G Gi i i j

j ii

N

: | | | |, ,� �
��
�

1
� ,

îòêóäà ñðàçó ïîëó÷àåì íóæíîå ñîîòíîøåíèå

� �( ) max ( ) max ( | |) max, ,A G G G
i N

i
i N

i i i j

j i

� � � �
� � � � � �

�
1 1 1 i N

i i i j j i

j i

a a a
� �

� ��( | |), , ,
1

2
.

Ëåììà äîêàçàíà.
Çàìå÷àíèå 1. Äîêàçàííàÿ ëåììà äàåò áîëåå òî÷íóþ îöåíêó äëÿ �( )A ïî

ñðàâíåíèþ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îöåíêàìè, ïðèâåäåííûìè â [22].
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ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÅ ÏÎÃÐÅØÍÎÑÒÈ È ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ

Â äàëüíåéøåì ïðè íàõîæäåíèè îöåíîê äëÿ âåëè÷èíû c h2 ( ) áóäåì
èñïîëüçîâàòü âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû D , B è A0 ðàçìåðà N N� :

D

N N N

�

�

� �

�




�

�
�
�
�
�



�

2

2

2

1
2

1 2

2 1 2
2

2 3

1
2

� � �

� � � � �

� � �

�

�

� � �

� �

�
�
�
�
�

, D

i j

j i

i j

i j

i j

i,

, | | ,

, ,

, | | ;

�

� � �

�

� �

�

�
�

�
�

� �

�

1

2

0 1

2

B — ýòî ìàòðèöà Bh áåç ìíîæèòåëÿ 1/ h , B hBh� (ñì. (9));

A

N N

0

1 1

2 2 2

2

2

2

�

�

� �

�




�

�
�
�
�
�



�

�
�
�
�
�

� �

� � �

� �

�

�

� � �

�

, ( )

, | | ,

, ,

, | | .

,A

i j

j i

i j

i j

i

i0

1

2

0 1

�

� � �

�

� �

�

�
�

�
�

�

�

Èçâåñòíî [23], ÷òî � �
�
x R N � � � �

x Bx Bx xT � �( , ) 0 ïðè
�
x � 0 , ò.å. êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà ( , )Bx x
� �

ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äîêàæåì òåïåðü ëåììó, êàñàþùóþñÿ
ñâîéñòâ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû

� � � �
x Dx Dx xT � ( , ) ñ ìàòðèöåé D.

Ëåììà 3. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà ÷èñåë �� i i
N}
�1

ñïðàâåäëèâî
� �
x DxT � 0

� �
�
x R N . Åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ � � � �� � �2 01

2
1 2 è

2 02
1 1� � � �i i i i� � �� �( ) ïðè 2 1� � �i N , à òàêæå � � � �� � ��2 02

1N N N , ãäå

ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî � ��
� �
max

1

2

i N
i , òî � �

�
x R N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� � � �
x B x x DxT T( )� � .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âíà÷àëå äîêàæåì ïåðâóþ ÷àñòü ëåììû. Â ðåçóëüòàòå ïîä-
ñ÷åòà, èñïîëüçóÿ ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ÷èñåë íåðàâåíñòâî
ab a b� �( ) /2 2 2 , ïîëó÷àåì, ÷òî

� �
x Dx x x x xi i i i i i i i i

i

N
T � � � � �� � � �

�
� ( ) (� � � � � �1 1

2
1 1

1
12 2 2

1
2x ��

... ...� � � �� � � � �
N N

x x x x x2 2
1 2 1 2 2 3 2 3

� �� � � � �� �� � � �N N N N N N
x x x x1 1 1

2
1
2 2 22) (

� � � � �� � � �1
2

1
2

2
2

2
2

2
2

2
2

3
2

3
22 2 2 2x x x x/ / / / �

... / / ) ( / / )� � � � �
� �

� � � � �
N N N N N N

x x x x1
2

1
2 2 2

1
2

1
2 2 2

12 2 2 2 2 2
1
2 2 2 0x x

N N
� ��

(â ïåðâîé ñóììå ïîëàãàåì ôîðìàëüíî � �0 1 0� ��N ). Äîêàæåì òåïåðü ñïðà-

âåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà
� � � �
x B x x DxT T( )� � � �

�
x R N èëè â ýêâèâàëåíòíîé çàïè-

ñè íåðàâåíñòâà (( ) , )�B D x x� �
� �

0 . Äëÿ åãî âûïîëíåíèÿ äîñòàòî÷íà ñïðàâåä-
ëèâîñòü � � � �� �( ( ))B D 0 .

Â ñèëó ëåììû 2 èìååì îöåíêè

� � � � � � �( ( )) max | ( )|� � � � � � � �
�
�
�

B D 2 2
1

2
21

2
1 2 ,

� � � � � �2 2
1

2
22

1� � � � �
N N N| ( )| ,
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max | ( )|
2 1 1

2
12 2

1

2
2

� � �
�� � � � �




�
� �

i N
i i� � � � �

1

2
2 1| ( )|� �



�
�
 
!
"
��� � �i i

� � � � � � � � �
�
�
�

�max | | , | |2 2 2 21
2

1 2
2

1� � � � � � � � � �
N N N ,

max ( | | | | )
2 1

2
1 12 2

� � �
� �� � � � � �

 
!
"
�

i N
i i i i i� � � � � � � �

� � � � � ��
�
� � � �

� �max , max ( )� � � � � � � � �2 21
2

1 2
2 1

2
1 1

i N
i i i i i ,

� � �
 
!
"

�� � � �2 2
1N N N .

Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è óñëîâèé äîêàçûâàåìîé ëåììû ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

� � �� �( ( ))B D � � � � � � �
� � �

� �max , max ( ) ,{ � � � � � � � � �2 21
2

1 2
2 1

2
1 1

i N
i i i i i

� � � ��� � � �2 2
1N N N }

� � � � � �
� � �

� �min , min ( ) ,{� � � � � � � � � �2 21
2

1 2
2 1

1 1
2

i N
i i i i i 2 02

1� � �
N N N� �� } .

Ëåììà äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 2. ×èñëî � â íåðàâåíñòâå
� � � �
x B x x DxT T( )� � íå ìîæåò áûòü ìåíü-

øå max
1

2

� �i N
i� , ÷òî ñðàçó ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè êâàäðàòè÷íîé

ôîðìû [19, 24], ïðèìåíåííîãî ê ôîðìå
� �
x B D xT ( )� � , è ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ

âûïîëíåíèÿ
� �
x B D xT ( )� � � 0 � �

�
x R N íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âñå

ãëàâíûå ìèíîðû ìàòðèöû �B D� áûëè íåîòðèöàòåëüíû; åñëè � �#
� �
max

1

2

i N
i , òî

îäèí èç ýëåìåíòîâ íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ìàòðèöû �B D� áóäåò îòðèöàòåëüíûì,
÷òî ïðèâåäåò ê íàðóøåíèþ óñëîâèé êðèòåðèÿ.

Çàìå÷àíèå 3. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ñëó÷àé, êîãäà � i íåîäèíàêîâû (ò.å. ñó-

ùåñòâóþò òàêèå i è j, i j� , ÷òî � �i j� ). Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ âûïîëíåíèÿ
� � � �
x B x x DxT T( )� � íåîáõîäèìî, ÷òîáû � ��

� �
max

1

2

i N
i . Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü âåëè-

÷èíà max
1

2

� �i N
i� äîñòèãàåòñÿ íà êàêîì-íèáóäü èíäåêñå k . Òîãäà äëÿ îäíîãî èç ñî-

ñåäíèõ èíäåêñîâ j k� �1 ëèáî j k� �1 áóäåò � �k j� . Åñëè îêàæåòñÿ, ÷òî
� � �k k k� �� �1 1, òî èíäåêñó k ìîæíî ïðèñâîèòü çíà÷åíèå k �1 èëè k �1 è ñíîâà
ïîâòîðèòü äàííîå ðàññóæäåíèå, â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî ëèáî âñå çíà÷åíèÿ � i

ñîâïàäàþò, ÷åãî áûòü íå ìîæåò, ëèáî äåéñòâèòåëüíî ñóùåñòâóþò èñêîìûå k è j

ñ çàäàííûìè ñâîéñòâàìè. Ïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè j k� �1 . Òîãäà åñëè

� � �� �
� �
max

1

2 2

i N
i k

, òî ãëàâíûé ìèíîð

2 2

2 2
3

2

2
2 2� � � � �

� � � � �
� � � � � �

� � �

� � �
� � � � �j j k

k j k

k j k( )( ) ( � � � �j k j) ( )2 20 0� � � # ,

÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàðóøåíèè óñëîâèé êðèòåðèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè êâàä-
ðàòè÷íîé ôîðìû

� �
x B D xT ( )� � .
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Ëåììà 4. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 3 2 01 2� � 	� � � è 2 01 1� � �i i i� � �� �( )
ïðè 2 1� � �i N , à òàêæå 3 2 01� � 	N N� � �� è � � 	i i� � ��1 2 0 ïðè
1 1� � �i N , òîãäà � �

�
x R N ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

� � � �
x A x x B xT T

0 � ( )	 . Çäåñü

	�R — ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâàì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåðàâåíñòâà

� � � �
x A x x B xT T

0 � ( )	 (èëè

( , ) ( , )A x x Bx x0
� � � �

� 	 â ýêâèâàëåíòíîé çàïèñè) äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
� � � �� 	( ( ))A B0 0 . Â ñèëó ëåììû 2 èìååì îöåíêè

� 	 � 	 � 	 � 	( ( )) max | | ,� � � � � � � � �
�
�
�

A B0 1 1 22 2
1

2

� � � � � ��2 2
1

2
1� 	 � 	 � 	N N N| | ,

max | | | |
2 1

1 12 2
1

2

1

2� � �
� �� � � � � � � � � �




i N
i i i i i� 	 � 	 � 	 � 	 � 	

�
�



�
�
 
!
"
�

� � � �
�
�
�

max ,
3

2

1

2
1 2� � 	 � � �

�
�




�
�



�
�
 
!
"

�
� � �

� �3

2

1

2 2
1

2 1

1 1� � 	
� �

�N N
i N

i i
i, max .

Îòñþäà, èñïîëüçóÿ óñëîâèÿ äîêàçûâàåìîé ëåììû, ñðàçó ïîëó÷àåì íåðàâåíñòâî

� � � � � �
�
�
�

� 	 � � 	( ( )) min ,A B0 1 2
3

2

1

2

3

2

1

2 2
01

2 1

1 1� � 	 �
� �

N N
i N

i
i i� � �

�


�
�



�
�
 
!
"
��

� � �

� �, min .

Ëåììà äîêàçàíà.
Äîêàæåì ëåììó, èç êîòîðîé áóäóò âûòåêàòü âàæíûå ñëåäñòâèÿ î êà÷åñòâåí-

íîì ïîâåäåíèè ÷èñëåííîé àïïðîêñèìàöèè Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà.
Ëåììà 5. Ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâ

� i
kh

� �1
2

, 1� �i N , (11)

ìàòðèöà Ah , îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèåì (8), ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé [2, 25].
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî (11) ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó

� � � �1
2 2

0
kh kh i�

, èç êîòîðîãî òàêæå ñëåäóåò, ÷òî � � � � � #1
2 2

0
kh kh

khi�
, ïîý-

òîìó âñå ( ) ,Ah i j � 0 ïðè i j� , è òàêèì îáðàçîì âûïîëíåíû íåîáõîäèìûå óñëî-

âèÿ, ÷òîáû Ah áûëà M -ìàòðèöåé. Äàëåå âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì êðèòåðèåì

äëÿ M -ìàòðèö (ñì. [2, ñ. 279]): íåêîòîðàÿ ìàòðèöà A ai j i j
N�

�
{ }, , 1

, ai j, � 0 , i j� ,

ÿâëÿåòñÿ M -ìàòðèöåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò âåêòîð
�
e ñ íåîòðè-

öàòåëüíûìè êîìïîíåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî âåêòîð Ae
�

òàêæå èìååò íåîòðèöàòåëü-
íûå êîìïîíåíòû, ïðè÷åì äëÿ òåõ i N�1, ,� , äëÿ êîòîðûõ ( )Ae i

�
� 0 , ñóùåñòâóåò

òàêàÿ öåïî÷êà ÷èñåë i i i i Nk0 1 1� �, , , , ,� � , ÷òî ai i
 
�
#

1
0, äëÿ 1� �
 k è

( )Ae ik

�
� 0 . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå òàêîãî âåêòîðà

�
e ìîæíî

èñïîëüçîâàòü âåêòîð
�

�e � ( , , )1 1 T . Äåéñòâèòåëüíî, ( )A e
kh kh

h

�
1

11
2 2

� � � �
�

� � �



�
�



�
�� � � �1

2 2
0 01kh kh

kh kh
�

, ( )A eh i

�
� 0 ïðè 2 1� � �i N è ( )A eh N

�
�
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� � � �1
2 2

0
kh kh N�

. Òåïåðü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî i N�2, ,� , äëÿ êîòîðîãî

( )A eh i

�
� 0 , â êà÷åñòâå öåïî÷êè ÷èñåë i i i i Nk0 1 1� �, , , , ,� � ìîæíî èñïîëüçî-

âàòü öåïî÷êó i i i, , , ,� �1 2 1� (ò.å. îñóùåñòâëÿåòñÿ îáõîä íèæíåé ïîääèàãîíàëè).
Ëåììà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (11) ñïðàâåäëèâî � �� �h , � � 0

sup
u h

a u
�

�
�

| ( , )|� 0 (äàííîå óòâåðæäåíèå èìååòñÿ â òåîðåìå 1 è ïðèìåíÿåòñÿ â äàëü-

íåéøåì). Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ ëåììó 1 è ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè ìàòðèöû

Ah , èìååì sup sup T T

u u R
h h h

h
N

a u A u A A
� �

�� � �
�

| ( , )| | | ||� � � � �
�

� � � � �1 ||2 0� .

Çàìå÷àíèå 4. Àïïðîêñèìàöèÿ Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà ñâîäèòñÿ ê ñèñòåìå óðàâ-
íåíèé

( ( ) / ) ( ) ( ( ) / )� � � � � � � � �� �1 1 2 2 1 1 21 1kh y kh y kh yi i i i i i� � � � �h f Wi( , )0 , (12)

1� �i N , y yN0 1 0� �� (ñì. ñëåäñòâèå èç ëåììû 1). Óñëîâèÿ (11) ãàðàíòèðó-
þò óñòîé÷èâîñòü ðåøåíèÿ ñõåìû (12) â ñìûñëå îòñóòñòâèÿ îñöèëëÿöèé (ýëå-
ìåíòû A

h
�1 íåîòðèöàòåëüíû, äëÿ ðàçíîñòíîé ñõåìû (12) âûïîëíÿåòñÿ ðàçíîñ-

òíûé ïðèíöèï ìàêñèìóìà è îíà áóäåò ìîíîòîííîé [2, 23]). Íàðóøåíèå óñëî-
âèé (11) ìîæåò ïðèâåñòè ê áîëüøèì ïîãðåøíîñòÿì è ëîæíûì (íåôèçè÷åñêèì)
îñöèëëÿöèÿì â ÷èñëåííîì ðåøåíèè. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ � �i � � �const 0
íàðóøåíèå óñëîâèé (11) ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå çíàêîâ ýëåìåí-
òîâ ìàòðèöû A

h
�1 èìååò âèä

sign( ) ( ) , ,
,

,A i j

i jh i j

i j� �
� � �

�

�
�
�

1 1
1

(ýòî ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [24], ñì. òàêæå îïèñàíèå äëÿ äàííîãî ïðîñòåéøåãî
ñëó÷àÿ â [12]). Ñõåìà (12) ëèíåéíàÿ, ïîýòîìó ïîãðåøíîñòü ðåøåíèÿ
z y u xi i i� � ( ) óäîâëåòâîðÿåò àíàëîãè÷íîé ëèíåéíîé ñèñòåìå óðàâíåíèé ñ ìàò-
ðèöåé Ah (íî ñ äðóãîé ïðàâîé ÷àñòüþ [23], ÿâëÿþùåéñÿ ïîãðåøíîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè ñõåìîé (12) óðàâíåíèÿ (2)). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû
( ) ,A

h j N
�1 , 1� �j N , èìåþò ÷åðåäóþùèåñÿ çíàêè, ïîýòîìó åñëè ïîãðåøíîñòü

àïïðîêñèìàöèè ñõåìîé (12) óðàâíåíèÿ (2) ïðè i N� ïðåâûøàåò ïîãðåøíîñòü
àïïðîêñèìàöèè ïðè îñòàëüíûõ i (íàðèìåð, ýòî ïðîèçîéäåò, åñëè âîçëå òî÷êè
x N �1 îáðàçóåòñÿ ïðèãðàíè÷íûé ñëîé), òî ÷èñëåííîå ðåøåíèå ìîæåò îêàçàòüñÿ
îñöèëëèðóþùèì. Íàïðèìåð, ïðè � i � 0 óñëîâèå (11) ïåðåõîäèò â èçâåñòíîå
óñëîâèå kh � 2 óñòîé÷èâîñòè (â ñìûñëå îòñóòñòâèÿ îñöèëëÿöèé) ìåòîäà Ãàëåð-
êèíà (ñì. [1, ãë. 7]). Ïîýòîìó ïðè ðàñ÷åòàõ ñ ïîìîùüþ ÌÊÝ Ïåòðîâà–Ãàëåð-
êèíà åñòåñòâåííî òðåáîâàíèå âûïîëíåíèÿ óñëîâèé (11).

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ íåðàâåíñòâ (11) íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèÿ íà êîëè÷åñ-
òâåííûå (àáñîëþòíûå) çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ � i , â òî âðåìÿ, êàê íåðàâåíñòâà
èç ëåìì 3 è 4 — íà ðàñïîëîæåíèå ÷èñåë � i îäíî îòíîñèòåëüíî äðóãîãî, ïîýòîìó
äàííûå óñëîâèÿ íåïðîòèâîðå÷èâû. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, äàþùóþ
îöåíêó âåëè÷èíû c h2 ( ) â òåîðåìå 1.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ëåìì 3 è 4, ïðè÷åì 1 2 0� �kh	 / .
Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

c h
a u

u

kh
C

u h h

2
1 1

1 2

1 3
( )

| ( , )|

| | | |

/
� �

�

�
�

� �
inf sup
� ��

�

�

	

�
0 0( )h � . (13)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 1 èìååì c h
A u

u B u Cu R R

h

h h

N N
2 ( ) min max

| |
�

� �
� �

� �

� � � ��

�

� �

T

T T
.

Äàëåå c h
u A u

u B u u C uu R

h

h h

N
2 ( ) min�

�
�

� �

� � � �

T

T T
. Çàìåòèì, ÷òî ìíîæèòåëè h�1 ïåðåä ìàò-

ðèöàìè Ah , Bh è Ch â ïðèâåäåííûõ âûðàæåíèÿõ âçàèìíî ñîêðàùàþòñÿ, ïîý-
òîìó â ïðåäåëàõ äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæèòåëè ïåðåä
ìàòðèöàìè Ah , Bh , Ch îòñóòñòâóþò. Ñ ó÷åòîì èçëîæåííîãî ïðåäñòàâèì ìàò-

ðèöó Ah â âèäå A B A
kh

Ah � � �1 0
2

, ïðè÷åì ìàòðèöà A1 îïðåäåëÿåòñÿ äàííûì

ïðåäñòàâëåíèåì (íà ãëàâíîé äèàãîíàëè ó íåå èìååì íóëè, íà âåðõíåé è íèæ-
íåé ïîääèàãîíàëÿõ — âåëè÷èíû $kh / 2 ñîîòâåòñòâåííî). Ìàòðèöà A1 êîñîñèì-
ìåòðè÷íà (A A1 1� � T ), ïîýòîìó

� � � �
u A u A u uT

1 1 0� �( , ) � �
�
u R N . Ìàòðèöó Ch

ïðåäñòàâèì â âèäå C B Dh � �3 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

c h
u A u

u B u u C u

u B

u R

h

h h
u RN N

2 ( ) min min
(

� �
�

� �
� �

� �

� � � �

�T

T T

T A kh A u

u Bu u B D u

1 02

3

�

�
�

( / ) )

( )

�

� � � �T T

�
�

��
min

( / )
�

� � � �

� � � � � �u R N

u Bu kh u A u

u Bu u Bu u Du

T T

T T T

2

3

0 .

Èñïîëüçóÿ ëåììû 3 è 4, ïîëó÷àåì

c h
u Bu kh u A u

u Bu u Bu uu R N
2

02

3
( ) min

( / )
�

�

��
�

� � � �

� � � � �

T T

T T T

T T

T T TDu

u Bu kh u Bu

u Bu u Bu uu R N�

� � � �

� � � � ��
�

�

��
min

( / )	 2

3 Du
�
�

�
�

�
�

�
min

( / )
min

� �

� �

� � � � � �u R N

kh u Bu

u Bu u Bu u Bu

1 2

3

	

�

T

T T T u R N

kh u Bu

u Bu

kh
C h

�

�

�
�

�

�
� �

( / ) /
( )

1 2

1 3

1 2

1 3
00

	

�

	

�

� �

� �

T

T
.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Èç òåîðåìû 2 ìîæíî çàêëþ÷èòü, ÷òî ïðè íåçàâèñèìûõ îò h ÷èñëàõ

	 è � âåëè÷èíà c h2 ( ) â âûðàæåíèè (13) ðàâíîìåðíî îòäåëåíà îò íóëÿ. Äåéñòâèòåëü-
íî, åñëè 	 � 0 , òî äëÿ � �h 0 èìååì c h C h C2 0 0

1 20 1 3 0( ) ( ) ( ) ( ) /� � � � ��� . Åñëè

	# 0 , òî çàôèêñèðîâàâ íåêîòîðîå h0 0� , äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåî-
ðåìû (â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâî 1 2 00� �kh 	 / ), ïîëó÷èì, ÷òî c h C h2 0( ) ( )� �
� �C h0 0 0( ) � �h h0 .

Çàìå÷àíèå 5. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà � �i � � �const 0 [12]. Â êà÷åñòâå �

èç ëåììû 3 âîçüìåì � �� 2 , à â êà÷åñòâå 	 èç ëåììû 4 ïðèìåì 	 �� . Óñëîâèÿ
ëåìì 3 è 4 ïðè òàêîì âûáîðå, î÷åâèäíî, âûïîëíåíû (âñå íåðàâåíñòâà ïðåâðàùà-

þòñÿ â òîæäåñòâà). Òîãäà èç òåîðåìû 2 ïîëó÷àåì îöåíêó c h
kh

2
2

1 2

1 3
( )

/
�

�

�

�

�

, êîòî-

ðàÿ ñîâïàäàåò ñ îöåíêîé (7) èç [12]. Îöåíêà (6) íàõîäèòñÿ èç âûðàæåíèÿ (13),
åñëè â ïîñëåäíåì ïîëîæèòü 	 � 0 è � �� 2 2max i (îòñþäà òàêæå âèäíî, ÷òî îöåí-
êà (13) ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé). Äîêàæåì òåîðåìó, äàþùóþ îöåíêó òî÷íîñòè ìå-
òîäà Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà, è èç êîòîðîé ñëåäóåò åãî ñõîäèìîñòü.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü u H H� %0
1 20 1 0 1[ ; ] [ ; ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (3),

à uh h�� — ðåøåíèåì çàäà÷è (4), è âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ òåîðåìû 2 è ëåììû 5.
Òîãäà ñïðàâåäëèâû îöåíêè

| |
( )

|| ||
( )

u u
C

c h
h u

C

C h
h� � �




�
��



�
�� �� � �




�
��



�
1

1

2
0

1

0
1 1 �� ��h u|| || 0 . (14)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 2 è ñëåäñòâèÿ ê ëåììå 5 ïîëó÷àåì, ÷òî óñëîâèÿ
òåîðåìû 1 âûïîëíåíû, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà (5): | |u uh� �1

� �



�
��



�
�� �

�
1 1

2
1

C

c h
u w

w
h

h h( )
| |inf

�
. Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû inf

w
h

h h

u w
�

�
�

| |1 âîñïîëüçóåìñÿ

òåì, ÷òî �h ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì èíòåðïîëÿöèîííûõ ñïëàéíîâ ïåðâîé ñòåïå-
íè [23], ñâîéñòâà êîòîðûõ õîðîøî èçâåñòíû. Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî ïîêàçàòü [23],
÷òî inf

w
h

h h

u w h u
�

� � ��
�

| | || ||1 0 . Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî ïîëó÷àåì îöåíêó (14).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Ïóñòü âåëè÷èíà c h2 ( ) (èëè âåëè÷èíà C h0 ( )) ðàâíîìåðíî îòäåëå-

íà îò íóëÿ (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 2). Òîãäà èç (14) ïîëó÷àåì | | ( )u u O hh� �1
ïðè h � 0 . Èñïîëüçîâàâ òåîðåìû âëîæåíèÿ Ñ.Ë. Ñîáîëåâà [15, 16], ïîëó÷èì ñõî-
äèìîñòü uh ê u ñî ñêîðîñòüþ O h( ) òàêæå è â ïðîñòðàíñòâàõ L2 0 1[ ; ] è C[ ; ]0 1 .

ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíû âîïðîñû òî÷íîñòè è óñòîé÷èâîñòè ÷èñëåííîãî
èíòåãðèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî óðàâíåíèÿ êîíâåêöèè–äèôôóçèè ÌÊÝ Ïåòðî-
âà–Ãàëåðêèíà ñ êâàäðàòè÷íûìè âåñîâûìè ôóíêöèÿìè òèïà (1), ãäå êàæäàÿ
ôóíêöèÿ Wi èìååò èíäèâèäóàëüíûé êîýôôèöèåíò � i . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè èñ-
ïîëüçîâàíû êâàäðàòè÷íûå âåñîâûå ôóíêöèè, îäíàêî ðåçóëüòàòû è âûêëàäêè
ñòàòüè áåç ñóùåñòâåííûõ çàòðóäíåíèé ìîæíî ïåðåíåñòè íà äðóãèå âåñîâûå
ôóíêöèè è êëàññû òàêèõ ôóíêöèé (íàïðèìåð, ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé ïå-
ðåíåñòè íà äîñòàòî÷íî øèðîêèé êëàññ ïîëèíîìèàëüíûõ ôóíêöèé [10]). Ïîëó-
÷åíû îöåíêè òî÷íîñòè ìåòîäà â çàâèñèìîñòè îò âûáîðà íàáîðà êîýôôèöèåíòîâ
{ }� i , à èìåííî äîêàçàíà òåîðåìà 2, äàþùàÿ íèæíþþ ãðàíèöó äëÿ âåëè÷èíû
c h2 ( ) (ñì. òåîðåìû 1 è 3), êîòîðîé, ãëàâíûì îáðàçîì, è îïðåäåëÿåòñÿ ïîãðåø-
íîñòü ìåòîäà ïðè ôèêñèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå áàçèñíûõ ôóíêöèé. Ïîëó÷åí-
íûå îöåíêè îáîáùàþò è óòî÷íÿþò èçâåñòíûå â äàííîì íàïðàâëåíèè
ðåçóëüòàòû [2, 3, 12]. Èññëåäîâàí âîïðîñ ñõîäèìîñòè ðàññìàòðèâàåìîé âåðñèè
ÌÊÝ Ïåòðîâà–Ãàëåðêèíà â íåñêîëüêèõ íîðìàõ (òåîðåìà 3).

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü êàíäèäèàòó òåõíè÷åñêèõ íàóê Íèêîëàþ Íè-
êîëàåâè÷ó Ñàëüíèêîâó (ÈÊÈ ÍÀÍ Óêðàèíû) çà ïëîäîòâîðíîå îáñóæäåíèå ðàáî-
òû è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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