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Àííîòàöèÿ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è òðàññèðîâêè íà ïëîñêîé öåëî÷èñ-
ëåííîé ðåøåòêå. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà êàê çàäà÷à ïîèñêà
ñëîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè íàä êîíå÷íûì àëôàâèòîì. Â ñâîþ î÷åðåäü çàäà÷à ïî-
èñêà îïòèìàëüíûõ ñëîâ ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à ñ ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðîé.
Ïîëó÷åíà êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ ñëîâ, óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ îöåí-
êà ïëîòíîñòè â çàäà÷å ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêè ñ êðèòåðèåì ïëîòíîñòè. Ïîñòðîå-
íà ýâîëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíàÿ ìîäåëü çàäà÷è òðàññèðîâêè, äëÿ ìàëûõ ðàçìåðîâ ïîëó÷å-
íû  îïòèìàëüíûå  è  áëèçêèå  ê  îïòèìàëüíûì  ðåøåíèÿ  ýòîé  çàäà÷è

Êëþ÷åâûå ñëîâà: çàäà÷à òðàññèðîâêè, ïëîòíîñòü òðàññèðîâêè, êîìáèíàòîðíàÿ îïòèìèçà-
öèÿ,  ôðàãìåíòàðíàÿ  ñòðóêòóðà,  ýâîëþöèîííàÿ  ìîäåëü.

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Îäíà èç îñíîâíûõ çàäà÷ ïëîñêîé îäíîñëîéíîé òðàññèðîâêè çàêëþ÷àåòñÿ â ïî-

ñòðîåíèè ñîåäèíåíèé ìåæäó çàäàííûìè êîíòàêòàìè òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïðîâîäíèêè íå ïåðåñåêàëèñü ìåæäó ñîáîé è ïðè ýòîì âûïîëíÿëèñü îïðåäåëåí-

íûå êîíñòðóêòèâíûå îãðàíè÷åíèÿ. Îãðàíè÷åíèÿ ìîãóò áûòü íà ðàâíîìåðíîñòü

ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîâîäíèêîâ, ñóììàðíóþ äëèíó ñîåäèíåíèé, äëèíó ñàìîé äëèí-

íîé ñâÿçè,  ÷èñëî  ñëîåâ,  ÷èñëî  ìåæñëîéíûõ  ïåðåõîäîâ  è  ò.ä.

Áîëüøèíñòâî çàäà÷ òðàññèðîâêè ÿâëÿþòñÿ ñëîæíûìè â âû÷èñëèòåëüíîì

ñìûñëå. Äëÿ òàêèõ çàäà÷ îïðàâäàíî ïðèìåíåíèå ðàçíîãî ðîäà ìåòàýâðèñòèê,

â ÷àñòíîñòè ýâîëþöèîííûõ ìîäåëåé. Ýâîëþöèîííûå ìîäåëè è ãåíåòè÷åñêèå àë-

ãîðèòìû ÷àñòî èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé

ðàçëè÷íûõ  ïîñòàíîâîê  çàäà÷  òðàññèðîâêè  [1–7].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç âàðèàíòîâ çàäà÷è òðàññèðîâêè.

Ïîêàçàíî, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à èìååò ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó. Óñòàíîâëå-

íû íèæíèå îöåíêè ïëîòíîñòè òðàññèðîâêè. Ïðåäëîæåíà óíèâåðñàëüíàÿ ýâîëþöè-

îííî-ôðàãìåíòàðíàÿ ìîäåëü çàäà÷è, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîëó÷åí ðÿä ïðèáëè-

æåííûõ  îïòèìàëüíûõ  ðåøåíèé  çàäà÷è  òðàññèðîâêè  ñ  êðèòåðèåì  ïëîòíîñòè.

ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ  ÇÀÄÀ×È

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à òðàññèðîâêè ñ êîíñòðóêòèâíûì îãðàíè÷åíèåì íà ïëîò-

íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîâîäíèêîâ íà ïëàòå

ñ ìàòðè÷íî ðàñïîëîæåííûìè êîíòàêòàìè.

Êàê ïîêàçàíî â [8], ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü

ñâåäåíà ê çàäà÷å òðàññèðîâêè íà êâàäðàòå,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåðõíþþ ëåâóþ

÷åòâåðòü ïëàòû.

Ïóñòü çàäàíà êâàäðàòíàÿ öåëî÷èñëåííàÿ

ðåøåòêà íà ïëîñêîñòè ðàçìåðà n n´ , ãäå n —

êîëè÷åñòâî óçëîâ íà ñòîðîíå êâàäðàòà. Íà

ðèñ. 1 ïðèâåäåí ïðèìåð òàêîé ðåøåòêè ñ n = 5.

Áóäåì íàçûâàòü åäèíè÷íûå îòðåçêè, ñîåäèíÿ-

þùèå óçëû ðåøåòêè, çâåíüÿìè, åäèíè÷íûå

êâàäðàòû ðåøåòêè — êëåòêàìè. Ãðàíèöà ðå-
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øåòêè — ýòî óçëû è çâåíüÿ ëåâîé è âåðõíåé

ñòîðîí êâàäðàòà. Âñå óçëû, íàõîäÿùèåñÿ íà

ãðàíèöå ðåøåòêè ðàçìåðà n n´ , íàçîâåì

óçëàìè n-ãî óðîâíÿ. Óðîâíè îñòàëüíûõ óçëîâ

ðåøåòêè îïðåäåëèì ðåêóðñèâíî ïî ñëåäóþ-

ùåìó ïðàâèëó. Óäàëÿÿ ãðàíèöó ðåøåòêè ðàç-

ìåðà ( ) ( )k k+ ´ +1 1 , çâåíüÿ, èíöèäåíòíûå

óçëàì ãðàíèöû, è âíóòðåííîñòè ïðèëåãàþ-

ùèõ ê ãðàíèöå êëåòîê, ïîëó÷àåì ðåøåòêó

ðàçìåðà k k´ , ó êîòîðîé óçëû ãðàíèöû ïðè-

íàäëåæàò k-ìó óðîâíþ (ñì. ðèñ. 1). Êëåòêàì

ðåøåòêè, íàõîäÿùèìñÿ ìåæäó óçëàìè óðîâ-

íÿ k è k +1 , ïðèïèøåì óðîâåíü k. Òàêèì

îáðàçîì, ñóùåñòâóåò ðîâíî 2 1k - êëåòîê k-ãî

óðîâíÿ, k n= -1 1, .

Òðàññèðîâêà — íàáîð ëèíèé, ñîåäèíÿþùèõ óçëû ñ òî÷êàìè íà ãðàíèöå ðå-

øåòêè. Êàæäàÿ òàêàÿ ëèíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëîì è ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ çâåíü-

åâ ðåøåòêè, êîòîðûå îíà ïåðåñåêàåò. Ëèíèè, ó êîòîðûõ íà÷àëà è ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè ïðîõîæäåíèÿ çâåíüåâ ðåøåòêè îäèíàêîâû, áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè.

Ñîîòâåòñòâåííî áóäåì ñ÷èòàòü ýêâèâàëåíòíûìè òðàññèðîâêè, ñîñòîÿùèå èç

ïîïàðíî  ýêâèâàëåíòíûõ  ëèíèé.

Îïðåäåëåíèå 1. Äîïóñòèìîé òðàññèðîâêîé íà ðåøåòêå ðàçìåðà n n´ áóäåì

íàçûâàòü  òðàññèðîâêó,  ïðè  êîòîðîé:

1)  ëèíèè  òðàññèðîâêè  íå  ïåðåñåêàþòñÿ;

2) ïðè äâèæåíèè âäîëü ëèíèè îò ïåðâîãî óðîâíÿ ê n-ìó íîìåð óðîâíÿ ïðîõî-

äèìûõ  êëåòîê  íå  ïîíèæàåòñÿ;

3) ëèíèÿ òðàññèðîâêè ïåðåñåêàåò êàæäîå çâåíî ðåøåòêè íå áîëüøå îäíîãî ðàçà.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ïðèìåð äîïóñòèìîé òðàññèðîâêè íà ðåøåòêå ðàçìåðà 5 5´ .

Ïóñòü çàäàíà äîïóñòèìàÿ òðàññèðîâêà íà öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ðàçìåðîì

n n´ . Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî ýòà òðàññèðîâêà ïîðîæäàåò äîïóñòèìûå òðàññèðîâêè

è íà ëþáîé ðåøåòêå ðàçìåðà k k´ , ñîñòîÿùåé èç êëåòîê óðîâíÿ îò 1 äî k ,

k n= -1 1, .

Ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè êàæäàÿ äîïóñòèìàÿ òðàññèðîâêà íà ðåøåòêå

n n´ ìîæåò áûòü îïèñàíà íåêîòîðûì ñëîâîì A â àëôàâèòå a a an1 2, , ,K . Áóêâîé a i

áóäåì êîäèðîâàòü âûõîä íà ãðàíèöó ðåøåòêè òîé ëèíèè òðàññèðîâêè, êîòîðàÿ íà÷è-

íàåòñÿ â óçëå i-ãî óðîâíÿ [8]. Ñëîâî, êîäèðóþùåå òðàññèðîâêó, ôîðìèðóåòñÿ èç áóêâ,

êîäèðóþùèõ êîíöû ëèíèé òðàññèðîâêè, ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, íà÷èíàÿ îò íèæíåãî ëå-

âîãî óçëà ðåøåòêè äî ïðàâîãî âåðõíåãî óçëà. Íàïðèìåð, ñëîâî A5 , îïðåäåëÿþùåå

òðàññèðîâêó, ïðèâåäåííóþ íà ðèñ. 2, â àëôàâèòå a a a a a1 2 3 4 5, , , , èìååò âèä

A a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a a5 5 4 3 5 4 2 5 4 3 5 1 5 4 5 3 4 2 5 3 4 5 2 3= 4 5a (êîíöû ëè-

íèé òðàññèðîâêè íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíû òîëüêî öèôðàìè-èíäåêñàìè áóêâ

àëôàâèòà).

Ïóñòü A — ïðîèçâîëüíîå ñëîâî â àëôàâèòå a a an1 2, , ,K . Ñïåêòðîì ýòîãî

ñëîâà  íàçîâåì  ïîñëåäîâàòåëüíîñòü  ñëîâ

A A A A a A A a A A an n n n n n n= = = = = Æ- - - -, \ { }, \ { }, , \ { }1 2 1 1 0 1 1K .

Îïðåäåëåíèå  2. Ñëîâî A áóäåì  íàçûâàòü  ïðàâèëüíûì,  åñëè:

1) ëþáîå ñëîâî Ak èç åãî ñïåêòðà íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé

a k nk , ,=1 ;

2)  áóêâà ak âõîäèò  â  ñëîâî A ðîâíî 2 1k - ðàç.
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Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ñëîâî A ïðàâèëüíîå, òî êàæäîå ñëîâî Ak èç åãî ñïåêòðà

òàêæå  ïðàâèëüíîå  â  àëôàâèòå a a ak1 2, , ,K .

Òåîðåìà 1. Ñ òî÷íîñòüþ äî ýêâèâàëåíòíîñòè êàæäîå ïðàâèëüíîå ñëîâî îïðå-

äåëÿåò åäèíñòâåííóþ äîïóñòèìóþ òðàññèðîâêó â ðåøåòêå. Íàîáîðîò, êàæäàÿ äî-

ïóñòèìàÿ  òðàññèðîâêà  îïèñûâàåòñÿ  åäèíñòâåííûì  ïðàâèëüíûì  ñëîâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ïðÿìîå óòâåðæäåíèå ïî èíäóêöèè. Ðàññìîòðèì

ïðàâèëüíîå ñëîâî An , êîäèðóþùåå íåêîòîðóþ òðàññèðîâêó íà ðåøåòêå n n´ .

Ïîñêîëüêó èç êàæäîãî óçëà âûõîäèò ðîâíî îäíà ëèíèÿ, òî êîëè÷åñòâî ëèíèé, âû-

õîäÿùèõ èç óçëîâ k-ãî óðîâíÿ, ðàâíî 2 1 1k k n- =, , , ò.å. êîëè÷åñòâó áóêâ ak

â ñëîâå An . Ïðàâèëüíîå ñëîâî A a1 1= îïèñûâàåò òðèâèàëüíóþ äîïóñòèìóþ òðàñ-

ñèðîâêó íà ðåøåòêå1 1´ . Äîïóñòèì, ïðàâèëüíîå ñëîâî A j-1 ( , )j n= 2 êîäèðóåò äî-

ïóñòèìóþ òðàññèðîâêó íà ðåøåòêå ðàçìåðà ( ) ( )j j- ´ -1 1 . Ïîñòðîèì ñëîâî A j

ñëåäóþùèì îáðàçîì: âîçüìåì ( )2 1j - áóêâ a j ; ïî êðàÿì ñëîâà A j-1 ïðèïèøåì ïî

áóêâå a j ; îñòàâøèåñÿ ( )2 3j - áóêâ ðàñïîëîæèì âíóòðè ñëîâà A j-1 ïðîèçâîëüíûì

îáðàçîì. Ñëîâî A j ïðàâèëüíîå ïî ïîñòðîåíèþ. Ïðè ýòîì êðàéíèå áóêâû a j êî-

äèðóþò êðàéíèå óçëû j-ãî óðîâíÿ íîâîé ðåøåòêè ðàçìåðà j j´ , à âíóòðåííèå áóê-

âû a j îïðåäåëÿþò çâåíüÿ j-ãî óðîâíÿ, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò ëèíèè ñ ( )j -1 -ãî

óðîâíÿ è äîáàâëÿþò â ýòèõ ïîçèöèÿõ íîâûå ëèíèè j-ãî óðîâíÿ. Ïîñêîëüêó èñõîä-

íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü áóêâ ñëîâà A j-1 íå ìåíÿëàñü, òî ëèíèè ( )j -1 -ãî óðîâíÿ

íà âûõîäå èç j-ãî óðîâíÿ ïî-ïðåæíåìó íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïðè ýòîì ê íèì äîáàâëÿ-

þòñÿ ëèíèè j-ãî óðîâíÿ. Òàê êàê çâåíî îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ óçëàìè, êîòîðûå îíî

ñîåäèíÿåò, òî ñëîâî A j îïðåäåëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çâåíüåâ äëÿ êàæäîé ëè-

íèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëüíîå ñëîâî A j îäíîçíà÷íî êîäèðóåò äîïóñòèìóþ

òðàññèðîâêó  íà  ðåøåòêå  ðàçìåðà j j´ .

Äîêàæåì îáðàòíîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü èìååì ðåøåòêó n n´ ñ äîïóñòèìîé

òðàññèðîâêîé è ñëîâî An , êîäèðóþùåå ýòó òðàññèðîâêó. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîâî An

ñîäåðæèò ðîâíî ( )2 1i - áóêâ a i ni , ,=1 , è íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé an ,

òàê êàê ïðè äîïóñòèìîé òðàññèðîâêå ëèíèè íå âûõîäÿò ÷åðåç íèæíþþ è ïðàâóþ

ñòîðîíû ðåøåòêè. Óäàëÿÿ âñå âõîæäåíèÿ áóêâû an â ñëîâî An , óáèðàåì èç ðàñ-

ñìîòðåíèÿ âñå óçëû n-ãî óðîâíÿ, ÷òî ýêâèâàëåíòíî ïîñòðîåíèþ ðåøåòêè

( ) ( )n n- ´ -1 1 , íà êîòîðîé, êàê îòìå÷àëîñü âûøå, òðàññèðîâêà òàêæå äîïóñòèìà.

Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷åííîå ñëîâî An-1 íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ áóêâîé an-1.

Ïðèìåíÿÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ýòó ïðîöåäóðó, óáåæäàåìñÿ, ÷òî âñå ñëîâà Ai ñïåêòðà

íà÷èíàþòñÿ è çàêàí÷èâàþòñÿ áóêâîé a i . Òàêèì îáðàçîì, ñëîâî An ïðàâèëüíîå.

Ïîñêîëüêó óçëû, ò.å. áóêâû ñëîâà, îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò çâåíüÿ, òî ñëîâî An

åäèíñòâåííîå  äëÿ  äàííîé  òðàññèðîâêè.

ÏÅÐÅ×ÈÑËÅÍÈÅ  ÄÎÏÓÑÒÈÌÛÕ  ÒÐÀÑÑÈÐÎÂÎÊ

Ïðîíóìåðóåì âûõîäû ëèíèé äîïóñòèìîé òðàññèðîâêè èç êëåòîê ( )k -1 -ãî

óðîâíÿ â ïîðÿäêå èõ ôèçè÷åñêîãî ðàçìåùåíèÿ íà ðåøåòêå îò 1 äî m. Ýòó

íóìåðàöèþ áóäåì íàçûâàòü êîðòåæåì. Ðàçäåëåíèåì êîðòåæà C m= á ñ1 2, , ,K íà

s ñóáêîðòåæåé íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

áá ñ á + + ñ1 2 1 21 1 1 2, , , , , , , ,K K Kj j j j K K, , , ,á + + ññ- -j j ms s1 11 2 , ãäå s m=1, ,

j j j l i si i i0 10 1= = + =-, , , , li —  äëèíà i-ãî  ñóáêîðòåæà,  ïðè  ýòîì l mi

i

s

=
å =

1

.

Âñå âîçìîæíûå ðàçäåëåíèÿ km
s êîðòåæà C äëèíû m íà s ñóáêîðòåæåé ìîæíî

ïîëó÷èòü, ðàññòàâëÿÿ s s m– ( , )1 1= ðàçäåëèòåëåé C
m
s

-
-

1
1 ñïîñîáàìè, ò.å.
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k C
m

s m s
m
s

m
s= =

-

- --
-

1
1 1

1

( )!

( )!( )!
. Ïðè ýòîì êîëè÷åñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçäåëåíèé

êîðòåæà C äëèíû m ðàâíî

K k C
s l

m p
Cm m

s

s

m

m
s

s

m

p
l

l

p

= = =
- =

- =

é

ë
ê

ù

û
ú =

=
-

-

= =
å å å

1
1

1

1 0

1

1
= = -2 2 1p m .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî km
s ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïåðåñòàíîâêó s íåíó-

ëåâûõ äëèí li ñóáêîðòåæåé, ïðè ýòîì íå ðàçëè÷àåì îäèíàêîâûå ïî âåëè÷èíå äëè-

íû.  Òîãäà km
s —  ñóììà  ñëàãàåìûõ  âèäà

k
s

t t t
l l l

m
s1 2

1 2
, , ,

!

! ! !
K

K

= ,

ãäå t j — êîëè÷åñòâî ñóáêîðòåæåé äëèíû j, 0 1£ £ =t m j mj , , , ñðåäè êîòîðûõ

s íåíóëåâîé äëèíû, R t t t t t mt jt m t ms m m

j

m

j j=
ì
í
î

+ + + = = £ £
=

å( , , , ) : , ,1 2 1 2

1

2 0K K

j m=
ü
ý
þ

1, — ìíîæåñòâî âñåõ âîçìîæíûõ ðàçáèåíèé ÷èñëà m íà s ñëàãàåìûõ,

ïðè ýòîì s t j

j

m

=
=
å

1

. Ïóñòü r — ýëåìåíò ìíîæåñòâà Rs, òîãäà k s

t

m
s

j

j

m
r Rs

=

=

Î Õ
å!

!

1

1

.

Òàêèì  îáðàçîì,  ïîëó÷àåì  òîæäåñòâî

s

t

C

j

j

m
r R

m
s

s

!

!

1

1

1
1

=

Î
-

-

Õ
å = . (1)

Ïóñòü íà âûõîäå èç êëåòîê k-ãî óðîâíÿ ïëàòû èìååòñÿ m kk = 2 ëèíèé òðàññè-

ðîâêè, à íà ñëåäóþùåì ( )k +1 -ì óðîâíå äîáàâëÿåòñÿ p kk = +2 1 íîâûõ ëèíèé. Òîã-

äà äëÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïî ( )pk -1 çâåíüÿì s íåïåðåñåêàþùèõñÿ ãðóïï ëèíèé òðàññè-

ðîâêè, ñîîòâåòñòâóþùèì s ñóáêîðòåæàì, èìååòñÿ k C
m

s

p

s

k k
* -1

ñïîñîáîâ. Êîëè÷åñò-

âî ñïîñîáîâ N k ïðîâåñòè ñîåäèíåíèÿ ìåæäó k- è ( )k +1 -ì óðîâíÿìè ðàâíî

N k Ck m

s

p

s

s

p

k k

k

=
-

=

-

å 1
1

1

.

Ñëåäîâàòåëüíî, êîëè÷åñòâî ïðàâèëüíûõ ñëîâ N , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ñ òî÷-

íîñòüþ  äî  ýêâèâàëåíòíîñòè  êîëè÷åñòâî  âñåõ  äîïóñòèìûõ  òðàññèðîâîê,  —

N N k C C Ck

k

n

m

s

p

s

s

p

k

n

m

s

pk k

k

k k

= = =
=

-

-
=

-

=

-

-
-

-Õ åÕ
1

1

1
1

1

1

1

1

1

1
1

1

1

1
s

s

p

k

n k

=

-

=

-

åÕ , n = 2 3, , K (2)

Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé p k m k k nk k= + = = -2 1 1 12, , , , ôîðìóëà (2) ïðèíè-

ìàåò  ñëåäóþùèé  âèä:

N C C
k

s
k

s

s

k

k

n

=
-

-

==

-

åÕ 2 1

1
2

1

2

1

1

, n = 2 3, , K (3)

ÏËÎÒÍÎÑÒÜ  ÒÐÀÑÑÈÐÎÂÊÈ.  ÍÈÆÍßß  ÎÖÅÍÊÀ  ÏËÎÒÍÎÑÒÈ

Äëÿ êàæäîãî i n= -1 2 1, , ,K ïåðåíóìåðóåì êëåòêè i-ãî óðîâíÿ: 1 2 2 1, , ,K i - .

Ðàññìîòðèì äîïóñòèìóþ òðàññèðîâêó A è îáîçíà÷èì Pij êîëè÷åñòâî ëèíèé

òðàññèðîâêè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç j-þ êëåòêó i-ãî óðîâíÿ. Ýòî ÷èñëî áóäåì íàçû-

âàòü  ïëîòíîñòüþ  êëåòêè  â  òðàññèðîâêå A.
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Îïðåäåëåíèå 3. Ïëîòíîñòüþ òðàññèðîâêè A áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî P
A
n , ðàâ-

íîå  ìàêñèìàëüíîé  èç  ïëîòíîñòåé  êëåòîê  ðåøåòêè  â  òðàññèðîâêå A.

Çàäà÷à îá îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêå ñîñòîèò â îòûñêàíèè òàêîé äîïóñòèìîé

òðàññèðîâêè A íà çàäàííîé ðåøåòêå ðàçìåðà n n´ , äëÿ êîòîðîé ïëîòíîñòü P
A
n ìè-

íèìàëüíà,  ò.å.  çàäà÷à  ñîñòîèò  â  ïîèñêå  ìèíèìóìà  öåëåâîé  ôóíêöèè

P P
A
n

ij= ®max min, i n j i= - = -1 1 1 2 1, , , ,

íà ìíîæåñòâå äîïóñòèìûõ òðàññèðîâîê, èëè, ÷òî, òî æå ñàìîå, íà ìíîæåñòâå

ïðàâèëüíûõ  ñëîâ  â  àëôàâèòå a a an1 2, , ,K .

Â ðåøåòêå ðàçìåðîì n n n´ >( )1 èìååòñÿ ðîâíî 2 3n - êëåòîê óðîâíÿ n -1. Êî-

ëè÷åñòâî ëèíèé òðàññèðîâêè, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç êëåòêè óðîâíÿ n -1, ðàâíî

( )n -1 2 . Òàêèì îáðàçîì, ïëîòíîñòü ëþáîé äîïóñòèìîé òðàññèðîâêè íà ðåøåòêå

ðàçìåðà n n´ îãðàíè÷åíà  ñíèçó  ÷èñëîì

M
n

n

n

n
n =

-

-

é

ê
ê
ê

ù

ú
ú
ú

= - +
-

é

êê
ù

úú
( )1

2 3 2

1

4

1

8 12

2

. (4)

Çäåñü é ùx — îêðóãëåíèå ÷èñëà x äî öåëîãî â áîëüøóþ ñòîðîíó. Ñëåäîâàòåëü-

íî, äëÿ ëþáîé òðàññèðîâêè A íà ðåøåòêå ðàçìåðà n n´ èìååò ìåñòî íåðàâåí-

ñòâî P M
A
n

n³ .  Ó÷èòûâàÿ,  ÷òî
1

4

1

8 12

1

2
-

-
£

n
,  èç  ôîðìóëû  (4)  ïîëó÷àåì,  ÷òî

M
n

n =
+é

ëê
ù

ûú
1

2
, (5)

ãäå [ ]x — öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x. Ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ n k= +2 1 íèæíÿÿ

îöåíêà ïðèíèìàåò âèä P k k
A

k2 1 1 1 2+ ³ + =, , , K Äëÿ ÷åòíûõ çíà÷åíèé n k= 2

ñîîòâåòñòâåííî èìååì P k k
A

k2 2 3³ =, , , K Âîïðîñ î äîñòèæèìîñòè ýòîé îöåí-

êè  îñòàåòñÿ  îòêðûòûì.

ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎ-ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÀß  ÌÎÄÅËÜ  ÇÀÄÀ×È

Ïîêàæåì, ÷òî çàäà÷à òðàññèðîâêè â ðàññìàòðèâàåìîé ïîñòàíîâêå äîïóñêàåò

ôðàãìåíòàðíóþ ñòðóêòóðó [9]. Â êà÷åñòâå äîïóñòèìûõ ôðàãìåíòîâ áóäåì

áðàòü òå ñëîâà â àëôàâèòå a a an1 2, , ,K , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñíûìè äëÿ

ïðàâèëüíûõ ñëîâ. Ïóñòü ñëîâî ïðîñìàòðèâàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî. Òîãäà êðèòåðè-

åì  äîïóñòèìîñòè  ñëîâà A ÿâëÿþòñÿ  ñëåäóþùèå  óñëîâèÿ:

1) äëÿ ëþáîãî k n=1 2, , ,K êîëè÷åñòâî áóêâ ak â ñëîâå A íå ïðåâîñõîäèò

÷èñëà 2 1k - ;

2) ïåðåä ïåðâûì ïî ïîðÿäêó ïîÿâëåíèåì áóêâû ak â ñëîâå A íå âñòðå÷àþòñÿ

áóêâû  ñ  íîìåðàìè,  ìåíüøèìè k;

3) ïîñëå ( )2 1k - -ãî âõîæäåíèÿ áóêâû ak â ñëîâå A íå âñòðå÷àþòñÿ áóêâû

ñ  íîìåðàìè,  ìåíüøèìè k;

4) ìåæäó 1- è ( )2 1k - -ì âõîæäåíèÿìè áóêâû ak â ñëîâå ñîäåðæèòñÿ ðîâíî

2 1i - ýêçåìïëÿðîâ  êàæäîé  áóêâû a i ki , ,= -1 1.

Ìàêñèìàëüíûé äîïóñòèìûé ôðàãìåíò, ò.å. ïðàâèëüíîå ñëîâî A, ñîäåðæèò

ðîâíî n
2 áóêâ.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ ñîñòîèò èç áóêâ àëôàâèòà

a a an1 2, , ,K . Ïðè ýòîì êàæäàÿ áóêâà a k nk , ,=1 , ïðåäñòàâëåíà â ýòîì ìíîæåñòâå

ðîâíî 2 1k - ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ

ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51,  ¹ 3 129



ðàâíà 1 3 5 2 1 2+ + + + - =K n n . Ïî êàæäîé ïåðåñòàíîâêå ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ

ìîæíî ïîñòðîèòü ïðàâèëüíîå ñëîâî ñëåäóþùèì «æàäíûì» àëãîðèòìîì: ñîñòàâëÿ-

åòñÿ ñïèñîê ýëåìåíòàðíûõ ôðàãìåíòîâ (áóêâ) â ïîðÿäêå, çàäàííîì ïåðåñòàíîâ-

êîé. Íà ïåðâîì øàãå äîïóñòèìîå ñëîâî ïóñòîå. Íà î÷åðåäíîì øàãå ê ñëîâó äî-

áàâëÿåòñÿ ïåðâàÿ ïî ïîðÿäêó áóêâà ñïèñêà òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ äî-

ïóñòèìîñòè 1)–4). Äîáàâëåííàÿ áóêâà óäàëÿåòñÿ èç ñïèñêà. Òðóäîåìêîñòü ýòîãî

àëãîðèòìà íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû O n( )4 . Íàëè÷èå ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû

ïîçâîëÿåò ïåðåéòè ê ýâîëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíîé ìîäåëè [10]. Â êà÷åñòâå áàçî-

âîãî ìíîæåñòâà ýâîëþöèîííîé ìîäåëè ïðåäëàãàåòñÿ ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê

S
n

2 èç n
2 ýëåìåíòîâ. Êàæäàÿ ïåðåñòàíîâêà ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííîìó ïîðÿäêó

ñëåäîâàíèÿ ôðàãìåíòîâ ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè è îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ïðà-

âèëüíîå ñëîâî, ò.å. îïðåäåëåííóþ òðàññèðîâêó. Îïåðàòîðîì êðîññîâåðà âûáèðàåò-

ñÿ áèíàðíûé îïåðàòîð K S S S
n n n

: 2 2 2´ ® , ñîõðàíÿþùèé ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ

ýëåìåíòîâ â ïåðåñòàíîâêàõ [10]. Â êà÷åñòâå îïåðàòîðà ìóòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ îïå-

ðàòîð, ñëó÷àéíûì îáðàçîì ìåíÿþùèé äâà íàóãàä âûáðàííûõ ýëåìåíòà â ïåðåñòà-

íîâêå. Êðèòåðèåì çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïëîòíîñòü òðàññèðîâêè.

ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ  ÐÀÁÎÒÛ  ÝÂÎËÞÖÈÎÍÍÎ-ÔÐÀÃÌÅÍÒÀÐÍÎÃÎ  ÀËÃÎÐÈÒÌÀ
ÄËß  ÐÅØÅÒÎÊ  ÌÀËÛÕ  ÐÀÇÌÅÐÍÎÑÒÅÉ

Ïðèìåíÿÿ ýâîëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíûé àëãîðèòì, óäàåòñÿ ïîëó÷èòü ïðèáëèæåí-

íûå îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è äëÿ ðåøåòêè ëþáîãî ðàçìåðà. Ïðèâåäåì íåêî-

òîðûå ðåøåíèÿ äëÿ ìàëûõ ðàçìåðîâ, ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà:

P
A
n = 3, M n = 3 ïðè n = 5;

P
A
n = 4, M n = 3 ïðè n = 6;

P
A
n = 4, M n = 4 ïðè n = 7;

P
A
n = 5, M n = 4 ïðè n = 8;

P
A
n = 5, M n = 5 ïðè n = 9;

P
A
n = 8, M n = 5 ïðè n =10;

P
A
n = 8, M n = 6 ïðè n =11.

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ðåøåòîê 5 5´ , 7 7´ è 9 9´ ïîëó÷åííûå òðàññèðîâêè îïòè-
ìàëüíûå.  Ðåøåíèÿ  äëÿ  ðåøåòîê 9 9´ è 11 11´ ïðèâåäåíû  íà  ðèñ.  3  è  ðèñ.  4.
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Ðèñ. 3. Òðàññèðîâêà ñ ïëîòíîñòüþ 5 íà ðåøåòêå
9 9´

Ðèñ. 4. Òðàññèðîâêà ñ ïëîòíîñòüþ 7 íà ðåøåòêå
11 11´

9 8 7 6 5 4 3 2 1

9 8 7 6 5 4 3 2 2

9 9 9 9 9 9 9 9 9

9 8 8 8 8 8 8 8 8

9 8 7 7 7 7 7 7 7

9 8 7 6 6 6 6 6 6

9 8 7 6 5 5 5 5 5

9 8 7 6 5 4 4 4 4

9 8 7 6 5 4 3 3 3

11      10      9       8      7       6      5      4       3      2 1

11     11      11 11    11 11 11   11 11   11 11

11     10      10 10    10 10 10   10 10   10 10

11     10       9       8      7       6      5      4       3      2 2

11     10       9       8      7       6      5      4       3      3 3

11     10       9       8       7       6      5      4       4      4 4

11     10       9       8       7       6      5      5       5      5 5

11     10       9 9       9 9      9       9       9       9 9

11     10       9 8       8 8      8       8       8       8 8

11     10       9 8       7       7      7       7      7      7 7

11     10       9       8       7       6      6      6       6      6 6



ÇÀÊËÞ×ÅÍÈÅ

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à òðàññèðîâêè îïðåäåëåííîãî òèïà íà

öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê êîìáèíàòîðíîé çàäà÷å ïîèñêà

ïðàâèëüíûõ ñëîâ â ÿçûêå ñ êîíå÷íûì àëôàâèòîì. Óñòàíîâëåíî òî÷íîå ÷èñëî (3)

òðàññèðîâîê îïðåäåëåííîãî òèïà, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ïåðåáîðíûé àëãîðèòì

ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé çàäà÷è òðàññèðîâêè èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ

òðóäîåìêîñòü, ïðè ýòîì áûëî ïîëó÷åíî êîìáèíàòîðíîå òîæäåñòâî (1). Äîêàçà-

íî, ÷òî çàäà÷à òðàññèðîâêè ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê çàäà÷à íà ôðàãìåíòàð-

íîé ñòðóêòóðå, â ÷àñòíîñòè, âîçìîæíà ñþðúåêöèÿ ìíîæåñòâà ïåðåñòàíîâîê êî-

íå÷íîãî íàáîðà ýëåìåíòîâ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé çàäà÷è. Òàêèì

îáðàçîì, çàäà÷à ïîèñêà îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêè ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê êîì-

áèíàòîðíîé  çàäà÷å  ïîèñêà  îïòèìàëüíîé  ïåðåñòàíîâêè.

Íàëè÷èå ôðàãìåíòàðíîé ñòðóêòóðû ïîçâîëÿåò äëÿ çàäà÷è ïîèñêà ïðèáëèæåí-

íîé îïòèìàëüíîé òðàññèðîâêè èñïîëüçîâàòü ýâîëþöèîííî-ôðàãìåíòàðíóþ ìîäåëü.

Ñ ïîìîùüþ ýòîé ìîäåëè ïîëó÷åí ðÿä ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé. Óñòàíîâëåíà íèæíÿÿ

îöåíêà (5) ïëîòíîñòè äîïóñòèìûõ òðàññèðîâîê. Ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü, ÷òî íåêîòî-

ðûå èç ïîñòðîåííûõ ýâîëþöèîííûì àëãîðèòìîì ðåøåíèé îïòèìàëüíûå.

Ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ïîèñêà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìîæíî ëåãêî ïåðåíåñ-

òè è íà äðóãèå òèïû çàäà÷ òðàññèðîâêè ñ ðàçëè÷íûìè êîíñòðóêòèâíûìè

îãðàíè÷åíèÿìè.
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