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ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß ÌÎÄÅËÈ ÏÓÀÑÑÎÍÎÂÑÊÎÃÎ
ÒÈÏÀ ÄËß ÍÀÊÎÏËÅÍÍÎÉ ÈÇÁÛÒÎ×ÍÎÉ ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÈ

Àííîòàöèÿ. Àíàëèçèðóåòñÿ ðåãðåññèîííîå óðàâíåíèå äëÿ íàêîïëåííîé èçáûòî÷íîé äîõîä-
íîñòè ñ îñòàòêàìè, èìåþùèìè óñëîâíóþ äèñïåðñèþ â âèäå GARCH(1,1)-ïðîöåññà, è ñòà-
òèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòüþ â âèäå AR(1)-ïðîöåññà ñ ïàðàìåòðîì êîððåëÿöèè �.
Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äëèíû èíòåðâàëîâ ìåæäó òðàíñàêöèÿìè íåçàâèñèìû è ýêñïîíåíöè-
àëüíî ðàñïðåäåëåíû ñ äîñòàòî÷íî ìàëûì ñðåäíèì h, ïîñòðîåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé äèô-
ôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè. Ïðåäåëüíîå ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âû-
âîä î ñóùåñòâîâàíèè ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óñëîâíîé äèñïåðñèè â âèäå îáðàòíîãî
ãàììà-ðàñïðåäåëåíèÿ è àíàëèçèðîâàòü çàâèñèìîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îò ïàðàìåòðà êîð-
ðåëÿöèè �.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèôôóçèîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ, âîëàòèëüíîñòü èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè,
êîððåëÿöèÿ îñòàòêîâ ðåãðåññèè.

ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÌÎÄÅËÜ ÍÀÊÎÏËÅÍÍÎÉ ÈÇÁÛÒÎ×ÍÎÉ ÄÎÕÎÄÍÎÑÒÈ

Ïðè àíàëèçå ðèñêîâ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ íàèáîëåå ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ

ïîíÿòèå èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè (Excess Return), êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ êàê

ðàçíîñòü ìåæäó äîõîäíîñòüþ äàííîãî èíâåñòèöèîííîãî àêòèâà èëè èíâåñòèöè-

îííîãî ïîðòôåëÿ è áåçðèñêîâîãî àêòèâà [1, 2]. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìî-

äåëè äëÿ ëîãàðèôìà âåëè÷èíû íàêîïëåííîé èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè Yt â ôè-

íàíñîâîé ýêîíîìåòðèè èñïîëüçóåòñÿ ñèñòåìà ðàçíîñòíûõ óðàâíåíèé òèïà

ARMA-GARCH [3]
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ãäå t — äåòåðìèíèðîâàííûå ìîìåíòû âðåìåíè, t �1 2, ,� ; � t
2 — âîëàòèëü-

íîñòü ïîðòôåëÿ; { }Zt — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñòàíäàðòíûõ íîð-

ìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, îòðàæàþùàÿ íàëè÷èå ñòàòèñòè-

÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè íà ðûíêå. Àíàëèçèðóÿ ðåàëüíóþ ñèòóàöèþ óïðàâëå-

íèÿ ôèíàíñîâûìè àêòèâàìè, Ä. Íåëüñîí â ðàáîòå [1] äåëàåò âûâîä, ÷òî

èíòåðâàëû h ìåæäó èçìåíåíèÿìè öåí ñðàâíèòåëüíî ìàëû, è çà ýòî âðåìÿ ïàðà-

ìåòðû ìîäåëè (1), (2) èçìåíÿþòñÿ íåçíà÷èòåëüíî. Ïîýòîìó áîëåå ðåàëèñòè÷-

íîé ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü â âèäå ðàçíîñòíîé ñõåìû
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ãäå k �1 2, ,� è { }h khZ — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûõ íå-

çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ íóëåâûì ñðåäíèì è äèñïåðñèåé h. Ó÷èòûâàÿ

ìàëîñòü ïàðàìåòðà h ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ ïðåäåëîâ
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Ä. Íåëüñîí ñòðîèò äèôôóçèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ

ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ h t h khY Y� è h t h kh
� �2 2� äëÿ kh t k h� 	 �( )1 â âèäå
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ñèñòåìû ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé íà ôèëüòðîâàííîì âå-

ðîÿòíîñòíîì ïðîñòðàíñòâå ( , , , )
 F F Pt

dY c dt dWt t t t� �� �2
1, , (5)

d dt dWt t t t� � �� ��2 2 2
2� � �( ) ,, (6)

{ }F t — ìèíèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäå-

ëåííîñòè { }h tZ . Ñèñòåìà ñòîõàñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé (5), (6) áîëåå óäîáíà äëÿ

àíàëèçà èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè. Âî-ïåðâûõ, èç óðàâíåíèÿ (6) ëåãêî ïîëó÷èòü

óñëîâèå ñóùåñòâîâàíèÿ óñòîé÷èâîãî ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äëÿ âîëà-

òèëüíîñòè, à òàêæå óáåäèòüñÿ, ÷òî ïëîòíîñòü îáðàòíîãî çíà÷åíèÿ ñòàöèîíàð-
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ðûõ, èç óðàâíåíèÿ (5) ìîæíî íàéòè ñîîòâåòñòâóþùèå ñòàöèîíàðíîé âîëàòèëü-

íîñòè ìîìåíòû çíà÷åíèÿ èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â ðàáîòàõ [1, 3] ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü ïðåäïîëàãàåò

îòñóòñòâèå àâòîêîððåëÿöèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }Zt . Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñîîò-

âåòñòâóåò ãèïîòåçå î íåêîððåëèðîâàííîñòè îñòàòêîâ { }� t tZ â óðàâíåíèè äëÿ ëî-

ãàðèôìà èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè (1). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè { }Zt íå çàâèñèò îò

{ }Zt�1 , òî

E Z Z E E Z Z Ft t t t t t t t
t{ } { { }}� � � �� � � �� �1 1 1 1 /

� � �� � � �E Z E Z F E Z E Zt t t t
t

t t t t{ { }} { { }}� � � �1 1 1 1 0/ .

Îäíàêî, êàê îòìå÷àþò ìíîãèå èññëåäîâàòåëè (íàïðèìåð, [4–6] è ññûëêè â ýòèõ

ðàáîòàõ), ââèäó ïðèñóòñòâèÿ íåó÷òåííûõ ôàêòîðîâ â ðåàëüíûõ ìîäåëÿõ äèíà-

ìèêè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ íàáëþäàåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ àâòîêîððåëÿöèÿ â îñòàò-

êàõ äëÿ óðàâíåíèÿ èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè, è ýòîò ôàêò âëèÿåò íà ïðîãíîçèðî-

âàíèå ñòîèìîñòè ïîðòôåëåé. Â èññëåäîâàíèÿõ ìíîãèõ àâòîðîâ óêàçàíî íà íåîá-

õîäèìîñòü ó÷åòà àâòîêîððåëÿöèè â ìîäåëÿõ ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè

ôèíàíñîâûõ ðûíêîâ. Íàèáîëåå ïðîñòîé ñïîñîá ó÷åòà àâòîêîððåëÿöèè â ìîäåëè

Íåëüñîíà (1), (2) ïðè ñîõðàíåíèè ñòàöèîíàðíîñòè è íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëå-

íèÿ N ( , )0 1 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí { }Zt — ýòî çàäàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè { }Zt

ñ ïîìîùüþ ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ

Z Zt t t� �� � �1 1
21� � � ,

ãäå { }� t — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, èìåþùèõ

íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå N ( , )0 1 .

Àíàëèçèðóÿ áîëåå ìèëëèîíà òðàíñàêöèé íà âàëþòíîì ðûíêå ßïîíèè, àâòî-

ðû ðàáîòû [7] ïîêàçàëè, ÷òî â ðåàëüíûõ ìîäåëÿõ ôèíàíñîâîãî ðûíêà ìîìåíòû âðå-

ìåíè ïîêóïêè–ïðîäàæè ôèíàíñîâûõ àêòèâîâ ñëó÷àéíû, è ýòî îáñòîÿòåëüñòâî ñëå-

äóåò ó÷åñòü ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñòàòèñòè÷åñêîé íåîïðåäåëåííîñòè. Â àííîòàöèè

ðàáîòû [7] àâòîðû ïèøóò: «Ìû ïîêàçàëè, ÷òî ìàðêîâñêàÿ ìîäåëü òðàíñàêöèé

â íîðìàëèçîâàííîì âðåìåíè õîðîøî àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïóàññîíîâñêèì ïðîöåñ-

ñîì». Çäåñü â êà÷åñòâå íîðìèðîâàííîé äëèíû èíòåðâàëà èñïîëüçóåòñÿ îòíîøåíèå

ðåàëüíîé äëèíû èíòåðâàëà ê ñêîëüçÿùåìó ñðåäíåìó ïðåäøåñòâóþùèõ äëèí èíòåð-

âàëîâ. Çàìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðå÷ü èäåò îá àíàëèçå ïðåäåëüíûõ óñòàíî-

âèâøèõñÿ ðàñïðåäåëåíèé äîñòàòî÷íî áîëüøèõ âûáîðîê ñ èíòåðâàëàìè î÷åíü ìà-

ëîé äëèíû h. Ïîýòîìó â àíàëèçèðóåìîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ôèíàíñîâîãî ðûí-
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êà ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåëè÷èíû èíòåðâàëîâ { }t t kk k� ��1 1 2, , , ... ìåæäó ñêà÷êàìè

íåçàâèñèìû è îäèíàêîâî ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíû, E t t hk k{ }� ��1 . Ýòî

ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ñòàòèñòè÷åñêóþ íåîïðåäåëåííîñòü

â âèäå çàäàííîãî íà ( , , , )
 F F Pt íåïðåðûâíîãî ñïðàâà êóñî÷íî-ïîñòîÿííîãî

ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà { }Zt ñî ñêà÷êàìè â ìîìåíòû âðåìåíè T t kk: , , ,� �{ }1 2 � ,

ãäå { }F tt, � 0 — ìèíèìàëüíàÿ ôèëüòðàöèÿ äëÿ { }Zt è
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ïàðàìåòðàìè 0 è 1 ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, ò.å.
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Çäåñü è äàëåå t0 0� . Â ýòîì ñëó÷àå äâóìåðíûé êóñî÷íî-ïîñòîÿííûé ïðîöåññ

äëÿ ëîãàðèôìà îò íàêîïëåííîé èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè Yt è óñëîâíîé äèñïåð-

ñèè � t
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íåíèÿìè
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(10)

Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïîñòðîèì äèôôóçèîííóþ àïïðîêñèìàöèþ ìîäåëè

(8)–(10) è ïðîàíàëèçèðóåì çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîãî ïðîöåññà îò ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè.

ÄÈÔÔÓÇÈÎÍÍÀß ÀÏÏÐÎÊÑÈÌÀÖÈß

Êàê è â ðàáîòå Ä. Íåëüñîíà [1], ïðè îïèñàíèè ìîäåëè (3), (4) ïàðàìåòð h çàäà-

åòñÿ â âèäå ëåâîãî íèæíåãî èíäåêñà èçó÷àåìûõ ïðîöåññîâ. Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

ïðè ëþáîì h îïðåäåëåííûé ôîðìóëàìè (8)–(10) âåêòîðíûé ñëó÷àéíûé ïðîöåññ
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ÿâëÿåòñÿ çàäàííûì íà ( , , , )
 F F Pt ìàðêîâñêèì ïðîöåññîì. Áóäåì ó÷èòûâàòü
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çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà h â âèäå àðãóìåíòà ñëàáîãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî

îïåðàòîðà L h( ) [8, 9] ýòîãî ïðîöåññà. Ïî îïðåäåëåíèþ [9], äëÿ ïðîèçâîëüíîé

íåïðåðûâíîé ôóíêöèè 	 �( , , )Y Z2 îïåðàòîð L h( ) çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì
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. (11)

Ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü ðàññìàòðèâàåìóþ ìîäåëü êàê èìïóëüñíóþ äèíàìè÷åñ-
êóþ ñèñòåìó ñ áûñòðûìè ìàðêîâñêèìè ïåðåêëþ÷åíèÿìè è ïðèìåíèòü ìåòîäèêó
ïîñòðîåíèÿ äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòàõ [8, 10].
Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñëàáîãî èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà L0 ïðåäåëüíîãî äèô-

ôóçèîííîãî ïðîöåññà äëÿ ñåìåéñòâà ïðîöåññîâ h t

h t

Y

� 2

�



��

�

�
�� ïðè h ! 0 ïîòðåáóåòñÿ

ïðîñòðàíñòâî C R R2 ( , )� äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôèíèòíûõ

ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò àðãóìåíòîâ Y R R� � �, � 2 . Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè

	 � �C R R2 ( , ) îïðåäåëåííûì îáðàçîì ïîäáåðåì íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûå

ïî Y è � 2 ôóíêöèè u Y Z1
2( , , )� è u Y Z2

2( , , )� è ïðèìåíèì ôîðìóëó Äûíêèíà

E Y Zh h t h t t Y Zh t h t t

{ }	 �� � � �
( , , )

, ,� � � �2
2

� �
�

�	 � 	 �
�

h h t h t t h h s h s s

t

t

Y Z E L h Y Z ds( , , ) ( ( ) )( , , )2 2{ }

ïðè t � 0 è �� 0 ê ôóíêöèè

	 � 	 � � �h Y Z Y h u Y Z h u Y Z( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , )2
0

2
1

2
2

2� � � � � . (12)

Äàëåå ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé îïðåäåëåííûé íà C R R2 ( , )� äèôôóçè-

îííûé îïåðàòîð L0 , ÷òî

lim ( ( ) )( , , ) ( )( , )
h

hL h Y Z L Y
!

�
0

2
0 0

2	 � 	 � .

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì [8, òåîðåìà 1, ñ. 82] ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòü ïðîöåññîâ h t

h t

Y

� 2

�



��

�

�
�� ñõîäèòñÿ ïî ðàñïðåäåëåíèþ ê îïðåäåëåííîìó

îïåðàòîðîì L0 äèôôóçèîííîìó ïðîöåññó
Yt

t� 2

�



��

�

�
�� íà ëþáîì êîíå÷íîì èíòåðâàëå

âðåìåíè. Áîëåå òîãî, êàê ïîêàçàíî â ðàáîòàõ [10, 11], ïî ïðåäåëüíîìó óðàâíå-

íèþ ìîæíî ñóäèòü î ñóùåñòâîâàíèè óñòîé÷èâûõ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé èñõîä-
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íîé èìïóëüñíîé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû. Ïîýòîìó, èñïîëüçóÿ äèôôóçèîííóþ

àïïðîêñèìàöèþ ìîäåëè (9), (10), ìîæíî àíàëèçèðîâàòü âëèÿíèå àâòîêîððåëÿ-

öèè � íà ñóùåñòâîâàíèå è çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëàòèëüíîñòè

h t�� 2 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà h.

×òîáû èçáåæàòü ãðîìîçäêèõ çàïèñåé, äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ èñïîëüçó-

åì îáîçíà÷íèÿ

( )( ) : { ( ( ))} ( ( ))G u Z E u Z u Z x ep � � � � � �

��

��

�� � �



� �1
2 21

1

2
1 � �x dx

2 2/

�
�

�
�

�

�




�
�

�

�

�
�

��

��

�
1

2 1 2 12

2

2

 �

�

�( )

( )exp
( )

( )
u x

x Z
dx ,

( )( ): ( )( ) ( )Qu Z G u Z u Zp� � .

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (11) äëÿ èíôèíèòåçèìàëüíîãî îïåðàòîðà è ôèíèòíîé

äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ïî Y è � 2 ôóíêöèè 	 �( , , )Y Z2 , äëÿ äàëü-

íåéøåãî àíàëèçà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëîæåíèåì ýòîãî îïåðàòîðà â âèäå

[ ( ) ] ( , , ) ( )( , , )L h Y Z
h

Q Y Z	 � 	 �2 21
� �

� � �
1

1
2

2
2

h
L Y Z L Y Z O h( )( , , ) ( )( , , ) ( )	 � 	 � , (13)

ãäå

( )( , , ) : ( )( , , )L Y Z G ZD Y Z G
Z

Dp Y p1
2 2 2

2 1

2
2	 � � 	 � � � 	

�
� " �

�
"

�




�
�

�

�

�
�
( , , ),Y Z� 2 (14)

( )( , , ) : ( )( , , ) ( ) (L Y Z c G D Y Z G Dp Y p2
2 2 2 2

2	 � � 	 � � �� 	
�

� " � � " )( , , )Y Z� 2 �

� "" � � ""
�

	 �
� �

	
� �

2
2 2

4 2
2 2

2 4
1 2 2G Z D Y Z G Z Dp YY p( )( , , ) (( ) )(Y Z, , )� 2 �

�
�

"
�




�
�

�

�

�
�

� � 	 �
�

3
2

21

2
2G

Z
D Y Zp ( , , ) .

Çäåñü è äàëåå O h( ) îçíà÷àåò îãðàíè÷åííóþ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ h ôóíêöèþ,

ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ïðè h ! 0, à øòðèõ â âåðõíåì èíäåêñå áóêâû D îçíà÷à-

åò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó íèæíåìó èíäåêñó. Ðåçóëüòàò

ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà (13) ê ôóíêöèè (12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ðàçëî-

æåíèÿ ïî ñòåïåíÿì h :

[ ( ) ]( , , ) ( )( , ) [( )( , ) (L h Y Z
h

Q Y
h

L Y Quh	 � 	 � 	 �2
0

2
1 0

21 1
� � � 1

2)( , , )]Y Z� �

� � � �[( )( , ) ( )( , , ) ( )( , , ) ( )L Y L u Y Z Qu Y Z L2 0
2

1 1
2

2
2

0 0	 � � � 	 ( , )]Y � 2 �

� �( )( , ) ( )L Y O h0 0
2	 � . (15)

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ( )( , )Q Y	 �0
2 0� . Äëÿ òîãî ÷òîáû ïåðåéòè ê ïðåäåëó

â ôîðìóëå (15), íåîáõîäèìî ïîäîáðàòü ôóíêöèè u Y Z1
2( , , )� è u Y Z2

2( , , )� òàê,

÷òîáû âûðàæåíèÿ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ ðàâåíñòâà (15) ðàâíÿëèñü íóëþ. Äëÿ ýòî-

ãî ñíà÷àëà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (14) ðåøèì óðàâíåíèå

( )( , , ) ( ) ( , )Qu Y Z G Z D Y G
Z

p Y p1
2

0
2 2

2 1

2
� � 	 � � �� � " �

��




�
�

�

�

�
�

"
�




�
�

�

�

�
�

D Y
�

	 �2 0
2( , ) . (16)
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Ïî òåîðåìå Ôðåäãîëüìà óðàâíåíèå âèäà

( )( ) ( )Qu Z f Z� � (17)

èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f Z( ) îðòîãîíàëüíà ÿäðó

K Q( )* îïåðàòîðà Q * , îïðåäåëåííîìó íà ñîïðÿæåííîì ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâ-

íûõ ôèíèòíûõ ôóíêöèé C R0 ( ) â ïðîñòðàíñòâå ñ÷åòíî-àääèòèâíûõ ìåð

C R rca R0
* ( ) ( )� . Ïîñêîëüêó ÿäðî K Q( )* îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì Q dz* ( )� � 0,

òî ýëåìåíòàìè ÿäðà ÿâëÿþòñÿ ìåðû, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðåäåëüíûì ðàñïðåäåëå-

íèÿì ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà Zt , çàäàííîãî ôîðìóëîé (8). Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

â äàííîì ñëó÷àå ýòîò ïðîöåññ ýðãîäè÷åí è èìååò åäèíñòâåííîå ïðåäåëüíîå

ðàñïðåäåëåíèå, ñîîòâåòñòâóþùåå ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ âëîæåííîé

öåïè Ìàðêîâà (7), ò.å. ñòàíäàðòíîìó íîðìàëüíîìó ðàñïðåäåëåíèþ N ( , )0 1 . Ñëå-

äîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (17) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîë-

íÿåòñÿ ðàâåíñòâî

f Z f x e dxx( ) : ( ) /� �

��

��
�

�
1

2
0

2 2



.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïîñëåäóþùèõ âûêëàäîê âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì èçâåñò-

íûì ðåçóëüòàòîì èç òåîðèè öåïåé Ìàðêîâà. Ïóñòü p z dx( , ) — ïåðåõîäíàÿ âåðîÿò-

íîñòü ýðãîäè÷åñêîé öåïè Ìàðêîâà { }Zn íà ïðîñòðàíñòâå Õ è �( )dx — ýðãîäè÷åñ-

êîå ðàñïðåäåëåíèå, ò.å.
X

p z dx dx E dx� �( , ) ( ) ( )� �{ }, E { }� — ñîîòâåòñòâóþùåå

ýòîìó ðàñïðåäåëåíèþ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, è ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Z0 èìååò

ýðãîäè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Òîãäà

E u Z E E u Z Z E p Z dx u x

X

{ } { { }}( ) ( ) / ( , ) ( )1 1 0 0� �
�
�
�

��

�
�
�

��
��

�
�




�
�

�

�

�
�

� ��� �p z dx dx u x u x dx E u Z

XX X

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )� � { }0 .

Ïîýòîìó äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî

G u Z E u Z E u Z u x e dxp
x( ( )) : ( ) ( ) : ( ) /� � �

��

��
�

�{ } { }1 0
21

2

2



,

ãäå Z N0 0 1~ ( , ). Òîãäà ïîñêîëüêó

G Z E Z E Zp ( ) � � �{ } { }1 0 0, G
Z

E
Z

p

2
0
2

1

2

1

2
0

��
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�

�

�

�
�
�

��
�
�

��

�
�
�

��
� ,

ïðàâàÿ ÷àñòü â ôîðìóëå (16) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ òåîðåìû Ôðåäãîëüìà

è ìîæíî ïðèñòóïèòü ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

( )( , , ) ( ,Qu Y Z ZD
Z

D YY1
2 2 2

2

0
1

2
2� �� � �� 	 �

�
� � " �

�
"

�




�
�

�

�

�
�

2 ) . (18)

Òàê êàê íóëü ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñïåêòðà îïåðàòîðà Q , òî âûáîð ðåøåíèÿ ýòîãî

óðàâíåíèÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè ïðîèçâîëüíûé. Âûáåðåì òàêîå ðåøåíèå, êîòî-

ðîå îðòîãîíàëüíî ÿäðó ñîïðÿæåííîãî îïåðàòîðà Q * , ò.å. ñîîòâåòñòâóåò óñëî-

âèþ u Y Z1
2 0( , , )� � . Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (18) ìîæíî èñ-

122 ISSN 0023-1274. Êèáåðíåòèêà è ñèñòåìíûé àíàëèç, 2015, òîì 51, ¹ 5



êàòü â âèäå ïîëèíîìà âòîðîé ñòåïåíè îò ïåðåìåííîé Z , óìíîæåííîé íà

"D Y
*

( , )	 �0
2 . Îïèñàííûì âûøå óñëîâèÿì óäîâëåòâîðÿåò ðåøåíèå â âèäå

u Y Z Z D
Z

DY1
2 2

2 2

21

1

1 2
2( , , )

( )

( )
�

�

�
� � �

�

�
�

�
�

" �
�

�
"

#

$
%
%

&

'
(
(

	 �0
2( , )Y .

Ýòî ðåøåíèå ñëåäóåò ïîäñòàâèòü â óðàâíåíèå äëÿ ôóíêöèè u Y Z2
2( , , )� :

( )( , , ) ( )( , ) ( )( , , ) ( )(Qu Y Z L Y L u Y Z L2
2

2 0
2

1 1
2

0 0� 	 � � 	� � � � Y , )� 2 .

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå íîðìàëüíîé ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ, íåîáõîäèìî

ïîäîáðàòü ñëàãàåìîå òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ðàâåíñòâî

( )( , ) ( )( , ) ( )( , , )L Y L Y L u Y Z0 0
2

2 0
2

1 1
2	 � 	 � �� � , (19)
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Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ôîðìóë âû÷èñëèì â îòäåëüíîñòè ñëàãàåìûå â ôîðìóëå (19):
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Îêîí÷àòåëüíî íàõîäèì âèä ïðåäåëüíîãî äèôôóçèîííîãî îïåðàòîðà äëÿ ñòî-

õàñòè÷åñêîé àïïðîêñèìàöèè äâóìåðíîãî ïðîöåññà { }Yt t, � 2 :

L Y c D Y D YY YY0 0
2 2

0
2

2

0
2

2

1

1
	 � � 	 �
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2 2D Y( , ) .

Ýòîò îïåðàòîð ñîîòâåòñòâóåò ñèñòåìå ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-

íåíèé

dY c dt dw t

d
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t t
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dt dw tt� �
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�

2
2

2 2
1

1
( ),

(20)

ãäå w t1 ( ) è w t2 ( ) — íåçàâèñèìûå ñòàíäàðòíûå ïðîöåññû áðîóíîâñêîãî äâèæåíèÿ.

Ïðè � � 0 ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (5), (6),

ïîëó÷åííîé Ä. Íåëüñîíîì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî èíòåðâàëû ìåæäó òðàíñàêöèÿ-

ìè ïîñòîÿííû [1].

ÎÁÑÓÆÄÅÍÈÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÎÂ

Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ââåñòè îáîçíà÷åíèÿ

A B� �
�

�
�

�
� �

�

�
�

�

�

2
2

2

2

21

1

1
,

è ïåðåïèñàòü óðàâíåíèå (20) â âèäå

d A dt B dw tt t t� � � �2 2 2� � �( ) ( ) . (21)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå �� t
2 óðàâíåíèÿ (20). Òîãäà

ðàçíîñòü xt t t� �� �2 2
� äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü ñîîòâåòñòâóþùåìó (21) îäíîðîäíîìó

óðàâíåíèþ

dx Ax dt Bx dw tt t t� � � ( ), (22)

ðåøåíèÿ êîòîðîãî èìåþò âèä

x x A
B

B
w t

t
tt � � � �

�




�
�

�

�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

��
0

2

2
exp

( )
.

Ïîñêîëüêó P lim
( )

t

w t

t!�
�

�



�

�

�
��0 1, òî óñëîâèå óñòîé÷èâîñòè ñòàöèîíàðíîãî ðå-

øåíèÿ óðàâíåíèÿ (21) ñ âåðîÿòíîñòüþ åäèíèöà èìååò âèä

� � 	A
B 2

2
0 . (23)

Ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ñòàáèëèçàöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà
âîëàòèëüíîñòè (22). Ñ ó÷åòîì ââåäåííûõ âûøå îáîçíà÷åíèé ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî

óñëîâèå (23) èìååò âèä � �� �2 2 0/ , ò.å. íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè �.

Â ìîíîãðàôèè [11] ïîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå (23) òàêæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ (21). Ñëåäîâàòåëü-

íî, óñëîâèå (23) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñòàáèëèçàöèè ðàñïðå-
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äåëåíèÿ âîëàòèëüíîñòè èçáûòî÷íîé äîõîäíîñòè. Ñî âðåìåíåì çàäàííîå ñ ïî-

ìîùüþ óðàâíåíèÿ (10) ðàñïðåäåëåíèå âîëàòèëüíîñòè ïðèáëèæàåòñÿ ê ðàñïðåäå-

ëåíèþ ñòàöèîíàðíîãî ìàðêîâñêîãî ïðîöåññà, ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèþ (21).

Ïëîòíîñòü ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî íàéòè, ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùåå

(21) äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà. Êàê ïîêàçàíî â ðàáîòå [1],

ïðè óñëîâèè (23) ñòàöèîíàðíûì ðàñïðåäåëåíèåì äëÿ (21) ÿâëÿåòñÿ îáðàòíîå ãàì-

ìà-ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðàìè 1
2

2
�

A

B
è

B 2

2�
, ò.å. ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ( )� t

2 1�

èìåþò ðàñïðåäåëåíèå � 1
2

22

2

�
�




�
�

�

�

�
�

A

B

B
;

�
. Ìîæíî äîïóñòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ïîêàçà-

òåëü Ëÿïóíîâà äëÿ óðàâíåíèÿ (22) íå çàâèñèò îò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè, òî è

ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîìåíòîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ïðîöåññà âîëàòèëüíîñòè ê ñòàöèî-

íàðíûì çíà÷åíèÿì òàêæå íå çàâèñèò îò �. Îäíàêî ýòî íå òàê. Èç óðàâíåíèÿ (22)

ëåãêî íàéòè çàâèñèìîñòü ìîìåíòîâ m E xt
n

t
n( ) : | |� { } ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ îò

âðåìåíè:

m m n
n n

t
n n( ) ( ) exp

( )

( )
� � �

� � �

�

�




�
�
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�

�
�

#

$
%
%

0
2

2

2

1 1

2 1
� �

�

�

&

'
(
(

�
�
�

��

�
�
�

��
t . (24)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî íàéäåííîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå �� t
2 èìååò n-é ìîìåíò

òîëüêî òîãäà, êîãäà
�

�

�

�2

2

2

1 1

2 1
�

� � �

�

n n( )

( )
èëè

0
1 2

1 2

2	 	
� �

� �
�







n

n
, (25)

ãäå 
 � � �� 2 . Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî â ïðèëîæåíèÿõ íàèáîëåå ÷àñòî âûáîð

ðàñïðåäåëåíèÿ îñíîâàí íà ñòàòèñòè÷åñêèõ îöåíêàõ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ, äèñïåð-

ñèè, êîýôôèöåíòà àñèììåòðèè è êîýôôèöèåíòà ýêñöåññà. Èç ôîðìóëû (25)

ñëåäóåò, ÷òî îöåíèâàòü óêàçàííûå âûøå ïàðàìåòðû è ïðîâåðÿòü ãèïîòåçû îá

ýòèõ ïàðàìåòðàõ èìååò ñìûñë ëèøü ïðè óñëîâèè, ÷òî ïðè ãèïîòåòè÷åñêîì ðàñ-

ïðåäåëåíèè ñòàöèîíàðíîé âîëàòèëüíîñòè �� t
2 ñóùåñòâóþò ïåðâûå ÷åòûðå ìî-

ìåíòà. Ýòè óñëîâèÿ â âèäå íåðàâåíñòâ ïðèâåäåíû âî âòîðîì ñòîëáöå òàáë. 1.

Ïîñêîëüêó ( � )� t
2 1� èìååò ëåãêî ìîäåëèðóåìîå ãàììà-ðàñïðåäåëåíèå, òî â ïðè-

ëîæåíèÿõ îáû÷íî ïðîâåðÿþò ãèïîòåçó ïî ïðåîáðàçîâàííîé âûáîðêå. Â ýòîì ñëó÷àå
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Ò à á ë è ö à 1 . Ìîìåíòû ðàñïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíîé âîëàòèëüíîñòè �� t
2 è ( � )� t

2 1�

Ìîìåíò ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

Óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ìîìåíòîâ ñòàöèîíàðíîãî
ðàñïðåäåëåíèÿ

äëÿ �� t
2 äëÿ ( � )� t

2 1�

Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå �
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2 2 3
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òàêæå ñëåäóåò ïðîâåðÿòü íàëè÷èå íóæ-

íûõ ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Â òðåòüåì ñòîëáöå òàáë. 1 ïðèâåäåíû

óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðâûõ ÷åòû-

ðåõ ìîìåíòîâ ñòàöèîíàðíîãî ðàñïðåäå-

ëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ( � )� t
2 1� .

Óêàçàííûå âûøå ïàðàìåòðû ñòàöèî-

íàðíîãî ðàñïðåäåëåíè �� t
2 òàêæå çàâè-

ñÿò îò âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà êîððå-

ëÿöèè:
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ãäå �
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�
�

� �
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( )( )1 1 2

1

2

2
.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 1 ãðàôèêîâ, ñ óâåëè÷åíèåì ïàðàìåòðà


 � � �/ 2 âëèÿíèå êîððåëÿöèè íà ñóùåñòâîâàíèå ìîìåíòîâ ñòàöèîíàðíîãî ðàñ-

ïðåäåëåíèÿ äèñïåðñèè çíà÷èòåëüíî óìåíüøàåòñÿ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü àñèììåòðèè è ýêñöåññà îò êîýôôèöèåíòà

êîððåëÿöèè. Êàê âèäèì, àñèììåòðèÿ è ýêñöåññ âîçðàñòàþò ñ óâåëè÷åíèåì êîððå-

ëÿöèè � äëÿ � �1 è � � 0 1. .

Ïðè àíàëèçå âûáîðêè òàêæå âàæíî çíàòü, íàñêîëüêî âûáîðêà ñîîòâåòñòâóåò

ñòàöèîíàðíîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïîýòîìó ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëÿåìàÿ

â ôîðìóëå (24) ïîêàçàòåëåì ýêñïîíåíòû ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ìîíîòîííî óìåíü-

øàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì êîððåëÿöèè. Åñëè ñóäèòü î ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà

âîëàòèëüíîñòè ïî âòîðîìó ìîìåíòó
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Ðèñ. 1. Çàâèñèìîñòü âåðõíåé ãðàíèöû � îò 
 äëÿ
n-ãî ìîìåíòà

n � 3

n � 1

n � 2




�

Ðèñ. 2. Çàâèñèìîñòü àñèììåòðèè (1) è ýêñöåñ-
ñà (2) îò êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè

1

2

�

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåëàêñàöèè îò êîð-
ðåëÿöèè ïðè � � 0 1. (1), � � 0 2. (2), � � 0 3. (3),
� � 0 4. (4), � � 0 5. (5)

5
4

3
2

1

�

Trel



òî ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåçû î ïàðàìåòðå ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò óáåäèòüñÿ, ÷òî

ñ ìîìåíòà íà÷àëà ãåíåðàöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ïðîøëî

âðåìÿ ðåëàêñàöèè Trel , ðàâíîå îáðàòíîé âåëè÷èíå ïîêàçàòåëÿ ýêñïîíåíòû ïðî-

öåññà ñòàáèëèçàöèè âîëàòèëüíîñòè:

Trel � �
�

�

�
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�

�

�

�
�

#

$
%
%

&

'
(
(

�

2
1 3

2 1

2
2

2

1

� �
�

�( )
.

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü âðåìåíè ðåëàêñàöèè îò êîððåëÿöèè ïðè ðàç-

ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà � ïðè � � 0 5. . Èç ãðàôèêîâ çàìåòèì, ÷òî ñ óâåëè÷å-

íèåì � âðåìÿ ðåëàêñàöèè áîëåå èíòåíñèâíî âîçðàñòàåò ïðè óâåëè÷åíèè êîýôôè-

öèåíòà êîððåëÿöèè.

Êàê âèäíî èç ïðèâåäåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, ïðåäëîæåííûé íàìè ìåòîä

ïîñòðîåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ íàêîïëåííîé èç-

áûòî÷íîé äîõîäíîñòè ïîçâîëÿåò ó÷åñòü âëèÿíèå êîððåëÿöèè îñòàòêîâ ðåãðåññè-

îííûõ óðàâíåíèé âûáîðî÷íûõ íàáëþäåíèé. Ïðè îòñóòñòâèè êîððåëÿöèè íàøè

ðåçóëüòàòû ñîâïàäàþò ñ êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì ðàáîòû [1]. Ñèñòåìó ñòîõàñ-

òè÷åñêèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (20) ìîæíî â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòü

äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ êîððåëÿöèè ïðè õåäæèðîâàíèè îïöèîíîâ è äðóãèõ ïðîèç-

âîäíûõ ôèíàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ.

Ïðè àíàëèçå áûñòðî îñöèëëèðóþùèõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé äèíàìèêè ôè-

íàíñîâûõ èíñòðóìåíòîâ ñ ãåòåðîñêåäàñòè÷íîé óñëîâíîé äèñïåðñèåé ñëåäóåò ïðè-

íèìàòü âî âíèìàíèå âîçìîæíóþ êîððåëÿöèþ îñòàòêîâ. Íàëè÷èå àâòîêîððåëÿöèè

ñêàçûâàåòñÿ íå òîëüêî íà ïàðàìåòðàõ äèôôóçèîííîé àïïðîêñèìàöèè, íî è çíà÷è-

òåëüíî óìåíüøàåò ñêîðîñòü ñòàáèëèçàöèè âûáîðî÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ïî-

ýòîìó äàæå ïðè ñòàòèñòè÷åñêîé îöåíêå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè ìîæåò âîçíèêíóòü

îøèáêà, ñâÿçàííàÿ ñ òåì, ÷òî àíàëèçèðóåìàÿ âûáîðêà íå ñîîòâåòñòâóåò ãèïîòåçå

îá èäåíòè÷íîñòè çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ íàáëþäàåìûõ ïåðåìåííûõ.
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