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ÂÈÊÎÐÈÑÒÀÍÍß ÏÐÈÕÎÂÀÍÈÕ ÌÀÐÊÎÂÑÜÊÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ
Â ÎÖ²ÍÞÂÀÍÍ² ÏÀÐÀÌÅÒÐ²Â ²ªÐÀÐÕ²×ÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ìåòîä ïàðàìåòðè÷íîãî îö³íþâàííÿ äëÿ ³ºðàðõ³÷íèõ ñòîõàñòè÷íèõ
ìîäåëåé â óìîâàõ íåïîâíèõ ñïîñòåðåæåíü. Ìåòîä ´ðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ îñîáëè-
âîñòåé êîðåëÿö³éíî¿ ñòðóêòóðè ³ºðàðõ³÷íèõ ìîäåëåé. Ãîëîâíó óâàãó ïðèä³ëåíî ïðàêòè÷í³é
ðåàë³çàö³¿ ìåòîäó. Çàïðîïîíîâàíî, çîêðåìà, ï³äõ³ä, ùî ïåðåäáà÷àº ïîºäíàííÿ àíàë³òè÷íèõ
äîñë³äæåíü ç åìï³ðè÷íîþ âåðèô³êàö³ºþ îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Íàâåäåíî êîíêðåòí³ ïðè-
êëàäè ïîáóäîâè ñïðîìîæíèõ îö³íîê âåêòîðíèõ ïàðàìåòð³â ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ ç áåçïîñå-
ðåäí³ìè ðîçðàõóíêàìè íà ÷èñëîâèõ äàíèõ ³ì³òàö³éíî¿ ìîäåë³.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ïðèõîâàíà ìàðêîâñüêà ìîäåëü, ñèñòåìà ìàñîâîãî îáñëóãîâóâàííÿ, ñòàòèñ-
òè÷íå îö³íþâàííÿ, ôóíêö³ÿ äåôîðìàö³¿.

Öÿ ñòàòòÿ º ëîã³÷íèì ïðîäîâæåííÿì ðîáîòè [1], â ÿê³é äîñë³äæåíî ìàòåìà-
òè÷íó ìîäåëü ³ºðàðõ³÷íî¿ ñòðóêòóðè, à òàêîæ íàâåäåíî ïðèêëàäè ¿¿ ìîæëèâîãî
ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ. Àëãîðèòì ìåòîäó ñòàòèñòè÷íîãî îö³íþâàííÿ, îïè-
ñàíèé ó ðîáîò³ [1], ´ðóíòóºòüñÿ íà òîìó, ùî íåïîâíîòó åìï³ðè÷íèõ äàíèõ
ìîæíà ÷àñòêîâî êîìïåíñóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåöèô³êó ñòîõàñòè÷íî¿
ñòðóêòóðè ³ºðàðõ³÷íî¿ ìîäåë³. Îäíàê, íàãîëîøåíî íà òîìó, ùî ïðàêòè÷íà
ðåàë³çàö³ÿ ìåòîäó ïîâ’ÿçàíà ç «ïðîáëåìîþ âèáîðó», òîáòî íåîáõ³äí³ñòþ âèç-
íà÷åííÿ ñïðîìîæíî¿ îö³íêè ç-ïîì³æ äåê³ëüêîõ ðîçâ’ÿçê³â, îòðèìàíèõ çà äîïî-
ìîãîþ öüîãî àëãîðèòìó. Ç îäíîãî áîêó, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä íàäàº çìîãó
çàïèñàòè ÷åðåç â³äîì³ ïàðàìåòðè ìîäåë³ âñ³ ðîçâ’ÿçêè â ÿâíîìó âèãëÿä³. Òîìó,
àíàë³çóþ÷è ¿õ òà â³äñ³þþ÷è ñòîðîíí³ ðîçâ’ÿçêè, ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè ïðîáëåìó
âèáîðó òåîðåòè÷íèì øëÿõîì. Ç ³íøîãî áîêó, âèêîðèñòîâóþ÷è àñèìïòîòè÷í³
âëàñòèâîñò³ ìîäåë³, ìîæíà ïîáóäóâàòè ñïåö³àëüí³ ñòàòèñòèêè, ùî íàäàþòü
çìîãó åìï³ðè÷íèì øëÿõîì îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè ñïðîìîæíó îö³íêó. Ïîêàæå-
ìî íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, ùî íàéá³ëüø ðàö³îíàëüíèé ï³äõ³ä ïîëÿãàº ó âè-
âàæåíîìó ïîºäíàíí³ àíàë³òè÷íèõ äîñë³äæåíü ç åìï³ðè÷íîþ âåðèô³êàö³ºþ îò-
ðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â.

ÔÎÐÌÓËÞÂÀÍÍß ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó îö³íþâàííÿ ïàðàìåòð³â äåôîðìàö³¿ ó ñõåì³ íåïîâíèõ ñïîñòå-
ðåæåíü äëÿ òàêî¿ ³ºðàðõ³÷íî¿ ñòðóêòóðè. Íåõàé x t t( ), � 0 îçíà÷àº äåÿêèé îä-
íîð³äíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ç íåïåðåðâíèì ÷àñîì òà ñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ
ñòàí³â E m n� �{ , , , ..., }0 1 2 [2]. Ïðèïóñòèìî, ùî ìàòðèöÿ [ ], ,a i j Eij � , ³íòåíñèâ-
íîñò³ ïåðåõîä³â ëàíöþãà x t( ) ìàº òàêèé âèãëÿä: aij � 0 , ÿêùî | |i j� �1;
aii� �1 � , ÿêùî i m n� � �0 1 2 1, , , ..., ; aii� �1 0 , ÿêùî i m n� � ; a iii� � �1 �, ÿêùî
i m�1 2, , ..., ; a iii � � � �( )� � , ÿêùî i m� 0 1 2, , , ..., ; a mii� � �1 �, ÿêùî
i m m n� � �1, ..., ; a mii � � � �( )� � , ÿêùî i m m n� � � �1 1, ..., ; a mmm � � � �.
Ó öèõ ôîðìóëàõ � òà � — äåÿê³ äîäàòí³ ÷èñëà.

Âèçíà÷èìî òåïåð äâîâèì³ðíèé âèïàäêîâèé ïðîöåñ ( ( ), ( ))� �k k , k �1 2, , ... Ïåð-
øà êîîðäèíàòà �( )k , k � 0 1 2, , , .. . , — öå îäíîð³äíèé äèñêðåòíèé ëàíöþã Ìàðêîâà ç³
ñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ ñòàí³â E m n� �{ , , , ..., }0 1 2 ³ òàêîþ ìàòðèöåþ ïåðåõ³äíèõ
³ìîâ³ðíîñòåé çà îäèí êðîê: P p i j Eij� �[ ], , , p P x t j x t iij � � � �{ }( ) / ( )1 : p01 1� ;
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Íåõàé { , , , , ...}( )� i
k k � 0 1 2 , i E� , îçíà÷àº ñóêóïí³ñòü íåçàëåæíèõ â³ä ëàíöþãà

Ìàðêîâà �( )k âèïàäêîâèõ âåëè÷èí òàêèõ, ùî äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü ³íäåêñó k âåëè-

÷èíè � i
k( ) íå çàëåæàòü îäíà â³ä îäíî¿ òà ìàþòü ïîêàçíèêîâèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåò-

ðîì � �� ( )i , äå � �( )i i� � , ÿêùî i m� 0 1 2, , , ..., , òà � �( )i m� � , ÿêùî i m� �1, ...

..., m n� . Âèçíà÷èìî êîîðäèíàòó �( )k òàê: � �
�

( ) ( )
( )k

k
k� .

Ïðèïóñòèìî, ùî ìàºìî ñòàòèñòè÷í³ äàí³ ( , , )0 1 2� � �	 	� T , ïîâ’ÿçàí³ ç
ôóíêö³îíóâàííÿì ³ºðàðõ³÷íî¿ ìîäåë³ â òàêèé ñïîñ³á: � ��k kd k b� ( ) ( ( ), ) ,
k T�1 2, , ..., . Ïðè öüîìó D x b d x b d x b d x bm n( , ) ( , ), ( , ), ..., ( , )� �{ }0 1 — äåÿêà âåê-
òîðíà ôóíêö³ÿ, ùî çàëåæèòü â³ä íåâ³äîìîãî ïàðàìåòðà b b b bm n� 	 	 �{ , }0 1 � . Çíà-
÷åííÿ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 T ñòàí³â ëàíöþãà Ìàðêîâà �( )k , k � 0 1 2, , , ..., íå äîñòóïí³
äëÿ ñïîñòåðåæåííÿ ³ çàëèøàþòüñÿ íåâ³äîìèìè. Çàäà÷à ïîëÿãàº â òîìó, ùîá ïî-
áóäóâàòè ñïðîìîæíó îö³íêó ïàðàìåòðà b .

Îïèñàíó ³ºðàðõ³÷íó ñòðóêòóðó ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê ïðîöåñ «çì³í», ùî
â³äáóâàþòüñÿ â ñèñòåì³ îáñëóãîâóâàííÿ M M m n/ / / ç ïàðàìåòðàìè ( , )� � [3].
Ïðîöåñ x t t( ), � 0 , îïèñóº ê³ëüê³ñòü âèìîã ó ñèñòåì³ â ìîìåíò ÷àñó t, à
( ( ), ( ))� �k k , k � 0 1 2, , , ... , âèçíà÷àºòüñÿ òàê: �( ) ( )k x sk� , �( )k s sk k� � �1,
k �1 2, , .. . . Ïðè öüîìó ïîò³ê s s1 2, , ... sk , ... âðàõîâóº âñ³ «çì³íè» â ñèñòåì³. Ó íüîìó
ïîºäíàí³ ìîìåíòè íàäõîäæåííÿ íîâèõ âèìîã òà ìîìåíòè, êîëè âèìîãè çàëèøàþòü
ñèñòåìó. Ñåðåä íèõ º òàêîæ ìîìåíòè âòðàòè âèìîã, ùî íàäõîäÿòü äî «çàéíÿòî¿» ñèñ-
òåìè. Ôóíêö³þ D x b( , ) ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê äåôîðìàö³þ ôàêòè÷íèõ äàíèõ, à íàÿâíó
åìï³ðè÷íó ³íôîðìàö³þ îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê íåïîâí³ äåôîðìîâàí³ ñïîñòåðåæåííÿ.

ßêùî ôóíêö³ÿ äåôîðìàö³¿ D x b( , ) â³äîìà, à �[ ]A îçíà÷àº ³íäèêàòîð âèïàäêî-
âî¿ ïîä³¿ A, òî ôóíêö³¿ ðîçïîä³ëó { ( , ), }F x b i Ei � , äåôîðìîâàíèõ âèïàäêîâèõ âå-

ëè÷èí { ( , ), }( )� �i i id b i E� �0 ìàþòü âèãëÿä

F x b P x d u b x i ei i i i
i( , ) { } [ ( , ) ] ( ( )) ( ( ))� 
 � 
 � � � � � �� � � � � � udu

0

�

� , i E� .

Óâåäåìî ñóêóïí³ñòü íåçàëåæíèõ â³ä ëàíöþãà Ìàðêîâà �( )k âèïàäêîâèõ âåëè-

÷èí { , , , , ...}( )� i
k k � 0 1 2 , i E� , ùî íå çàëåæàòü îäíà â³ä îäíî¿ äëÿ ð³çíèõ çíà-

÷åíü ³íäåêñó k . Ïðè öüîìó íåçàëåæíî â³ä ³íäåêñó k ðîçïîä³ë âèïàäêîâî¿ âå-

ëè÷èíè � i
k( ) âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ F x bi ( , ) . Ïîáóäóºìî âèïàäêîâèé ïðîöåñ

( ( ), ( ))� �k k , k �1 2, , ..., äðóãà êîìïîíåíòà ÿêîãî äîð³âíþº � �
�

( ) ( )
( )k

k
k� . ßêùî

ïðèïóñòèòè, ùî áåçïîñåðåäíüîìó ñïîñòåðåæåííþ äîñòóïí³ ëèøå çíà÷åííÿ
( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 S , à çíà÷åííÿ ëàíöþãà Ìàðêîâà �( )k ïðè öüîìó çàëèøàþòü-
ñÿ íåâ³äîìèìè, òî ó ñòàòèñòè÷íîìó àíàë³ç³ âèïàäêîâèõ ïðîöåñ³â òàêà ñõåìà
íåïîâíèõ ñïîñòåðåæåíü ìàº íàçâó ïðèõîâàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³ (hidden
Markov model) [4]. Òîä³ íàÿâí³ ñòàòèñòè÷í³ äàí³ ( , , )0 1 2� � �	 	� T ìîæíà îïè-
ñàòè ð³âí³ñòþ: � �k k� ( ) , k �1 2, , ... .

Îäíîð³äíèé ëàíöþã Ìàðêîâà �( )k , k �1 2, , ... , áóäå åðãîäè÷íèì, îñê³ëüêè
º íåçâ³äíèì, íåïåð³îäè÷íèì òà ìàº ñê³í÷åííó ìíîæèíó ñòàí³â. Éîãî ñòàö³îíàðíèé

ðîçïîä³ë 	 	 	 	� 	 	 �{ , }0 1 � m n ìàº âèãëÿä 	 	
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Âèêîðèñòîâóþ÷è âèãëÿä ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé P pij� [ ] ëàíöþãà �( )k ,
k � 0 1 2, , , .. . , áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ
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Öå íàäàº çìîãó âèêîðèñòàòè äëÿ ïîáóäîâè ñïðîìîæíî¿ îö³íêè ïàðàìåòðà b

ìåòîäèêó, òåîðåòè÷í³ àñïåêòè ÿêî¿ îïèñàíî â ðîáîò³ [1].

ÀËÃÎÐÈÒÌ ÌÅÒÎÄÓ ÏÎÁÓÄÎÂÈ ÎÖ²ÍÎÊ

Ïðîöåäóðó ïîáóäîâè îö³íîê âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà b ðåàë³çóþòü íà ïðàêòèö³
ó âèãëÿä³ äâîõ ïîñë³äîâíèõ êðîê³â. Ñïî÷àòêó ï³äáèðàþòü â³äïîâ³äíó ôóíêö³þ

( )x , x R� 1 , òà áóäóþòü äîïîì³æíèé âåêòîð � � � �� 	 	 �{ , }0 1 � m n , êîîðäè-

íàòè ÿêîãî � �i i b� ( ) âèçíà÷àþòüñÿ ð³âí³ñòþ �i ix dF x b�
��

�

� 
( ) ( , ) , i E� . Âè-

êîðèñòîâóþ÷è íàÿâí³ ñòàòèñòè÷í³ äàí³, áóäóºìî ñòàòèñòèêè:

q
S

t t l
S
l

t

S
( ) ( ( )) ( ( ))� � �

�
�1

1


 � 
 � , l n m� � �1 2 1, , ..., , ( )S T
 .

Ñïðîìîæíó îö³íêó � { � , � � }( ) ( ) ( ) ( )� � � �S S S
n m
S� 	 	 �0 1 � âåêòîðà � � �� { ,0 1, ...

� 	 ��m n} çíàõîäèìî ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè ð³âíÿíü:

	 i ij
l

i j

j E
S
l

i E

p q

l m n

� � � �

� � �

�
�
�

��
��
�� ( ) ( )

, , ...,

� �

1 2 1
.

²ñíóâàííÿ òà âèãëÿä ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ñèñòåìè çàëåæàòü â³ä âëàñòèâîñòåé âëàñ-
íèõ ÷èñåë { , }w w wm n1 2 1	 	 � �� ìàòðèö³ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé P pij� [ ] ,
i j E, � . Çàïðîïîíîâàíèé â [1] àëãîðèòì ìîæíà çàñòîñóâàòè, ÿêùî wi ,
i m n� � �1 2 1, , ..., , — ä³éñí³ òà ð³çí³ ÷èñëà. Â³í íàäàº çìîãó çíàéòè â ÿâíîìó
âèãëÿä³ âñ³ ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè, ïðè öüîìó íåîáõ³äíî âèáðàòè ñåðåä íèõ

îö³íêó � ( )� S âåêòîðà �. Íà äðóãîìó êðîö³ âèêîðèñòîâóºìî îö³íêó � ( )� S , à òà-
êîæ òó îáñòàâèíó, ùî êîîðäèíàòè � �i i b� ( ) º ôóíêö³ÿìè íåâ³äîìîãî ïàðà-

ìåòðà b, ³ áóäóºìî éîãî ñïðîìîæíó îö³íêó � { � , � � }( ) ( ) ( ) ( )b b b bS S S
M

S� 	 	1 2 � .

Âàðòî çàóâàæèòè, ùî íå çàâæäè ëåãêî ñåðåä áàãàòüîõ ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè
ð³âíÿíü âèáðàòè ñàìå ïîòð³áíèé. Òîìó ðîçãëÿíåìî äåòàëüí³øå òà ïîêàæåìî íà
êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ, ÿê ìîæíà åôåêòèâíî ðåàë³çóâàòè íà ïðàêòèö³ ïðîöåäóðó

çíàõîäæåííÿ ñïðîìîæíî¿ îö³íêè � ( )� S âåêòîðà � � � �� 	 	 �{ , }0 1 � m n . Äëÿ öüî-

ãî âèáåðåìî ôóíêö³þ 
( )x x� , x R� 1, òà âèçíà÷èìî âèãëÿä ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿
D x b( , ) , ïðèïóñêàþ÷è, ùî d x b b xi i( , ) � � , i m n� �0 1, , ..., . Òîä³

� �i i b� ( ) = 
( ) ( , ) ( , )x dF x b xdF x bi i

��

�

��

�

� �� = E i( )( )� 0 , i E� .
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Îñê³ëüêè � i
( )0 ìàº ïîêàçíèêîâèé ðîçïîä³ë ç ïàðàìåòðîì � �� ( )i , òî �i b( ) �

�
�

b

i

i

� �( )
, i E� . Ïîáóäîâàí³ ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³¿ 
( )x x� íà îñíîâ³ íàÿâíèõ

åìï³ðè÷íèõ äàíèõ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 T ñòàòèñòèêè ïîçíà÷èìî ñèìâîëàìè Q lS ( ) ,
l n m� � �1 2 1, , ..., :

Q l
S

t t lS

t

S

( ) ( ) ( )� � �
�
�1

1

� � , l n m� � �1 2 1, , ..., , ( )S T
 .

Íåõàé P pl
ij
l( ) ( )[ ]� , i j E, � , îçíà÷àº ìàòðèöþ ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ëàíöþãà

�( )k çà l êðîê³â. Âèçíà÷èìî ìàòðèöþ � ó òàêèé ñïîñ³á: � �diag {	0 ,

	 	1 1	 	 � �� m n }. Òîä³, ÿê ïîêàçàíî â ðîáîò³ [1], îö³íêó � ( )� S âåêòîðà � òðåáà

øóêàòè ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â x x x xm n* { , }* * *� 	 	 � �1 2 1� ñèñòåìè ð³âíÿíü

x P x Q

x P x Q

T
S

T
S

� � � �

� � � �

�

�

( )

( )
...................

( )
1

22

.................

( )( )x P x Q n mn m T
S� � � � � �

�

�
�
�

�
�
� � �� 1 1

,

äå x x x xü ò� 	 	 � �{ , }1 2 1� . Âàæëèâó ðîëü ïðè öüîìó â³ä³ãðàþòü ìàòðèö³

A P� � � �� �� � 1, äå � { ; ;..., }� � diag 	 	 	1 2 m , òà îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ U ,

ùî ñêëàäàºòüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A. Çä³éñíèâøè ó â³äïîâ³äíèé ñïîñ³á
íèçêó ï³äñòàíîâîê ó ïî÷àòêîâ³é ñèñòåì³ ð³âíÿíü, ïåðåéäåìî â³ä çì³ííèõ
x x x xü ò� 	 	 � �{ , }1 2 1� äî íîâèõ çì³ííèõ s s s sü ò� 	 	 � �{ , }1 2 1� , à ñèñòåìà íàáóäå

ïðè öüîìó òàêîãî âèãëÿäó: W s QT
S

T� � ( ) . Ó ö³é ð³âíîñò³ Q Q QS S S� { ( ), ( ), ...1 2

..., ( )}Q m nS � �1 , à åëåìåíòè w wij i
j� ( ) , i j n m, { , , ..., }� � �1 2 1 , êâàäðàòíî¿ ìàò-

ðèö³ W wij� [ ] âèçíà÷àþòüñÿ ÷åðåç âëàñí³ ÷èñëà { , }w w wm n1 2 1	 	 � �� ìàòðèöü P

òà A . ²ñíóº ÷³òêèé àëãîðèòì ïîáóäîâè îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ W �1 . Îòæå, ìîæåìî

çàïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿä³ ðîçâ’ÿçêè x x x xm n* { , }* * *� 	 	 � �1 2 1� , à ñàìå

x y U* * �� � � �� 1, äå y y y ym n* { , }* * *� 	 	 � �1 2 1� , y si i
* � àáî y si i

* � � , à

s s s sü ò� 	 	 � �{ , }1 2 1� âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ s W QT
S

T� ��1 ( ) . Îäèí ç öèõ ðîç-

â’ÿçê³â ³ áóäå ñïðîìîæíîþ îö³íêîþ � ( )� S âåêòîðà � .
Âèáåðåìî ÷èñëîâ³ çíà÷åííÿ äëÿ â³äîìèõ ïàðàìåòð³â, ùîá ìàòè çìîãó ³ëþñ-

òðóâàòè êîíêðåòíèìè ðîçðàõóíêàìè íà ìîäåëüíèõ äàíèõ ðåàë³çàö³þ àëãîðèòìó
ìåòîäó. Ïðîàíàë³çóºìî ñïî÷àòêó íàéïðîñò³øó ìîäåëü, ïîêëàäàþ÷è m �1òà n � 0.
Ìàòðèöÿ P ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ëàíöþãà �( )k , ¿¿ ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë
	 	 	� { , }0 1 òà ìàòðèöÿ A â öüîìó âèïàäêó ìàþòü âèãëÿä

P �

� �

0 1
�

� �

�

� �

, 	
�

� �
0

2
�

� �
; 	

� �

� �
1

2
�

�

� �
, A � �

� �

0
�

� �

�

� �

�

� �

.

Ôîðìóþ÷è îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ U , ùî ñêëàäàºòüñÿ ³ç âëàñíèõ âåêòîð³â
ìàòðèö³ A, âèêîðèñòàºìî òó îáñòàâèíó, ùî ìàòðèö³ P òà A ìàþòü ò³ ñàì³
âëàñí³ ÷èñëà { , }w w1 2 . Îòæå, çíàõîäèìî ñïî÷àòêó âëàñí³ ÷èñëà w1 1� ,
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w2 � �
�

�

� �
ìàòðèö³ P. Ïîò³ì äëÿ êîæíîãî ç íèõ âèçíà÷àºìî çàãàëüíèé âè-

ãëÿä âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A:

u u u( ) ( ) ( );1
1
1

1
1�

�
�

�
�
�

�
�
�

� �

�
, u u u( ) ( ) ( );2

1
2

1
2� �

�
�

�
�
�

�
�
�

�

� �
.

Âèçíà÷àþ÷è ó â³äïîâ³äíèé ñïîñ³á ìíîæíèêè u1
1( ) òà u1

2( ) , îòðèìàºìî:

U � � �

�

� �
�

� �
�

� �

�

� �

� �

� �

� �

� �

�

� �

2 2

2 2

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è â³äïîâ³äí³ àëãîðèòìè, îïèñàí³ â [1], áóäóºìî íà ï³äñòàâ³ âëàñíèõ ÷è-

ñåë { , }w w1 2 ìàòðèö³ W �

�
�

�

1

1
2

2

�

� �

�

� �( )

òà W � �
� �

�

� �

�
�

� � �

�

� � �

1
2 2

2 2

2 2

�

� �

� �

� �

� �

� � �

� �

� � �

( )

( )

( )

( )

.

Ó ðåçóëüòàò³, ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü s W QT
S

T� ��1 ( ) , îòðèìàºìî

s QS1
2

1�
� �

� �
�

� �
( )

� �

� �

�

� �
�

2
2QS ( ) , s Q QS S2

2

2
2 1�

�

� � �
� �

( )

( )
( ( ) ( ))

� �

� � �
.

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ïåðåõ³ä â³ä ïî÷àòêîâèõ çì³ííèõ x x x� { , }1 2 äî çì³ííèõ

s s s� { , }1 2 çä³éñíþºòüñÿ øëÿõîì ïîñë³äîâíèõ ï³äñòàíîâîê y U xT T� � ��� òà

s yi i� ( )2 , i �1 2, , ìîæåìî òåïåð çàïèñàòè â ÿâíîìó âèãëÿä³ âñ³ K � �2 42 ð³çíèõ

ðîçâ’ÿçêè x k x k x k* * *( ) ( ), ( )� 1 2 , k �1 2 3 4, , , , ñèñòåìè ð³âíÿíü

x P x Q

x P x Q

T
S

T
S

� � � �

� � � �

�
�
�

�

�

( ),

( ).( )
1

22

Ïðîâåäåìî àíàë³ç öèõ ðîçâ’ÿçê³â äëÿ â³äñ³þâàííÿ ñòîðîíí³õ ñåðåä íèõ, ñïèðà-
þ÷èñü íà ³íòåðïðåòàö³þ ìîäåë³. Çàóâàæèìî, ùî ïðèêëàäè ïîä³áíèõ
äîñë³äæåíü íàâåäåíî òàêîæ ó ðîáîòàõ [5–7].

Îñê³ëüêè d x b b xi i( , ) � � , i � 0 1, , à �0
0( )b

b
�

�
, �1

1( )b
b

�
�� �

, òî îö³íêà

� { � , � }( ) ( ) ( )b b bS S S� 0 1 âåêòîðíîãî ïàðàìåòðà b b b� { , }0 1 ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ D x b( , )

áóäóºòüñÿ òàê: � �( ) ( )b S S
0 0� �� � , � ( ) �( ) ( )b S S

1 1� � �� � � . Îòæå, êîîðäèíàòè âåêòîðà

� ( )� S ìàþòü áóòè äîäàòíèìè. Àíàë³çóþ÷è ï³ä öèì ïîãëÿäîì ðîçâ’ÿçêè x k* ( ) ,

äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî � ( )� S ñë³ä âèáèðàòè ñåðåä òàêèõ âåêòîð³â:

x y y y y* ( ) ;1 1 2 1 2� � �
�

� �
�

�
�
�

�
�
�

� �

�

�

� �
,

x y y y y* ( ) ;2 1 2 1 2� � �
�

� �
�

�
�
�

�
�
�

� �

�

�

� �
.
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Ñïðîáóºìî àíàë³òè÷íèì øëÿõîì çíàéòè îñòàòî÷íó â³äïîâ³äü. Ìàòðèö³ P ( )1 òà P ( )2

ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé ëàíöþãà �( )k , k � 0 1 2, , , ... , çà îäèí òà äâà êðîêè ìîæíà

çàïèñàòè â òàêîìó âèãëÿä³: P G G( )1
1 2� �

�
�

�

� �
; P G G( )

( )

2
1

2

2 2� �
�

��

� �
. Ïðè

öüîìó

G1
2 2

2 2

� � �

�

� �

� �

�

� �

�

�

�
�
�

 

!

"
"
"

�

� �

� �

� �
�

� �

� �

� �

, G2
2 2

2 2

�

�

� �
�

�

� �

�
� � � �

�

�

�
�
�

 

!

"
"
"

� �

� �

� �

� �
�

� �

�

� �

.

Íåõàé Q b P b T( ) ( )( ) ( )1 1� � � �� � � , Q b P b T( ) ( )( ) ( )2 2� � � �� � � ³ â³äïîâ³äíî
� � �G G1 1

1� � � �� � , � � �G G2 2
1� � � �� � , � ( ) ( ); ( )� � �b b b� � �{ }	 	1 0 2 1 . Âèçíà÷è-

ìî òàêîæ V b G b T
1 1� � �� ( ) � � ( )� � òà V b G b T

2 2� � �� ( ) � � ( )� � . Áåçïîñåðåäíüîþ ïå-

ðåâ³ðêîþ ïåðåêîíóºìîñÿ, ùî âñ³ åëåìåíòè ìàòðèö³ �G1 — äîäàòí³, òèì÷àñîì

ÿê ñåðåä åëåìåíò³â �G2 º â³ä’ºìí³. Îòæå, âðàõîâóþ÷è, ùî êîîðäèíàòè âåêòîðà

� ( )� S äîäàòí³, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî V V1 2� .

Ïåðåòâîðþþ÷è ç óðàõóâàííÿì âèãëÿäó P ( )1 òà P ( )2 âèðàçè äëÿ Q ( )1 òà Q ( )2 , îò-

ðèìàºìî Q V V( )1
1 2� �

�
�

�

� �
, Q V V( )2

1

2

2� �
�



�
�

�

�
� �

�

� �
. ÀáîV Q1

1

2
�

� �
� �

�

� �

( )

�
�

� �
�

� �

� �2
2Q ( ) , V Q Q2

2
2 1

2
�

�

� � �
� �

( )

( )
( )( ) ( )� �

� � �
. Îòæå, ÿêùî ê³ëüê³ñòü ñïîñòåðå-

æåíü S º äîñòàòíüî âåëèêîþ òà âèêîíóºòüñÿ óìîâà
V

V

1

2



�� �

�
, òî � * ( )( )� S x� 1 .

ßêùî
V

V

1

2
�

�� �

�
, òî îáèäâà ðîçâ’ÿçêè x * ( )1 òà x * ( )2 ìîæóòü áóòè îö³íêîþ � ( )� S

âåêòîðà � . Òîìó â öüîìó âèïàäêó àíàë³ç íåîáõ³äíî ïðîäîâæèòè.
Ç ïðàêòè÷íîãî ïîãëÿäó ðàö³îíàëüí³øèì º ï³äõ³ä, ùî ïîºäíóº àíàë³òè÷í³

äîñë³äæåííÿ ç åìï³ðè÷íîþ ïåðåâ³ðêîþ îòðèìàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Òàêó ïåðåâ³ðêó ñë³ä

ðîçïî÷àòè ç âèêîðèñòàííÿ ñòàòèñòèêè q
S

tS

t

S

�
�
�1

1


 �( ( )) . Ó ðîáîò³ [1] ïîêàçàíî, ùî

â äåÿêèõ âèïàäêàõ ò³ëüêè äëÿ îäíîãî ðîçâ’ÿçêó � � , �x x x� { }1 2 ñèñòåìè ð³âíÿíü

x P x Q

x P x Q

T

T

� � � �

� � � �

�
�
�

�

�

( )

( ) ( )

1

2 2
âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü 	 	0 1 1 2� � �� �x x = 	1 1� � ( )b . Öå áóäå

òîä³, êîëè âèêîíàí³ òàê³ óìîâè: p y0 0
0 0� # , p y1 1

0 0� # , p y p y0 0
0

1 1
0 0� � � # , äå

âåêòîðè p p p� { }0 1, òà y y y0
0
0

1
0� { }, âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíîñòÿìè p U T� � ��	 �� 1 ,

y U b0 � � �� ( )� � . Ó öüîìó ïðèêëàä³ p � { }1 0, ³ íåìàº âïåâíåíîñò³ â òîìó, ùî

ò³ëüêè äëÿ îäíîãî ðîçâ’ÿçêó x k* ( ) âåëè÷èíà 	 	0 1 1 2� � �x k x k* *( ) ( ) áóäå «áëèçü-

êîþ» äî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè qS ó âèïàäêó, ÿêùî ê³ëüê³ñòü ñïîñòåðåæåíü S º äîñòàò-

íüî âåëèêîþ. Òîìó ïîòð³áíî âèêîðèñòàòè ñòàòèñòèêè M
s p
n

( , )
( ) âèùèõ ïîðÿäê³â òèïó

M
n

t t s t s p
s p
n

t

n

( , )
( ) ( ) ( ) ( )� � � � � � �

�
�1

1

� � � .

Íàïåâíî ³ñíóþòü ö³ë³ ÷èñëà s�{ , }1 2 òà p�{ , }1 2 òàê³, ùî ð³âí³ñòü
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	 i ij
s

jl
p

i j l

l Ej Ei E

p p x x x� � � � � �
���
��� ( ) ( ) � � �

� � � � � � �
���
��� 	 i ij

s
jl
p

i j l

l Ej Ei E

p p b b b M( ) ( )
(( ) ( ) ( )� � �
s p, )
( )0

áóäå âèêîíóâàòèñÿ ò³ëüêè äëÿ îäíîãî ðîçâ’ÿçêó � � , �x x x� { }1 2 [1]. ²íàêøå êàæó-

÷è, çíà÷åííÿ ñòàòèñòèêè M
s p
S

( , )
( ) äëÿ â³äïîâ³äíèõ ( , )s p ïðè äîñòàòíüî âåëèê³é

ê³ëüêîñò³ ñïîñòåðåæåíü S ò³ëüêè äëÿ îäíîãî ðîçâ’ÿçêó x k* ( ) áóäå «áëèçüêèì»
äî âåëè÷èíè

	 i ij
s

jl
p

i j l

l Ej Ei E

p p x k x k x k� � � � �
���
��� ( ) ( ) * * *( ) ( ) ( ) .

Óçàãàëüíèìî ìîäåëü, ïðèïóñêàþ÷è, ùî m � 2, à n � 0 . Îö³íêè âåêòîðíîãî
ïàðàìåòðà b b b b� { , , }0 1 2 ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ D x b( , ) áóäåìî øóêàòè, ñïèðàþ-

÷èñü íà îö³íêó � { � , � , � }( ) ( ) ( ) ( )� � � �S S S S� 0 1 2 âåêòîðà � � � �( ) { ( ), ( ), ( )}b b b b� 0 1 2 .

Ïðè öüîìó
�0

0( )b
b

�
�

; �1
1( )b

b
�

�� �
; �2

2

2
( )b

b
�

� �� �
,

à îö³íêà � ( )� S áóäå îäíèì ³ç ðîçâ’ÿçê³â x k x k x k x k* ( ) { ( ), ( ), ( )}* * *� 1 2 3 ,

k �1 8, ..., , ñèñòåìè ð³âíÿíü

x P x Q

x P x Q

x P x Q

T
S

T
S

T
S

� � � �

� � � �

� � � �

�

�

�

�

�

( )

( )

( )

( )

( )

1

2

3

2

3

�

�
�

. ßêùî âèêîðèñòàòè ïîçíà-

÷åííÿ �
�

� �
�

�
, �

�

� �
�

�

� �

2

2
, òî åëåìåíòè ìîäåë³ ìàòèìóòü òàêèé âèãëÿä:

P � �

�

�

�

�
�
�

 

!

"
"
"

0 1 0

0 1

0 1

� �

� �

, A � � �

� � �

0 0

0 1

0 1 1

�

� � �

� � �

( )

( )

,

	
� �

� � �
0

1 1
�

�

� � � �( ) ( )
, 	

�

� � �
1

1 1
�

� � � �( ) ( )
, 	

�

� � �
2

1

1 1
�

�

� � � �( ) ( )
.

Âëàñí³ ÷èñëà w w w1 2 3, , ìàòðèöü P òà A äîð³âíþþòü

w1 1� , w2
20 5 4 1� � � � � � � �. ( ( ) )� � � � , w3

20 5 4 1� � � � � � � �. ( ( ) )� � � � .

Çàãàëüíèé âèãëÿä âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A äëÿ êîæíîãî ç íèõ º òàêèì:

u u u u( ) ( ) ( ) ( ); ;1
1
1

1
1

1
11 1

� �
�

�
�

�
�
�

��

�
�
�

���

�

� �
,

u u u( ) ( ) ( );
( )

;
( )2

1
2

2

1
2

24 1

2

4 1
�

� � � � � �
�

� � � � � �� � � �

�

� � � � 2

2 1 1
2�

� � �
�

�
�
�

��

�
�
�

��

�

� � �( )

( )u ,

u u u( ) ( ) ( );
( )

;
( )3

1
3

2

1
3

24 1

2

4 1
�

� � � � � �
� �

� � � � �� � � �

�

� � � � � �

� � �
�

�

�
�

��

�

�
�

��

2

2 1 1
3�

� � �( )

( )u ,
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äå u1
1( ) , u1

2( ) òà u1
3( ) — äîâ³ëüí³ ìíîæíèêè. Ç ôîðìàëüíîãî ïîãëÿäó äëÿ ïîâåð-

íåííÿ â öèõ âèðàçàõ äî âèõ³äíèõ ïàðàìåòð³â ( , )� � ìîäåë³ òà îðòîãîíàë³çàö³¿ â

àíàë³òè÷íîìó âèãëÿä³ îòðèìàíî¿ ñèñòåìè âåêòîð³â ( , , )( ) ( ) ( )u u u1 2 3 íåìàº æîä-

íèõ ïðèíöèïîâèõ ïåðåøêîä. Òàê, íàïðèêëàä, âëàñíèé âåêòîð
~ ~ , ~ , ~( ) ( ) ( ) ( )u u u u1

1
1

2
1

3
1� { }, ùî â³äïîâ³äàº âëàñíîìó ÷èñëó w1 1� , ìàº òàêèé âèã-

ëÿä: ~ ;
( )

;( )u 1 2

2

2

2 2
�

�

� �

� � �

� � � �

�
�
�

��

�
�
�

��

�

� �

� � �

� �

�

� �
. Àëå ç ïðàêòè÷íîãî ïîãëÿäó

öåé ï³äõ³ä ïîâ’ÿçàíèé ç âåëèêèìè òåõí³÷íèìè òðóäíîùàìè, ùî çíà÷íî çðîñ-
òàþòü ï³ä ÷àñ ðåàë³çàö³¿ íàñòóïíèõ êðîê³â àëãîðèòìó. Â ðåçóëüòàò³ íåçíà÷íå
óçàãàëüíåííÿ ìîäåë³ ïðèçâîäèòü äî ³ñòîòíîãî óñêëàäíåííÿ àíàë³òè÷íî¿ ïðîöå-

äóðè âèáîðó ñïðîìîæíî¿ îö³íêè � ( )� S . Âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëîâ³ äàí³, îòðè-
ìàí³ øëÿõîì ³ì³òàö³éíîãî ìîäåëþâàííÿ, à òàêîæ ñïèðàþ÷èñü íà ðåçóëüòàòè
ïðîâåäåíîãî òåîðåòè÷íîãî äîñë³äæåííÿ, ïîêàæåìî, ùî äîö³ëüí³øå íàìàãàòèñÿ
äî ìàêñèìàëüíî¿ ì³ðè ðåàë³çîâóâàòè àëãîðèòì ó ÷èñåëüíèé ñïîñ³á. Ïðè öüîìó
â êîæíîìó êîíêðåòíîìó âèïàäêó òðåáà ïðîâîäèòè ò³ëüêè ò³ äîñë³äæåííÿ, ùî
º íåîáõ³äíèìè ç ïîãëÿäó òàêî¿ ðåàë³çàö³¿.

×ÈÑÅËÜÍÀ ÐÅÀË²ÇÀÖ²ß ÀËÃÎÐÈÒÌÓ

Âèáåðåìî äëÿ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè îáñëóãîâóâàííÿ M M/ / /1 0 òàê³ çíà÷åííÿ:
� � 3, � � 2 . Ïàðàìåòðè b b b� { , }0 1 ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ D x b( , ) âèçíà÷èìî, ÿê
b0 1� , b1 5� . Ïðèõîâàíà ìàðêîâñüêà ìîäåëü ( ( ), ( ))� �k k , k �1 2, , ... , ó öüîìó

âèïàäêó áóäå âèçíà÷àòèñü ó òàêèé ñïîñ³á: P �
0 1

0 4 06. .
, A �

0 0632

0632 06

.

. .
,

	 	 	� �
�
�
�

�
�
�

{ , } ,0 1
2

9

7

9
, � � �� �

�
�
�

�
�
�

{ , } ,0 1
1

3
1 , Q ( )1 = 0.619, Q ( )2 � 0.6698. Âèêî-

ðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè ð³âíÿíü x P x Q

x P x Q

T

T

� � � �

� � � �

�
�
�

�

�

( )

( ) ( )

1

2 2
,

îòðèìàºìî � ( ) {x 1 � 1.2857,0.619}, � ( ) ,x 2
1

3
1�

�
�
�

�
�
�

, � ( ) ,x 3
1

3
1� � �

�
�
�

�
�
�

, � ( )x 4 � {–1.2857,

–0.619}. Îòæå, äâà äîäàòíèõ ðîçâ’ÿçêè � ( )x 1 òà � ( )x 2 ìîæóòü áóòè âåêòîðîì � .
Ó öüîìó âèïàäêó �� � ( )x 2 .

Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ ìåòîäó âèêîðèñòàºìî çìîäåëüîâàíó òðàºêòîð³þ ( ( )� 1 , �( )2 , ...
..., �( ))S äîâæèíîþ S � 200 . Çàïèøåìî áàçîâó ñèñòåìó ð³âíÿíü, íà ï³äñòàâ³ ðîç-
â’ÿçê³â ÿêî¿ áóäóâàòèìåìî ïîòð³áí³ íàì îö³íêè. Çíà÷åííÿ ñòàòèñòèê ó ïðàâ³é
÷àñòèí³ ñèñòåìè äëÿ çìîäåëüîâàíîãî âåêòîðà äåôîðìîâàíèõ ñïîñòåðåæåíü
â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü Q200 1 06476( ) .� , Q200 2 06929( ) .� , à ñèñòåìà ð³âíÿíü ìàº
òàêèé âèãëÿä:

0.5714 0.4286 ( ) = 0.6476,

0.1143 ( ) 0.34
1 2 2

2

1
2

� � � �

� �

x x x

x 29 0.5429 ( ) = 0.6929.1 2 2
2� � � �

�
�
� x x x

Îòðèìàòè â³äðàçó àíàë³òè÷íèì øëÿõîì îñòàòî÷íó â³äïîâ³äü â öüîìó ïðèêëàä³

íåìîæëèâî. Äëÿ âèáðàíèõ ÷èñëîâèõ çíà÷åíü
� �

�

�
� 25. , à

V

V

1

2
= 7.225 ³ óìîâà

V

V

1

2



�� �

�
íå âèêîíóºòüñÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâí³ ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ
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ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè, îòðèìàºìî ï³äòâåðäæåííÿ âñ³õ âèñíîâê³â ïðîâåäåíîãî
ðàí³øå äîñë³äæåííÿ, à ñàìå: ðîçâ’ÿçêè x * ( ) . , .3 0 3749 10045� � �{ } òà x * ( )4 �
� � �{ 1.2743, 0.6447} — ñòîðîíí³, à áóäü-ÿêèé ðîçâ’ÿçîê x * ( )1 �{1.2743, 0.6447}
àáî x * ( ) . , .2 0 3749 1 0045� { } òåîðåòè÷íî ìîæå áóòè îö³íêîþ âåêòîðà � . Îñòà-
òî÷íó â³äïîâ³äü çíàéäåìî, äîïîâíþþ÷è ïðîâåäåíèé äîñèòü äåòàëüíèé òåîðå-
òè÷íèé àíàë³ç öüîãî ïðèêëàäó åìï³ðè÷íîþ ïåðåâ³ðêîþ çàçíà÷åíèõ ðîçâ’ÿçê³â.

Íàâåäåìî äâ³ âåðñ³¿ ÷èñåëüíî¿ ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó. Ïåðøà, ùî ïåðåäáà÷àº
ìàêñèìàëüíå âèêîðèñòàííÿ ó ðîçðàõóíêàõ îòðèìàíèõ ÿâíèõ ôîðìóë, âæå ïðàê-
òè÷íî ðåàë³çîâàíà. Çàëèøèëîñÿ ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â x * ( )1 òà x * ( )2 âèáðàòè
ñòàòèñòè÷íèì øëÿõîì îñòàòî÷íó â³äïîâ³äü. Äëÿ öüîãî íå ìîæíà âèêîðèñòàòè

ñòàòèñòèêó q
S

tS

t

S

�
�
�1

1


 �( ( )) , ùî òàêîæ óçãîäæóºòüñÿ ç ïðîâåäåíèì ðàí³øå

àíàë³çîì. Äëÿ çìîäåëüîâàíî¿ òðàºêòîð³¿ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 200 ¿¿ çíà÷åííÿ
äîð³âíþº q * .200 08473� . Àëå

	 	0 1 1 21 1� � � �x x* *( ) ( ) 	 	0 1 1 22 2 08246� � � �x x* *( ) ( ) . .

Òîìó, ùîá âèçíà÷èòè, ÿêèé ñàìå ðîçâ’ÿçîê áóäå îö³íêîþ äëÿ � , âèêîðèñòàºìî ñòà-

òèñòèêó M
s p
n

( , )
( ) , ïîêëàäàþ÷è â í³é s �1, p �1. Ç îäíîãî áîêó, ÿêùî ê³ëüê³ñòü ñïî-

ñòåðåæåíü çðîñòàº (n $ �), òî ñòàòèñòèêà M
n

t t tn

t

n

( , )
( ) ( ) ( ) ( )1 1

1

1
1 2� � � � � �

�
� � � �

çá³ãàºòüñÿ çà éìîâ³ðí³ñòþ äî M p p b b bi ij jl i j l

lji
( , )
( ) ( ) ( ) ( )1 1
0

0

1

0

1
� � � � � �

���
�� 	 � � �

0

1

� .

Ç ³íøîãî — ò³ëüêè äëÿ îäíîãî ðîçâ’ÿçêó � � , �x x x� { }1 2 âèêîíóºòüñÿ ð³âí³ñòü

	 i ij jl i j l

lji

p p x x x M� � � � � �
���
��� � � �

( , )
( )

0

1

0

1

0

1

1 1
0 .

Ó ðîçãëÿäóâàíîìó ïðèêëàä³ M ( , )
( ) .1 1
0 0 4794� , à � � ( ) ,x x� �

�
�
�

�
�
�

2
1

3
1 . Òîìó «ñòà-

òèñòè÷íèé øëÿõ» ïîëÿãàº ó âèáîð³ òàêîãî ðîçâ’ÿçêó x k* ( ) , äëÿ ÿêîãî çíà÷åííÿ

M k p p x k x k x ki ij jl i j l

l

* ( ) ( ) ( ) ( )( , )
( ) * * *
1 1
200

0

� � � � � �
�

	
1

0

1

0

1

���
�� ji

, k �1 2, ,

áóäå «áëèæ÷èì» äî çíà÷åííÿ M *( , )
( )
1 1
200 ñòàòèñòèêè M n

( , )
( )
1 1 , îòðèìàíîãî ó âè-

ïàäêó âèêîðèñòàííÿ çìîäåëüîâàíî¿ òðàºêòîð³¿ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 200 . Îñê³ëüêè

M * .( , )
( )
1 1
200 0 4665� , à M * ( ) .( , )

( )
1 1
200 1 05215� , M * ( ) .( , )

( )
1 1
200 2 05145� , òî îö³íêîþ

� ( )� 200 âåêòîðà � áóäåìî ââàæàòè ðîçâ’ÿçîê � * ( ) . , .( )� 200 2 03749 10045� �x { }.

Çã³äíî ç ïðèïóùåííÿìè � � 3 , � � 2 . Òîìó îö³íêà � ( )b S âåêòîðíîãî ïàðàìåò-

ðà b ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ D x b( , ) äîð³âíþº

� � . .( ) ( )b0
200

0
200 3 0 3749 11247� � � � �� � ,

� ( ) � . .( ) ( )b1
200

1
200 5 1 0045 50225� � � � � �� � � .

Äðóãà âåðñ³ÿ ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó, íà â³äì³íó â³ä ïåðøî¿, ïîëÿãàº ó âèêî-
íàíí³ áåçïîñåðåäí³õ îá÷èñëåíü ç âèêîðèñòàííÿì íàÿâíèõ åìï³ðè÷íèõ äàíèõ.
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Ôîðìàëüí³ àíàë³òè÷í³ äîñë³äæåííÿ çâîäÿòüñÿ äî ì³í³ìàëüíîãî îáñÿãó ³ ñòîñó-
þòüñÿ âèêëþ÷íî çíàõîäæåííÿ íåîáõ³äíèõ äëÿ öüîãî åëåìåíò³â ìîäåë³. Çíà÷åííÿ
ïàðàìåòð³â � òà � â³äîì³. Òîìó îá÷èñëèìî ñïî÷àòêó âñ³ õàðàêòåðèñòèêè ìîäåë³,
ùî îäíîçíà÷íî âèçíà÷àþòüñÿ ç ¿õíüîþ äîïîìîãîþ òà º íåîáõ³äíèìè äëÿ ïðîâå-
äåííÿ ðîçðàõóíê³â. Ó öüîìó ïðèêëàä³ — öå ìàòðèöÿ P ïåðåõ³äíèõ ³ìîâ³ðíîñòåé
ïðèõîâàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³ ( ( ), ( ))� �k k , k �1 2, , ... , ¿¿ ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë
	, ìàòðèöÿ � òà âëàñí³ ÷èñëà w w1 2, . Çíàéäåìî òåïåð ó ÷èñëîâîìó âèãëÿä³ îðòî-
íîðìîâàíó ñèñòåìó { }u u* , *( ) ( )1 2 âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A òà ïîáóäóºìî ç

¿õíüîþ äîïîìîãîþ îðòîãîíàëüíó ìàòðèöþ U �
�

0 535 0 845

0 845 0 535

. .

. .
. Âèêîðèñòîâóþ-

÷è âëàñí³ ÷èñëà { , }w w1 2 , ïîáóäóºìî ìàòðèöþ W �
�1 0 4

1 0 16

.

.
òà îá÷èñëèìî ¿¿

îáåðíåíó ìàòðèöþ W � �
�

1 0 286 0 714

1786 1786

. .

. .
.

Íà ï³äñòàâ³ çìîäåëüîâàíîãî âåêòîðà äåôîðìîâàíèõ ñïîñòåðåæåíü îá÷èñëè-
ìî çíà÷åííÿ ñòàòèñòèê Q200 1 06476( ) .� òà Q200 2 06929( ) .� . Çíàéäåìî ðîçâ’ÿçêè
s1 06799� . , s2 00809� . äëÿ äîïîì³æíèõ çì³ííèõ s s s� { , }1 2 , âèêîðèñòîâóþ÷è äëÿ
öüîãî ôîðìóëó s W QT T� ��1

200( ) , äå Q Q Q200 200 2001 2� { ( ), ( )}. Òåïåð ìîæíà

çíàéòè êîîðäèíàòè { . ; . }08246 02844 âåêòîðà { }s s1 2; òà çàïèñàòè K m n� �� �2 1

� �2 42 ð³çíèõ ðîçâ’ÿçêè y k( ) , k �1 2 3 4, , , , äëÿ çì³ííèõ y y y� { }1 2, : y( )1 �

� { . , . }08246 02844 , y( ) { . , . }2 08246 02844� � , y( ) { . , . }3 08246 02844� � , y( )4 �{–0.8246,

–0.2844} . Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðèöþ � , áóäóºìî ìàòðèö³ � .

.
� �

0 535 0

0 0 845
òà

� .

.
�� �1 1 871 0

0 1183
. Çà ôîðìóëîþ x k y k U( ) ( ) �� � � �� 1 çíàõîäèìî âñ³ ðîçâ’ÿçêè

áàçîâî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü: x * ( ) { . , . }1 12743 06447� , x * ( ) . , .2 03749 10045� { }, x * ( )3 �
= {–0.3749, –1.0045}, x * ( ) { . , . }4 1 2743 06447� � � .

Äëÿ âèáîðó ñåðåä íèõ íåîáõ³äíî¿ íàì îö³íêè âåêòîðà � âèêîðèñòàºìî ñïî÷àòêó
ñòàòèñòèêó qS . ¯¿ çíà÷åííÿ äëÿ çìîäåëüîâàíî¿ òðàºêòîð³¿ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 200

äîð³âíþº q * .200 08473� . ßê âèïëèâàº ç àñèìïòîòè÷íèõ âëàñòèâîñòåé îö³íîê � ( )� S [5],

öå ÷èñëî ìàº áóòè «áëèçüêèì» äî âåëè÷èíè q * � �( ) ( ) ( )200
0 0

200
1 1

200� � � �	 	� � .

Îá÷èñëþþ÷è ïîñë³äîâíî äëÿ êîæíîãî ðîçâ’ÿçêó x k* ( ) , k �1 2 3 4, , , , çíà÷åííÿ ñóìè

q k x k x k* ( ) ( ) ( )( ) * *200
0 1 1 2� � � �	 	 , îòðèìàºìî q * ( ) .( )200 1 08246� , q * ( )( )200 2 �

= 0.8246, q * ( ) .( )200 3 08246� � , q * ( ) .( )200 4 08246� � . Îòæå, îö³íêó âåêòîðà � ñë³ä

âèáèðàòè ñåðåä ðîçâ’ÿçê³â x * ( )1 , x * ( )2 . ßê íàñë³äîê, ïðèõîäèìî äî ñèòóàö³¿,
ùî îïèñàíà â ïåðø³é âåðñ³¿ ÷èñëîâî¿ ðåàë³çàö³¿ àëãîðèòìó, ³ ïîâòîðþºìî ïðîâå-
äåí³ òàì îá÷èñëåííÿ.

Äëÿ ³ëþñòðàö³¿ äðóãîãî ïðèêëàäó âèêîðèñòàºìî òðàºêòîð³þ ( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 S

êîìïîíåíòè �( )k ïðèõîâàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³ ( ( ), ( ))� �k k , k �1 2, , .. . , çàâäîâæêè
S � 200 , ïîáóäîâàíó ³ì³òàö³éíèì øëÿõîì äëÿ ïàðàìåòð³â � � 5, � � 2 . Ïðè öüîìó äëÿ
âåêòîðà b b b b� { , , }0 1 2 ôóíêö³¿ äåôîðìàö³¿ D x b( , ) âèáðàíî òàê³ çíà÷åííÿ: b0 0 75� . ,
b1 3� , b2 9� . Òî÷í³ çíà÷åííÿ êîîðäèíàò âåêòîðà � äîð³âíþþòü � � � �� �{ , , }0 1 2

� %
�
�
�

�
�
�

0 15
3

7
0 4286 1. , . , . Çíà÷åííÿ ñòàòèñòèê Q l Q lS ( ) ( )� 200 , l �1 2 3, , , äëÿ çìîäåëüî-

âàíîãî âåêòîðà äåôîðìîâàíèõ ñïîñòåðåæåíü â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü Q200 �
� �{ ( ), ( ), ( )}Q Q Q200 200 2001 2 3 { . , . , . }0 5718 0 5985 0 5735 .
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Âèêîðèñòàºìî îòðèìàí³ àíàë³òè÷íèì øëÿõîì ÿâí³ ôîðìóëè äëÿ îñíîâíèõ
åëåìåíò³â ïðèõîâàíî¿ ìàðêîâñüêî¿ ìîäåë³, îá÷èñëþþ÷è çà íèìè ìàòðèö³ P òà A,

ñòàö³îíàðíèé ðîçïîä³ë 	 	 	 	� { , , }0 1 2 , à òàêîæ ìàòðèö³ � , �� , ���1. Ó ðåçóëü-

òàò³ ìîæåìî çàïèñàòè áàçîâó ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ ïîáóäîâè îö³íîê âåêòîðà � :

0.3086 ( ) 0.1975 0.4938 = 0.5718,

0.02
3

2
1 2 2 3� � � � � � �x x x x x

82 ( ) 0.2085 ( ) 0.3478 ( ) 0.141
0.

1
2

2
2

3
2

1 3� � � � � � � � �
�

x x x x x

2743 = 0.5985,

0.061 ( ) 0.2912 ( ) 0.1191
2 3

2
2

3
2

� �

� � � � �

x x

x x x x x x

x x
1 2 1 3

2 3

0.0784
0.4503 = 0.5735.

� � � � �
� � �

�

�

�
��

�

�
�
�

Íà â³äì³íó â³ä ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó íàì íå âäàëîñÿ îòðèìàòè â ÿâíîìó
âèãëÿä³ âñ³ ðîçâ’ÿçêè ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü. Ïîêàæåìî, ùî â öüîìó íåìàº ïî-
òðåáè. ßâíèé âèãëÿä íåîáõ³äíèé ëèøå äëÿ òèõ åëåìåíò³â, ÿê³ íàäàþòü çìîãó
ðåàë³çóâàòè àëãîðèòì ó ÷èñëîâîìó âèãëÿä³. Êð³ì çàçíà÷åíèõ, öå ùå äâà åëå-
ìåíòè: ìàòðèöÿ W, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ÷åðåç âëàñí³ ÷èñëà { , , }w w w1 2 3 ìàòðèöü
P òà A, òà îðòîãîíàëüíà ìàòðèöÿ U , ñêëàäåíà ç âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A.
Ñêîðèñòàºìîñÿ çíàéäåíèìè â ÿâíîìó âèãëÿä³ âëàñíèìè ÷èñëàìè { , , }w w w1 2 3
òà ôîðìóëîþ çàãàëüíîãî âèãëÿäó â³äïîâ³äíèõ ¿ì âëàñíèõ âåêòîð³â ìàòðèö³ A.
Â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî w1 1� , w2 023397� . , w3 067842� � . .

W �

�

�

1 0 23397 0 67842

1 0 05474 0 46025

1 0 01281 0 31224

. .

. .

. .

, W � �

�

�

�

1
0 12346 0 34568 0 77778

4 14867 1 96656 611522

0

. . .

. . .

. . .22521 118776 0 96255�

,

U � �

0 31427 0 58795 0 74536

0 74958 0 32811 0 57487

0 582

. . .

. . .

. 55 0 73937 0 33760� . .

.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó s W QT T� ��1
200( ) , ìîæíà çíàéòè äîïîì³æí³

ðîçâ’ÿçêè s1 0 58233� . , s2 004252� . , s3 003017� . . Ï³ñëÿ öüîãî çíàõîäèìî êîîðäè-
íàòè âåêòîðà y s s s� { }1 2 3, , : y1 0 76310� . , y2 020620� . , y3 0 17370� . . Çàïè-

ñóºìî òåïåð K m n� � �� �2 2 81 3 ð³çíèõ ðîçâ’ÿçêè y k( ) , k �1 8, ..., , äëÿ çì³ííèõ

y y y y� { }1 2 3, , .
Óñ³ ðîçâ’ÿçêè x k* ( ) , k �1 8, ..., , áàçîâî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü çíàõîäèìî çà ôîð-

ìóëîþ x k y k U( ) ( ) �� � � �� 1 . Ïîä³áíî äî ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó, äëÿ âèáîðó ñå-

ðåä öèõ ðîçâ’ÿçê³â ïîòð³áíî¿ îö³íêè âåêòîðà � âèêîðèñòàºìî ñïî÷àòêó ñòàòèñòè-
êó qS . ¯¿ çíà÷åííÿ äëÿ çìîäåëüîâàíîãî âåêòîðà äåôîðìîâàíèõ ñïîñòåðåæåíü
( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 200 äîð³âíþº q * .200 0 75569� ³ ìàº áóòè «áëèçüêèì» äî âåëè÷è-

íè q * � � �( ) ( ) ( ) ( )200
0 0

200
1 1

200
2 2

200� � � � � �	 	 	� � � .

Îá÷èñëþþ÷è ïîñë³äîâíî äëÿ êîæíîãî ðîçâ’ÿçêó x k* ( ) , k �1 8, ..., , ñóìó

q k* ( )( )200 � 	 	 	0 1 1 2 2 3� � � � �x k x k x k* * *( ) ( ) ( ) , ïåðåêîíóºìîñÿ â òîìó, ùî

ò³ëüêè äëÿ ÷îòèðüîõ ðîçâ’ÿçê³â çíà÷åííÿ q k* ( ) .( )200 0 76311� , k �1 2 3 4, , , , º äî-

äàòíèì. Îäèí ñåðåä íèõ ìàº â³ä’ºìí³ êîîðäèíàòè. Òîìó äëÿ ïîäàëüøî¿ ïå-
ðåâ³ðêè çàëèøàºòüñÿ òðè ðîçâ’ÿçêè:

x * ( ) { . , . , . }1 1 57692 0 65974 0 68275� , x * ( ) { . , . , . }2 0 59327 0 42959 100082� ;

x * ( ) { . , . , . }3 0 93294 109662 0 52539� .
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Âàðòî çàóâàæèòè, ùî ïîä³áíî äî ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó çíà÷åííÿ q k* ( )( )200

íå çàëåæèòü â³ä k �1 2 3 4, , , . Ó öüîìó âèïàäêó âåêòîð { }p p p0 1 2, , � � ��	 �� 1 U T

äîð³âíþº p � { }1 0 0; ; . Îòæå, äëÿ äîâ³ëüíîãî âåêòîðà y y y y0
0
0

1
0

2
0� { }, , âèêîíó-

þòüñÿ ð³âíîñò³: p y1 1
0 0� � ; p y2 2

0 0� � ; p y p y1 1
0

2 2
0 0� � � � . Ïîçíà÷èìî

M k p p x k x k x ki ij jl i j l

l

* ( ) ( ) ( ) ( )( , )
( ) * * *
1 1
200

0

� � � � � �
�

	
2

0

2

0

2

���
�� ji

, k �1 2 3, , .

Äëÿ ð³çíèõ ðîçâ’ÿçê³â x k* ( ) , k �1 2 3, , , çíà÷åííÿ M k* ( )( , )
( )
1 1
200 , k �1 2 3, , , òàêîæ

áóäóòü ð³çíèìè, òîìó, çã³äíî ç [1], äëÿ âèáîðó îö³íêè âåêòîðà � ìîæíà ñêîðèñòà-
òèñÿ ñòàòèñòèêîþ M n

( , )
( )
1 1 . ¯¿ çíà÷åííÿ äëÿ çìîäåëüîâàíîãî âåêòîðà

( ( ), ( ), ..., ( ))� � �1 2 200 äîð³âíþº M * .( , )
( )
1 1
200 0 39599� , à M k* ( )( , )

( )
1 1
200 , k �1 2 3, , ,

â³äïîâ³äíî äîð³âíþþòü M * ( ) .( , )
( )
1 1
200 1 0 44009� , M * ( ) .( , )

( )
1 1
200 2 0 43717� ,

M * ( ) .( , )
( )
1 1
200 3 0 44422� . «Áëèæ÷å» â³ä ³íøèõ äî çíà÷åííÿ M *( , )

( )
1 1
200 çíàõîäèòüñÿ

÷èñëî M * ( )( , )
( )
1 1
200 2 , òîìó ÿê îö³íêó � ( )� 200 âåêòîðà � âèáèðàºìî ðîçâ’ÿçîê

� * ( ) {( )� 200 2� �x 0.59327,0.42959,1.00082}.

Îö³íêó � { � , � , � }( ) ( ) ( ) ( )b b b b200
0

200
1

200
2

200� ïàðàìåòðà b b b b� { , , }0 1 2 ôóíêö³¿ äå-

ôîðìàö³¿ D x b( , ) áóäåìî øóêàòè, ðîçâ’ÿçóþ÷è ñèñòåìó ð³âíÿíü � �( ) � ( )b � 200 .

Îñê³ëüêè � � 5, à � � 2 , òî îñòàòî÷íî îòðèìàºìî � .( )b0
200 2 966� , � .( )b1

200 3007� ,

� .( )b2
200 9007� .
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O.A. Voina
USING HIDDEN MARKOV MODELS IN ESTIMATING
THE PARAMETERS OF HIERARCHICAL SYSTEMS

Abstract. The method of parametric estimation for hierarchical stochastic models under
incomplete observations is considered. The method is based on the features of the correlation
structure of hierarchical models. The main attention is paid to the practical implementation of
the method. In particular, an approach is proposed that combines analytical studies and
empirical verification of the solutions. Specific examples of constructing consistent estimates of
the vector parameters of the deformation function are provided and illustrated by direct
calculations with numerical data of the simulation model.

Keywords: hidden Markov model, queueing system, statistical estimation, the deformation
function.
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