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ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÜ

Àíîòàö³ÿ. Ï³ä ÷àñ ñèíòåçó �-àâòîìàòà, ñïåöèô³êîâàíîãî ìîâîþ LP, âèíèêàº çàäà÷à
ïîäàííÿ ìíîæèíè ��-ñë³â, ùî çàäàº ôîðìóëà F t( ), ó âèãëÿä³ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó.
Ïîáóäîâà öüîãî âèðàçó ´ðóíòóºòüñÿ íà â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ ñòðóêòóðíèìè åëåìåíòàìè
ôîðìóë òà ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ òàêî¿ â³äïîâ³äíîñò³ çàïðîâàäæåíî
äâ³ äîäàòêîâ³ îïåðàö³¿ íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ùî â³äïîâ³äàþòü îïåðàö³ÿì
êâàíòèô³êàö³¿ ó ôîðìóëàõ. Çàäà÷à çâîäèëàñÿ äî îá÷èñëåííÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ùî
âèçíà÷àþòüñÿ öèìè îïåðàö³ÿìè. Ó éîãî îñíîâ³ ëåæèòü ïîáóäîâà ãðàôó åëåìåíòàðíèõ
ïðîäîâæåíü, äå ïåâíà ìíîæèíà íåñê³í÷åííèõ øëÿõ³â â³äïîâ³äàº âñ³ì ��-ñëîâàì, ùî
íàëåæàòü ��-ðåãóëÿðí³é ìíîæèí³, ÿêó ïîòð³áíî îá÷èñëèòè. Çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïî-
áóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî çàäàºòüñÿ òàêèì ãðàôîì. Öåé ìåòîä áàçóºòüñÿ íà
ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: ��-ñëîâî, ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ïðåô³êñíî-çàìêíóòà ìíîæèíà ��-ñë³â,

ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, ë³í³éíå ð³âíÿííÿ íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè.

ÂÑÒÓÏ

Ó ïðàö³ [1] ðîçãëÿíóòî ïîäàííÿ ìíîæèíè ��-ñë³â, çàäàíî¿ ôîðìóëîþ F t( )
ìîâè LP, ó âèãëÿä³ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó. Ïîáóäîâà òàêîãî âèðàçó ´ðóí-
òóºòüñÿ íà â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ îïåðàö³ÿìè, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ áóäóþòüñÿ ôîð-
ìóëè, ³ îïåðàö³ÿìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ��-ðåãóëÿðíîìó âèðàç³. Äëÿ çà-
áåçïå÷åííÿ ö³º¿ â³äïîâ³äíîñò³ áóëî ââåäåíî äâ³ äîäàòêîâ³ îïåðàö³¿ íàä ��-ðå-
ãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü îïåðàö³ÿì êâàíòèô³êàö³¿ ó ôîðìóëàõ.
Çàäà÷à çâîäèëàñÿ äî îá÷èñëåííÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ùî âèçíà÷àþòüñÿ
öèìè îïåðàö³ÿìè. Â îñíîâ³ òàêèõ îá÷èñëåíü ëåæèòü îá÷èñëåííÿ ��-ðåãóëÿð-
íîãî âèðàçó äëÿ îïåðàö³¿ �( )R , ÿêà âèçíà÷àº ìàêñèìàëüíó ïðåô³êñíî-çàìêíó-
òó ï³äìíîæèíó ��-ðåãóëÿðíî¿ ìíîæèíè R. Äëÿ öüîãî áóäóâàâñÿ ðîçì³÷åíèé
ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, êîæíèé íåñê³í÷åííèé øëÿõ â ÿêîìó ïîðîä-
æóº ��-ñëîâî, ùî íàëåæèòü ìíîæèí³ �( )R . Âðàõîâóþ÷è, ùî öèêëàì ó òàêî-

ìó ãðàô³ â³äïîâ³äàþòü îïåðàö³¿ *, àáî � � â ��-ðåãóëÿðíîìó âèðàç³, íåñêëàäíî

çàïèñàòè ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ÿêèé âèçíà÷àº öåé ãðàô. Ïðîòå äëÿ ãðàô³â ³ç
âåëèêîþ ê³ëüê³ñòþ âêëàäåíèõ öèêë³â òàêà çàäà÷à ³ñòîòíî óñêëàäíþºòüñÿ.
Îòæå, ïîòð³áíèé ôîðìàëüíèé ñïîñ³á ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ùî
â³äïîâ³äàº ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü. Ó ö³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíî òà-
êèé ñïîñ³á, ÿêèé ´ðóíòóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåìè ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä
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��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ùî âèçíà÷àºòüñÿ ãðàôîì. Çàóâàæèìî, ùî â [1]
ðîçãëÿíóòî ìåòîä ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü äëÿ ��-ðåãóëÿð-
íîãî âèðàçó R, ÿêèé íå ì³ñòèòü îïåðàö³é ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ (*). ßêùî R

ì³ñòèòü òàêó îïåðàö³þ, îòðèìóºìî ãðàô ç íåñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ âåðøèí.
Ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçãëÿíóò³ â ö³é ðîáîò³ ïåðåòâîðåííÿ
ãðàô³â, òàêèé ãðàô ìîæíà åêâ³âàëåíòíî ïåðåòâîðèòè â ñê³í÷åííèé ãðàô, äóãè
ÿêîãî â³äçíà÷àþòüñÿ ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè â àëôàâ³ò³ � . Ó çàãàëüíîìó âèïàä-
êó íåîáõ³äíî ðîçøèðèòè ïîíÿòòÿ ãðàôó, âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàö³¿ * ó ïîçíà÷-
êàõ äóã ³ ïîçíà÷êàõ âåðøèí. Ïðîòå ðîçãëÿä ìåòîä³â ïîáóäîâè òàêèõ ãðàô³â òà
âèçíà÷åííÿ ¿õí³õ âëàñòèâîñòåé º ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü. Ó ö³é
ñòàòò³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå ãðàôè åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, îäåðæàí³ ÿê ðå-
çóëüòàò îá÷èñëåííÿ �( )R äëÿ ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ÿê³ íå ì³ñòÿòü îïåðàö³¿ *.

ÎÑÍÎÂÍ² ÏÎÍßÒÒß

Íåõàé � — ñê³í÷åííèé àëôàâ³ò, Z — ìíîæèíà ö³ëèõ ÷èñåë, N Z
� � � �{ }z z| 0 .

Â³äîáðàæåííÿ r ìíîæèíè { }1, ,� n (n 	 0) ó � íàçèâàºòüñÿ ñëîâîì äîâæèíîþ n

â àëôàâ³ò³ � ³ ïîçíà÷àºòüñÿ � � �1 2� n , äå � i r i� ( ) äëÿ âñ³õ 1 � �i n. Ñëîâî

äîâæèíîþ 0 (ïîðîæíº ñëîâî) ïîçíà÷àºòüñÿ �. Â³äîáðàæåííÿ g : N
� 
 � íàçè-

âàºòüñÿ ��-ñëîâîì (çâîðîòíèì íàäñëîâîì) ³ ïîçíà÷àºòüñÿ �� � �� �2 1 0, äå

� i g i� ( ) äëÿ i � �
N . Ìíîæèíà âñ³õ ñë³â â àëôàâ³ò³ �, âêëþ÷íî ç ïîðîæí³ì

ñëîâîì, ïîçíà÷àºòüñÿ �� , à ìíîæèíà âñ³õ ��-ñë³â — ��� . Íà ìíîæèí³

� �� �� � ó çâè÷àéíèé ñïîñ³á âèçíà÷åíà (÷àñòêîâà) îïåðàö³ÿ êîíêàòåíàö³¿ ( ) ,

ÿêó ïîøèðèìî íà ï³äìíîæèíè ìíîæèí �� , ��� . Íàäàë³ ñèìâîë êîíêàòåíàö³¿
áóäåìî âèïóñêàòè. ²íîä³ ðîçãëÿäàòèìåìî ñëîâà â ðîçøèðåíîìó àëôàâ³ò³

� �' � 2 , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ìíîæèíàì ñë³â, íàïðèêëàä a�, ( )a b cb� , a b�� . Òóò

� º îá’ºäíàííÿì óñ³õ ñèìâîë³â àëôàâ³òó � .
Íàä ìíîæèíàìè ñë³â âèçíà÷åíî îïåðàö³¿ ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ (*) ³

íåñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ ( )�� . Íåõàé R � �*, îïåðàö³¿ ³òåðàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ

ó òàêèé ñïîñ³á:

R r r r nn
� � 	{ 1 2 0� | , r Ri � }, çàçíà÷èìî, ùî n � 0 â³äïîâ³äàº ïîðîæíüîìó

ñëîâó � ;

R r r r�
� ��� {� 2 1 0 | äëÿ âñ³õ i r Ri� �0 \ { }}� .

Äëÿ îïèñó ìíîæèí ��-ñë³â áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, òîáòî

âèðàçè, ÿê³ º ñê³í÷åííèìè îá’ºäíàííÿìè âèðàç³â âèãëÿäó R U�� , äå R ³ U — ðåãó-
ëÿðí³ âèðàçè, ïîáóäîâàí³ ³ç ñèìâîë³â àëôàâ³òó � çà äîïîìîãîþ îïåðàö³é îá’ºäíàí-
íÿ, êîíêàòåíàö³¿ òà ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿. ßê âèäíî, ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè âèçíà÷åíî
ñèìåòðè÷íî äî �-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â, ùî âèêîðèñòîâóþòü îïåðàö³þ íåñê³í÷åííî¿

³òåðàö³¿ ( )� [2]. Ìíîæèíè ��-ñë³â, ÿê³ çàäàþòüñÿ ��-ðåãóëÿðíèìè âèðàçàìè, íàçè-

âàþòüñÿ ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè. ßê ³ â ïðàö³ [3], ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè áóäå-
ìî îòîòîæíþâàòè ç ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè, ÿê³ âîíè çàäàþòü. Òîìó ïîðÿä
ç îïåðàö³ÿìè, ùî âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàçàõ, âèêîðèñòîâóâàòèìå-
ìî îïåðàö³þ ïåðåòèíó ( )� , ðîçóì³þ÷è ï³ä öèì ïåðåòèí â³äïîâ³äíèõ ìíîæèí.

Âèðàç âèãëÿäó Q r�� , äå Q � �� , r � �( )�' , íàçèâàòèìåìî òåðìîì, çîêðåìà,

â ðàç³ Q � � ìàºìî ���r. Íàäàë³ ðîçãëÿäàþòüñÿ ïðîñò³ òåðìè, â ÿêèõ âèðàçè Q

íå ì³ñòÿòü îïåðàö³¿ ñê³í÷åííî¿ ³òåðàö³¿ (*).
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ÏÎÁÓÄÎÂÀ ÃÐÀÔÓ ÅËÅÌÅÍÒÀÐÍÈÕ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÜ

Ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü [1] áóäóºòüñÿ äëÿ âèðàçó T R( ), ùî º

ñê³í÷åííîþ ìíîæèíîþ ïðîñòèõ òåðì³â, ó ÿêèõ r � �( ) \�' { }� . Ö³ òåðìè íàçè-

âàòèìåìî ïåðâèííèìè. Íåõàé Q r�� — ïðîñòèé òåðì, äå r — íåïîðîæíº

ñëîâî â àëôàâ³ò³ �'. Âèðàç Q r��

1 íàçèâàºòüñÿ ïðåô³êñîì öüîãî òåðìó, ÿêùî

r r r� 1 2. Âåðøèíè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü â³äçíà÷àþòüñÿ âèðàçàìè
âèãëÿäó p�, äå � ��', p — ��-ðåãóëÿðíèé âèðàç, ÿêèé íàçèâàºòüñÿ ïðåô³êñîì
âåðøèíè. Äëÿ íàî÷íîñò³ ïðåô³êñ âåðøèíè áóäåìî â³ää³ëÿòè êðàïêîþ â³ä
îñòàííüîãî ñèìâîëó âèðàçó, ùî ¿¿ â³äçíà÷àº. Ïåðâèííèé òåðì t º çàñòîñîâíèì
äî ïðåô³êñó âåðøèíè, ùî â³äçíà÷åíà âèðàçîì p.�, ÿêùî t p� � �.

Àëãîðèòì ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, çàïðîïîíîâàíèé
ó ïðàö³ [1], çðó÷íî âèêîðèñòîâóâàòè, êîëè ïåðåòèí ïðîñòèõ òåðì³â º ïðîñòèì

òåðìîì, íàïðèêëàä ïåðåòèí ïðîñòîãî òåðìó ç òåðìîì âèãëÿäó ���r. Ó öüîìó
ðàç³ ðåçóëüòàò çàñòîñóâàííÿ òåðìó t äî ïðåô³êñó âåðøèíè p.� ÿâëÿº ñîáîþ âåð-
øèíó, ÿêà â³äçíà÷åíà òåðìîì p p t1 1.� � � . ²ç âåðøèíè, ùî â³äçíà÷åíà òåðìîì
p1 1.� , ó âåðøèíó, â³äçíà÷åíó òåðìîì p2 2.� , âåäå äóãà, ÿêà â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì �2,
òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóº ïåðâèííèé òåðì, çàñòîñóâàííÿ ÿêîãî äî ïðåô³êñó
p1 ïîðîäæóº òåðì p2 2.� . Ãðàô áóäóºòüñÿ, ïî÷èíàþ÷è ç âåðøèí, ùî â³äçíà÷åí³
ïåðâèííèìè òåðìàìè, øëÿõîì çàñòîñóâàííÿ äî ïðåô³êñó êîæíî¿ ç öèõ âåðøèí
óñ³õ çàñòîñîâíèõ äî íüîãî ïåðâèííèõ òåðì³â. Äî ïðåô³êñ³â îòðèìàíèõ âåðøèí
òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ ïåðâèíí³ òåðìè ³ ò.ä. Âåðøèíè, ÿê³ â³äçíà÷åí³ ïåðâèííè-
ìè òåðìàìè, íàçèâàþòüñÿ ïî÷àòêîâèìè.

Ïðèêëàä 1. Íåõàé R a bc ab� � �� �� � �( ) ( ) , öüîìó âèðàçó â³äïîâ³äàº

T R a bc ab ab( ) { , , ( ) }� � � �� �� � � . Îñê³ëüêè êîæåí ïåðâèííèé òåðì ìàº çàê³í÷ó-

âàòèñÿ íåïîðîæí³ì ñëîâîì, òåðì ( )ab �� çàì³íþºòüñÿ åêâ³âàëåíòíèì éîìó òåð-

ìîì ( )ab ab�� . Äëÿ ïðîñòîòè âåðøèíè áóäåìî îòîòîæíþâàòè ç òåðìàìè, ùî ¿õ

â³äçíà÷àþòü. Äî ïðåô³êñó ��� âåðøèíè ��� .a çàñòîñîâí³ óñ³ òðè ïåðâèíí³ òåð-
ìè. ¯õíº çàñòîñóâàííÿ äàº âåðøèíè ��� .a , ���b c. òà ( ) .ab a b�� , â ÿê³ ç âåðøè-

íè ��� .a âåäóòü äóãè, â³äçíà÷åí³ â³äïîâ³äíî ñèìâîëàìè a , c ³ b. Äî ïðåô³êñó

���b âåðøèíè ���b c. çàñòîñîâíèé ëèøå òåðì ( )ab ab�� . Çàñòîñóâàâøè éîãî,

îòðèìàºìî âåðøèíó ( ) .ab a b�� , â ÿêó âåäå äóãà, ùî â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì b. Äî

ïðåô³êñó ( )ab a�� âåðøèíè ( ) .ab a b�� çàñòîñîâíèé ëèøå òåðì ���a, ùî äàº

âåðøèíó ( ) .ab a�� ³ äóãó, ùî âåäå â íå¿ ³ â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì a. Äî ïðåô³êñó

( )ab �� âåðøèíè ( ) .ab a�� çàñòîñîâíèé ëèøå òåðì ( )ab ab�� , çàñòîñóâàííÿ ÿêî-

ãî ïîðîäæóº äóãó, ùî âåäå ³ç âåðøèíè ( ) .ab a�� ó âåðøèíó ( ) .ab a b�� ³ â³äçíà-

÷åíà ñèìâîëîì b. Ó ðåçóëüòàò³ îòðèìóºìî ãðàô
åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, íàâåäåíèé íà ðèñ. 1.

Ï³ä ÷àñ ïîáóäîâè ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðî-
äîâæåíü âèíèêàþòü òðóäíîù³, êîëè ïîòð³áíî îá-

÷èñëþâàòè ïåðåòèí äâîõ òåðì³â âèãëÿäó Q r�� ,

äå Q — ìíîæèíà ñë³â â àëôàâ³ò³ �'. Ðåçóëüòàò ïå-
ðåòèíó ìîæå íå áóòè ïðîñòèì òåðìîì ³ ì³ñòèòè
îïåðàö³þ *. Ó öüîìó ðàç³ äëÿ ïîáóäîâè ãðàôó
åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü ñë³ä âèêîðèñòîâóâàòè
àëãîðèòì, ÿêèé íå ïîòðåáóº îá÷èñëåííÿ òàêèõ
ïåðåòèí³â. Ïðåô³êñè âåðøèí, îäåðæàíèõ òàêèì
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àëãîðèòìîì, — öå ��-ðåãóëÿðí³ âèðàçè, ðîçøèðåí³ îïåðàö³ºþ ïåðåòèíó. Äëÿ
çàñòîñóâàííÿ äî íèõ ïåðâèííèõ òåðì³â âèêîðèñòîâóþòü îïåðàö³¿ ��-ðîçãîðòêè
òà åëåìåíòàðíîãî ïåðåòèíó [3]. Öåé àëãîðèòì òóò íå íàâîäèòüñÿ, îñê³ëüêè ðîç-
ãëÿíóòèé ó ñòàòò³ ñïîñ³á ïåðåõîäó â³ä ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü äî
��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó íå çàëåæèòü â³ä òîãî, ÿêèé àëãîðèòì âèêîðèñòîâóâàâñÿ
äëÿ éîãî îòðèìàííÿ.

ÏÅÐÅÕ²Ä Â²Ä ÃÐÀÔÓ ÄÎ ��-ÐÅÃÓËßÐÍÎÃÎ ÂÈÐÀÇÓ

Êîæí³é âåðøèí³ q ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü â³äïîâ³äàº ìíîæèíà Q

��-ñë³â â àëôàâ³ò³ �'. Ïðîöåñ ïîáóäîâè ��-ñëîâà ç Q ïîëÿãàº â ïîñë³äîâíî-
ìó ïîðîäæåíí³ éîãî ñèìâîë³â, ïî÷èíàþ÷è ç îñòàííüîãî ñèìâîëó òåðìó, ùî
â³äçíà÷àº âåðøèíó q , ³ ïðîäîâæóºòüñÿ ë³âîðó÷ â³äïîâ³äíî äî äóã, ùî âèõî-
äÿòü ³ç âåðøèí. Ñèìâîëè, ùî ïîðîäæóþòüñÿ, — öå ïîçíà÷êè äóã, ïî ÿêèõ
çä³éñíþºòüñÿ ðóõ. Ï³ä ÷àñ ïåðåõîäó â³ä ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü äî
��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó çðó÷í³øå êîðèñòóâàòèñÿ îáåðíåíèì ãðàôîì, òîáòî
ãðàôîì, â ÿêîìó íàïðÿìîê äóã çì³íåíî íà çâîðîòíèé. Ìíîæèíó ��-ñë³â Q ,
ÿêà â³äïîâ³äàº âåðøèí³ q ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü (îáåðíåíîãî ãðà-
ôó), âèçíà÷èìî ó òàêèé ñïîñ³á.

Îçíà÷åííÿ 1. Çâîðîòíå íàäñëîâî � � � �� �2 1 0 â àëôàâ³ò³ �' ïðåäñòàâëåíî

âåðøèíîþ q îáåðíåíîãî ãðàôó, ÿêùî ³ñíóº òàêà íåñê³í÷åííà ïîñë³äîâí³ñòü
âåðøèí � q q q� �2 1 0, äå q q0 � , ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî i � � � �1 2 3, , ,� º äóãà, ÿêà
âåäå ³ç âåðøèíè qi ó qi�1 ³ â³äçíà÷åíà ñèìâîëîì � i�1. Ìíîæèíó âñ³õ çâîðîò-
íèõ íàäñë³â, ïðåäñòàâëåíèõ âåðøèíîþ q, ïîçíà÷èìî �Q .

Íåõàé òåðì, ùî â³äçíà÷àº âåðøèíó q , çàê³í÷óºòüñÿ ñèìâîëîì � ��'. ßêùî
��-ñëîâî g ïðåäñòàâëåíî âåðøèíîþ q , ãîâîðèòèìåìî, ùî ��-ñëîâî g�

çàê³í÷óºòüñÿ ó âåðøèí³ q. Ìíîæèíà ��-ñë³â Q, ùî â³äïîâ³äàº âåðøèí³ q , — öå
ìíîæèíà âñ³õ ��-ñë³â, ùî çàê³í÷óþòüñÿ ó âåðøèí³ q, òîáòî Q Q� ' �. Ïîíÿòòÿ
«��-ñëîâî çàê³í÷óºòüñÿ ó âåðøèí³ q» äëÿ îáåðíåíîãî ãðàôó º ïðèðîäí³øèì,
í³æ äëÿ ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, ³ â³äïîâ³äàº ïîðÿäêó çàïèñó (êîíêà-
òåíàö³¿) ñèìâîë³â ó ��-ðåãóëÿðíîìó âèðàç³. Ìíîæèíà R G( ) ��-ñë³â, ÿêó çàäàº
ãðàô åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü G, — öå îá’ºäíàííÿ âñ³õ ��-ñë³â, ùî çàê³í÷ó-
þòüñÿ â ïî÷àòêîâèõ âåðøèíàõ â³äïîâ³äíîãî îáåðíåíîãî ãðàôó.

Íåõàé q qk1, ,� — óñ³ âåðøèíè îáåðíåíîãî ãðàôó, ç ÿêèõ äóãè âåäóòü
ó âåðøèíó q ³ â³äçíà÷åí³ â³äïîâ³äíî ñèìâîëàìè � �1, ,� k , òîä³ çã³äíî ç³ ñïîñî-
áîì ïîáóäîâè ãðàôó � � � � � �Q Q Qk k1 1� �� . Çâ³äñè âèïëèâàº òàêå òâåðäæåííÿ.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé q qk1, ,� — óñ³ ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè îáåðíåíîãî ãðà-

ôó, ç ÿêèõ äóãè âåäóòü ó ïî÷àòêîâó âåðøèíó q , òîä³ Q Q Qk1 � � � �� .
Îòæå, ÿêùî R G( ) ì³ñòèòü ó ñîá³ �Q , òî äîäàâàòè ó âèðàç R G( ) ìíîæèíè

Q Qk1, ,� íå ïîòð³áíî. Çàóâàæèìî, ùî òâåðäæåííÿ 1 º ñïðàâåäëèâèì, ÿêùî äëÿ
âñ³õ i k�1 2, , ,� Q Qi i i� �� (àáî Q Qi i i� �� ). Ùîäî ìîæëèâîãî ïîðóøåííÿ ö³º¿
óìîâè äèâèñü íèæ÷å.

Äëÿ êîæíî¿ âåðøèíè q çàïèøåìî ð³âíÿííÿ � � � � � �Q Q Qk k1 1� �� . Ó òàêèé
ñïîñ³á îòðèìàºìî ñèñòåìó ç n ë³í³éíèõ ð³âíÿíü ç íåâ³äîìèìè � �Q Qn1, ,� , äå n —
ê³ëüê³ñòü âåðøèí ó ãðàô³. Ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü çä³éñíþºòüñÿ ìåòî-
äîì ïîñë³äîâíîãî âèëó÷åííÿ íåâ³äîìèõ ³, çðåøòîþ, çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ
ð³âíÿíü âèãëÿäó R R RW� �1 àáî R RW� ç îäíèì íåâ³äîìèì R , äå

R R, 1 � �� � , W � �� . ßê ïîêàçàíî â [4], ïåðøå ð³âíÿííÿ ìàº ìàêñèìàëüíèé

ðîçâ’ÿçîê R R W W� �� �
1

� , ÿêùî W R� �� , ³íàêøå R R W� 1
*, ùî ëåãêî ïå-

ðåâ³ðÿºòüñÿ ï³äñòàâëåííÿì ðîçâ’ÿçêó â ð³âíÿííÿ; ìàêñèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê äðóãîãî
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ð³âíÿííÿ ìàº âèãëÿä R W� �� , ÿêùî W R� �� , ³íàêøå äîð³âíþº �. Ó ðîçãëÿäóâà-

íîìó âèïàäêó íå ïîòð³áíî ïåðåâ³ðÿòè âèêîíóâàí³ñòü âêëþ÷åíü âèãëÿäó W R� �� ,

îñê³ëüêè âîíè çàâæäè âèêîíóþòüñÿ, ùî ñóòòºâî ñïðîùóº ðîçâ’ÿçàííÿ. Ðîçâ’ÿçàâ-
øè ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ íåâ³äîìèõ �Qi , ùî â³äïîâ³äàþòü ïî÷àòêîâèì âåðøèíàì,
³ îá’ºäíàâøè â³äïîâ³äí³ ìíîæèíè Qi , îòðèìàºìî ìíîæèíó R G( ) ��-ñë³â, ùî
çàäàºòüñÿ ãðàôîì åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü G. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ïîáóäîâè
ìíîæèíè ��-ñë³â äëÿ ãðàôó, íàâåäåíîãî íà ðèñ. 1.

Ïðèêëàä 2. Â³äïîâ³äíèé îáåðíåíèé ãðàô ç ïî÷àòêîâèìè âåðøèíàìè 1, 2, 3
çîáðàæåíî íà ðèñ. 2.

Ñèñòåìà ð³âíÿíü äëÿ öüîãî ãðàôó ìàº òàêèé
âèãëÿä:

� � � � � � �

� � �

� � �

� � �

Q Q a Q c Q b

Q Q b

Q Q a

Q Q b

1 1 2 3

2 3

3 4

4 3

,
,
,
.

Ï³äñòàâèâøè �Q4 ó ïðàâó ÷àñòèíó ð³âíÿííÿ
äëÿ �Q3, îòðèìàºìî � � �Q Q ba3 3 , îòæå,

� � �Q ba3 ( ) � . Ï³äñòàâèâøè çíà÷åííÿ �Q3 ó ð³âíÿí-

íÿ äëÿ �Q2, îòðèìàºìî � � �� �Q ba b ab2 ( ) ( )� � .

Â³äïîâ³äíî � � � � �� �Q Q a ab c ba b1 1 ( ) ( )� � . Ðîçâ’ÿçàâøè öå ð³âíÿííÿ, îäåðæè-

ìî � � � �� � � �Q ab c ab a a1 (( ) ( ) )� � � . ²ç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâàº, ùî

� � � �Q Q Q Q1 1 2 3. Îñê³ëüêè âåðøèíà 4 íå º ïî÷àòêîâîþ, R G Q( ) � �1, òîáòî

R G ab c ab a a( ) (( ) ( ) )� � �� � � �� � � .

Ï³ä ÷àñ ðîçâ’ÿçàííÿ ð³âíÿíü ïîçíà÷êè âåðøèí (à òî÷í³øå, ¿õí³ îñòàíí³
ñèìâîëè) âèêîðèñòîâóþòüñÿ ò³ëüêè íà çàêëþ÷íîìó åòàï³ ôîðìóâàííÿ âèðàçó
R G( ). Íà öüîìó åòàï³ �Qi , ùî â³äïîâ³äàþòü ïî÷àòêîâèì âåðøèíàì, çàì³íþ-
þòüñÿ (ÿêùî öå íåîáõ³äíî ç óðàõóâàííÿì òâåðäæåííÿ 1) âèðàçîì Q Qi i i� �� , äå
� i — îñòàíí³é ñèìâîë ïîçíà÷êè âåðøèíè qi . Òàêèì ÷èíîì, â³äçíà÷àòè ìîæíà
ò³ëüêè ïî÷àòêîâ³ âåðøèíè ³ ÿê ïîçíà÷êó âèêîðèñòîâóâàòè îñòàíí³é ñèìâîë
â³äïîâ³äíîãî òåðìó. Ââàæàòèìåìî, ùî âåðøèíè, ÿê³ íå ìàþòü ïîçíà÷îê,
â³äçíà÷åí³ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ.

ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÎÁÅÐÍÅÍÈÕ ÃÐÀÔ²Â

Äâà ãðàôè åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü (îáåðíåíèõ ãðàôè) íàçèâàþòüñÿ åêâ³âà-
ëåíòíèìè, ÿêùî âîíè çàäàþòü îäíó é òó ñàìó ìíîæèíó ��-ñë³â. Ó ðîáîò³ [1]
ðîçãëÿäàëîñÿ åêâ³âàëåíòíå ïåðåòâîðåííÿ ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, ùî
ïîëÿãàº â îòîòîæíåíí³ åêâ³âàëåíòíèõ âåðøèí. Öå ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà çà-
ñòîñóâàòè ³ äëÿ îáåðíåíèõ ãðàô³â, ïðè÷îìó ïîíÿòòÿ åêâ³âàëåíòíîñò³ âåðøèí çà-
ëèøàºòüñÿ òèì ñàìèì. Ó öüîìó ðàç³ äîñòàòíþ óìîâó åêâ³âàëåíòíîñò³ âåðøèí
ñë³ä ñôîðìóëþâàòè ³íàêøå, ïîâ’ÿçàâøè ¿¿ íå ç äóãàìè, ùî âèõîäÿòü ³ç âåðøèíè,
à ç òèìè, ùî âõîäÿòü. Ó ãðàô³ åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü öÿ óìîâà ôîðìó-
ëþºòüñÿ àíàëîã³÷íî äî óìîâè åêâ³âàëåíòíîñò³ ñòàí³â ñê³í÷åííîãî äåòåðì³íîâàíîãî
àâòîìàòà, òîìó îá’ºäíàííÿ âåðøèí êðàùå âèêîíóâàòè äëÿ âèõ³äíîãî ãðàôó åëå-
ìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, à ïîò³ì ïåðåõîäèòè äî îáåðíåíîãî ãðàôó.

Ï³ä ÷àñ îòîòîæíþâàííÿ åêâ³âàëåíòíèõ âåðøèí ìíîæèíè ¿õí³õ ïîçíà÷îê
îá’ºäíóþòüñÿ. ßêùî òàêîþ âåðøèíîþ º âåðøèíà qi ³ç òâåðäæåííÿ 1, òî ïî-
çíà÷êà âåðøèíè qi ìîæå â³äð³çíÿòèñÿ â³ä � i , òîáòî ìîæå íå âèêîíóâàòèñÿ
â³äíîøåííÿ Q Qi i i� �� . Ó öüîìó ðàç³ òàêó âåðøèíó òðåáà âèëó÷èòè ç ë³âî¿ ÷àñ-
òèíè òâåðäæåííÿ 1.
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Îá’ºäíàííÿ ïîñë³äîâíèõ äóã. Äóãó,
ùî âåäå ³ç âåðøèíè q ó âåðøèíó �q ³ â³äçíà-
÷åíà ñèìâîëîì � ��', ïîçíà÷àòèìåìî
( , , )q q� � .

Òâåðäæåííÿ 2. Íåõàé ó âåðøèíó q2

âåäå ºäèíà äóãà ( , , )q r q1 1 2 , äå q q1 2� , ³ ç íå¿ âèõîäÿòü äóãè ( , , )q r qi i2 ,
i k�1 2, , ,� . ßêùî âåðøèíà q2 íå º ïî÷àòêîâîþ àáî äëÿ íå¿ íà ï³äñòàâ³ òâåð-
äæåííÿ 1 íå ïîòð³áíî îá÷èñëþâàòè çíà÷åííÿ Q2, òî, çàì³íèâøè êîæíó ïàðó
äóã ( , , )q r q1 1 2 , ( , , )q r qi i2 äóãîþ ( , , )q r r qi i1 1 , îòðèìàºìî åêâ³âàëåíòíèé ãðàô.

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ çàçíà÷èìî, ùî ð³âíÿííÿ äëÿ âåðøèíè q2
ìàº âèãëÿä � � �Q Q r2 1 1 ³ ï³äñòàâëåííÿ éîãî ïðàâî¿ ÷àñòèíè â ð³âíÿííÿ äëÿ qi óòâî-
ðþº âèðàç �Q r r1 1 2, ùî â³äïîâ³äàº äóç³ ( , , )q r r qi1 1 2 . Êîæíà ç äóã ( , , )q r r qi i1 1 íàçè-
âàºòüñÿ îá’ºäíàííÿì ïîñë³äîâíèõ äóã ( , , )q r q1 1 2 ³ ( , , )q r qi i2 . Òàêèì ÷èíîì, ó

ðåçóëüòàò³ îá’ºäíàííÿ ïîñë³äîâíèõ äóã îòðèìóþòüñÿ äóãè ç ïîçíà÷êàìè ³ç �� .

Îá’ºäíàííÿ ïàðàëåëüíèõ äóã. Íåõàé r r1 2, ( ) \� ��' { }� ³ ç âåðøèíè q1

ó âåðøèíó q2 âåäóòü äóãè ( , , )q r q1 1 2 òà ( , , )q r q1 2 2 . Ö³ äóãè ìîæíà çàì³íèòè
îäí³ºþ äóãîþ ( , , )q r r q1 1 2 2� , ÿêà íàçèâàºòüñÿ îá’ºäíàííÿì ïàðàëåëüíèõ äóã
( , , )q r q1 1 2 ³ ( , , )q r q1 2 2 . Åêâ³âàëåíòí³ñòü òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ î÷åâèäíà. Çàóâà-
æèìî, ùî ïàðàëåëüí³ äóãè ìîæóòü âèíèêàòè âíàñë³äîê îá’ºäíàííÿ ïîñë³äîâ-

íèõ äóã, îòæå, ïîçíà÷êàìè äóã ìîæóòü áóòè ìíîæèíè ñë³â ³ç �� .

Ïðèêëàä 3. Íåõàé R a ab bc� � � �( ) � . Â³äïîâ³äíèé îáåðíåíèé ãðàô G íà-

âåäåíî íà ðèñ. 3.
Òóò íà ï³äñòàâ³ òâåðäæåííÿ 1 R G Q( ) � �3, òîáòî çíà÷åííÿ Q1 ³ Q2 îá÷èñëþâàòè

íå ïîòð³áíî, òîìó äóãè (2, b, 1) ³ (1, c, 3) ìîæíà çàì³íèòè îäí³ºþ äóãîþ (2, bc, 3).
Ï³ñëÿ öüîãî, îá’ºäíàâøè ïàðàëåëüí³ äóãè, îòðèìàºìî ãðàô, íàâåäåíèé íà ðèñ. 4, a.
Îá’ºäíàâøè â íüîìó ïîñë³äîâí³ äóãè (3, a, 2) òà (2, b bc� , 3), îòðèìàºìî äóãó
(3, a b bc( )� , 3), îá’ºäíàâøè ÿêó ç ïàðàëåëüíîþ äóãîþ (3, a, 3), îäåðæèìî ãðàô,
çîáðàæåíèé íà ðèñ. 4, á.

²ç öüîãî ãðàôó ìàºìî R G a a b bc( ) ( ( ))� � � �� . Îòæå, âíàñë³äîê ïåðåòâî-

ðåíü ãðàôó íå çíàäîáèëîñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè ñèñòåìó ð³âíÿíü.

Ðîçãëÿíåìî àëüòåðíàòèâíèé âàð³àíò ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó
R G( ) äëÿ îáåðíåíîãî ãðàôó ç ïðèêëàäó 2. Òóò R G Q( ) � �1, òîìó ïîçíà÷êè âåð-
øèí íå ïîòð³áí³. Ï³ñëÿ îá’ºäíàííÿ äâîõ ïàð ïîñë³äîâíèõ äóã ³ ïîäàëüøîãî
îá’ºäíàííÿ ïàðàëåëüíèõ äóã îòðèìàºìî ãðàô, íàâåäåíèé íà ðèñ. 5.

Ð³âíÿííÿ äëÿ âåðøèí 1 ³ 3 ìàþòü òàêèé âèãëÿä: � � � � � �Q Q a Q b bc1 1 3 ( ),

� � �Q Q ba3 3 . Çâ³äñè � � �Q ba3 ( ) � ³ � � � � ��Q Q a ba b bc1 1 ( ) ( )� . Îòæå, R G Q( ) � � �1

� � � � ��Q a ba b bc1 ( ) ( )� ( ) ( )ab a ab ca a� � � � �� �� � � .
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ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äëÿ ïåðåõîäó â³ä ôîðìóë âèãëÿäó F t( ) ëîã³êè LP äî ��-ðåãóëÿðíèõ ìíî-
æèí, ÿê³ âîíè çàäàþòü, ñóòòºâå çíà÷åííÿ ìàº îïåðàö³ÿ, ùî âèçíà÷àº ìàêñè-
ìàëüíó ïðåô³êñíî-çàìêíóòó ï³äìíîæèíó ìíîæèíè R, çàäàíî¿ ��-ðåãóëÿðíèì
âèðàçîì. Äëÿ îòðèìàííÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ÿêèé çàäàº òàêó ìíîæèíó,
áóâ çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä, ùî áàçóºòüñÿ íà ïîáóäîâ³ ãðàôó åëåìåíòàðíèõ
ïðîäîâæåíü çà ��-ðåãóëÿðíèì âèðàçîì, ÿêèé íå ì³ñòèòü îïåðàö³¿ *. Ó ö³é
ñòàòò³ çàïðîïîíîâàíî ìåòîä ïîáóäîâè ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, çàäàíîãî ãðà-
ôîì åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü. Ìåòîä áàçóºòüñÿ íà ðîçâ’ÿçàíí³ ñèñòåìè
ë³í³éíèõ ð³âíÿíü íàä ��-ðåãóëÿðíèìè ìíîæèíàìè. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêî¿ ñèñòåìè
ð³âíÿíü çâîäèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ë³í³éíèõ ð³âíÿíü âèãëÿäó Q R QW� �1 àáî
Q QW� ç îäíèì íåâ³äîìèì Q . Ìàêñèìàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ â ïåðøîìó

âèïàäêó ìàº âèãëÿä Q R W W� �� �
1

� , à â äðóãîìó — Q W� �� .

Ðîçãëÿíóòî åêâ³âàëåíòí³ ïåðåòâîðåííÿ ãðàô³â, ÿê³ çìåíøóþòü ê³ëüê³ñòü
âåðøèí àáî äóã ó ãðàô³, ùî ñïðîùóº â³äïîâ³äíó ñèñòåìó ð³âíÿíü. Çàïðîïîíî-
âàíèé ìåòîä äàº çìîãó äîñèòü ïðîñòî çà ãðàôîì ïîáóäóâàòè ��-ðåãóëÿðíèé
âèðàç, ÿêèé â³í çàäàº. Çàçíà÷èìî, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ ãðàôè, îäåðæàí³ äëÿ ��-ðå-
ãóëÿðíèõ âèðàç³â, ÿê³ íå ì³ñòÿòü îïåðàö³¿ *. Âçàãàë³, çàïðîïîíîâàíèé ìåòîä º
ïðèäàòíèì äëÿ áóäü-ÿêèõ ãðàô³â, ùî çàäàþòü ñê³í÷åíí³ äåòåðì³íîâàí³ àâòîìà-
òè. Äëÿ ��-ðåãóëÿðíîãî âèðàçó, ÿêèé ì³ñòèòü îïåðàö³þ *, óòâîðþºòüñÿ ãðàô
ç íåñê³í÷åííîþ ê³ëüê³ñòþ âåðøèí. Ùîá öüîìó çàïîá³ãòè, ïîòð³áíî ðîçøèðèòè
ïîíÿòòÿ ãðàôó åëåìåíòàðíèõ ïðîäîâæåíü, äîïóñêàþ÷è âèêîðèñòàííÿ îïåðàòî-
ðà * ó ïîçíà÷êàõ äóã ³ âåðøèí. Ðîçãëÿä ìåòîä³â ïîáóäîâè òàêèõ ãðàô³â ³ âèçíà-
÷åííÿ ¿õí³õ âëàñòèâîñòåé º ïðåäìåòîì ïîäàëüøèõ äîñë³äæåíü.

ÑÏÈÑÎÊ Ë²ÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. ×åáîòàðåâ À.Í. Îò ôîðìóë âèäà F t( ) ÿçûêà LP ê ��-ðåãóëÿðíûì âûðàæåíèÿì. Êèáåðíåòè-

êà è ñèñòåìíûé àíàëèç. 2020. Ò. 56, ¹ 5. Ñ. 3–17.
2. Thiemann P., Sulzmann M. From �-regular expressions to Buchi automata via partial

derivatives. Lecture Notes Comput. Sci. Berlin; Heidelberg: Springer-Verlag, 2015. Vol. 8977.
P. 287–298.

3. ×åáîòàðüîâ À.Ì. Ïåðåòèí ��-ðåãóëÿðíèõ âèðàç³â. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç.

2021. Ò. 57, ¹ 5. Ñ. 12–21.
4. Staiger L. On �-power languages. Lecture Notes Comput. Sci. Berlin; Heidelberg:

Springer-Verlag, 1997. Vol. 1218. P. 377–394.

A.N. Chebotarev
CONSTRUCTING A � �-REGULAR EXPRESSION SPECIFIED BY AN ELEMENTARY

EXTENSIONS GRAPH

Abstract. In synthesis of a �-automaton specified in the LP language, the problem
arises how to represent the set of ��-words defined by a formula F t( ) in the form of
a ��-regular expression. Construction of this representation is based on the
correspondence between structural components of the formulas and ��-regular
expressions. To provide such a correspondence, two additional operations on ��-regular
sets relating to the operation of quantification in the formulas were introduced. The
problem was reduced to calculating the ��-regular expressions defined by these
operations. This calculation relies on the construction of an elementary extensions graph,
in which certain set of infinite paths corresponds to all ��-words that belong to the
��-set to be calculated. A method for constructing a ��-regular expression specified by
such a graph is proposed in the paper. This method is based on solving a system of linear
equations over ��-regular sets.

Keywords: ��-word, ��-regular expression, prefix-closed set of ��-words, elementary
extensions graph, linear equations over ��-regular sets.
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