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Àíîòàö³ÿ. Ðîçãëÿíóòî ïðîáëåìè âèâåäåííÿ êàóçàëüíèõ ìîäåëåé ç åìï³ðè÷íèõ äàíèõ

³ äåÿê³ ìåõàí³çìè âèíèêíåííÿ ïîìèëîê. Ïîêàçàíî, ùî â³äîì³ ïðàâèëà ³äåíòèô³êàö³¿

îð³ºíòàö³é (ñïðÿìóâàíü) ñòàòèñòè÷íèõ çâ’ÿçê³â ó êàóçàëüíèõ ìîäåëÿõ ìîæóòü âòðà÷àòè

àäåêâàòí³ñòü, êîëè ä³þòü ëàòåíòí³ êîíôàóíäåðè. Çàïðîïîíîâàíî êîðåêö³¿ öèõ ïðàâèë

îð³ºíòàö³¿, íåîáõ³äí³ äëÿ ¿õíüîãî çàñòîñóâàííÿ äî ìîäåëåé ïîçà ìåæàìè êëàñó àíöåñò-

ðàëüíèõ ìîäåëåé. Ñôîðìóëüîâàíî íåîáõ³äí³ ïðèïóùåííÿ, ÿê³ îá´ðóíòîâóþòü âèâåäåí-

íÿ àäåêâàòíèõ êàóçàëüíèõ â³äíîøåíü ç äàíèõ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: êàóçàëüí³ ìîäåë³, d-ñåïàðàö³ÿ, óìîâíà íåçàëåæí³ñòü, ïðàâèëà

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð, êîíôàóíäåð, êîë³çîð, ³ëþçîðíå ðåáðî, ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³

çàëåæíîñò³.

ÂÑÒÓÏ

Âèÿâëåííÿ êàóçàëüíèõ â³äíîøåíü òà îö³íþâàííÿ êàóçàëüíîãî åôåêòó òðàäè-

ö³éíî âèêîíóâàëèñÿ íà îñíîâ³ àíàë³çó ðåçóëüòàò³â ðàíäîì³çîâàíèõ åêñïåðè-

ìåíò³â. Íàòîì³ñòü ñó÷àñí³ êîìï’þòåðí³ ìåòîäè ãëèáîêîãî àíàë³çó âåëèêèõ

äàíèõ îáðîáëÿþòü äàí³, îòðèìàí³ ÿê ïàñèâí³ ñïîñòåðåæåííÿ çà ñåðåäîâèùåì

(îá’ºêòîì). Â óìîâàõ äåô³öèòó ïðåäìåòíèõ àïð³îðíèõ çíàíü ³ â³äñóòíîñò³

òåìïîðàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿ çàäà÷à âèÿâëåííÿ êàóçàëüíèõ â³äíîøåíü ó äàíèõ

êîíöåïòóàëüíî âàæêà. Öåé íàïðÿìîê äîñë³äæåíü ³íòåíñèâíî ðîçâèâàºòüñÿ

âïðîäîâæ îñòàíí³õ òðüîõ äåñÿòèë³òü. Íèí³ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ âèêîðèñ-

òîâóþòü ïåðåâàæíî àïàðàò êàóçàëüíèõ ìåðåæ òà ìàðêîâñüêèõ âëàñòèâîñòåé

[1–6]. Äëÿ ðîçï³çíàâàííÿ ñïðÿìîâàíîñò³ (îð³ºíòàö³¿) çâ’ÿçê³â ìîäåë³ ðîçðîá-

ëåíî íàá³ð ïðàâèë, ÿê³ ïðèçíà÷åí³ äëÿ ìåòîä³â âèâåäåííÿ ìîäåë³, îñíîâàíèõ

íà íåçàëåæíîñò³ [2, 7–9]. ²ñíóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ñï³ëüíèõ ïðè÷èí ñóòòºâî

óñêëàäíþº ðîçâ’ÿçàííÿ âêàçàíèõ çàäà÷.

Ó ö³é ñòàòò³ ïîêàçàíî, ùî äåÿê³ â³äîì³ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ çâ’ÿçê³â ìîäåë³

ïîòðåáóþòü óòî÷íåííÿ ³ êîðåêö³¿. Äëÿ êîðåêòíîãî çàñòîñóâàííÿ ïðàâèë

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ïîçà êëàñîì àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé ïðîïîíóþòüñÿ îíîâëåí³

âåðñ³¿ ïðàâèë. Óòî÷íþþòüñÿ ³ ïîÿñíþþòüñÿ ïðèïóùåííÿ, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü êî-

ðåêòí³ñòü òà íàä³éí³ñòü âèâåäåííÿ êàóçàëüíèõ çâ’ÿçê³â.

1. ÊÀÓÇÀËÜÍ² ÌÎÄÅË² ÒÀ ¯ÕÍ² ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒ²

Åìï³ðè÷íà êàóçàëüíà ìîäåëü àäåêâàòíî â³äîáðàæàº ñõåìó ðîçãîðòàííÿ ñèñòå-

ìè âèì³ðÿíèõ õàðàêòåðèñòèê îá’ºêòà. Íàéïîøèðåí³øèì òèïîì êàóçàëüíèõ ìî-

äåëåé º êàóçàëüí³ ìåðåæ³, ÿê³ ñïåöèô³êóþòü ñòðóêòóðîâàíó ñèñòåìó ñïðÿìîâà-

íèõ âïëèâ³â ì³æ çì³ííèìè. Êîæí³é çì³íí³é â³äïîâ³äàº âåðøèíà ìåðåæ³,

à êîæíîìó áåçïîñåðåäíüîìó ñòàòèñòè÷íîìó çâ’ÿçêó — ðåáðî. Îäíîîð³ºíòîâà-

íå ðåáðî X Y� îçíà÷àº, ùî çì³ííà (âåðøèíà) X º áåçïîñåðåäíüîþ ïðè÷è-

íîþ äëÿ Y . Îäèí ê³íåöü ðåáðà X Y� (á³ëÿ Y ) íàçâàíî «â³ñòðÿ», à äðóãèé

(ë³âèé) — «õâ³ñò». Êàóçàëüíà ìåðåæà — öå ïàðà (G, �), äå G — îðãðàô, à � —

ïàðàìåòðè, àñîö³éîâàí³ ç G , ÿê³ îïèñóþòü ê³ëüê³ñíèé àñïåêò ìîäåë³. Çàçâè÷àé
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âèêîðèñòîâóþòü ìîäåë³, äå ãðàô G îðàöèêë³÷íèé, òîáòî íå ì³ñòèòü öèêë³â

âèãëÿäó X Y X� � �� � . ßêùî G îðàöèêë³÷íèé ³ óòâîðåíèé âèêëþ÷íî ç îä-

íîîð³ºíòîâàíèõ ðåáåð, òî ìîäåëü (G, �) íàëåæèòü êëàñó îÀÎÃ-ìîäåëåé (íà

îñíîâ³ îðäèíàðíèõ îðãðàô³â). Ê³ëüê³ñíèé îïèñ îÀÎÃ-ìîäåë³ ñêëàäàºòüñÿ

ç ôðàãìåíò³â ó ôîðì³ óìîâíîãî ðîçïîä³ëó p Y Y( | ( ))� , äå �( )Y — öå ñó-

êóïí³ñòü «áàòüê³â» (áåçïîñåðåäí³õ ïðè÷èí) çì³ííî¿ Y . Çîêðåìà, ÿêùî ìàºìî

àäèòèâíèé øóì �Y , ôðàãìåíò ìîäåë³ îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿì âèãëÿäó

y x z Y� �f ( , , )� � .

Çàçâè÷àé äåÿê³ ïðè÷èíè â³äñóòí³ â çàäàíîìó íàáîð³ äàíèõ, òîáòî ïðèõî-

âàí³. Ñèòóàö³ÿ óñêëàäíþºòüñÿ, êîëè ïðèõîâàíà ïðè÷èíà U âïëèâàº îäíî÷àñíî

íà äâ³ àáî á³ëüøå ñïîñòåðåæóâàíèõ çì³ííèõ. Öå «íåòðèâ³àëüíà» ïðèõîâàíà

ïðè÷èíà. Äàë³ áóäåìî ââàæàòè, ùî íåòðèâ³àëüí³ ïðèõîâàí³ ïðè÷èíè íå ìàþòü

âõ³äíèõ ðåáåð (âèãëÿäó �U ). Êàóçàëüíà ìîäåëü ç íåòðèâ³àëüíèìè ïðèõîâàíè-

ìè ïðè÷èíàìè âèêîðèñòîâóº á³îð³ºíòîâàí³ (äâîá³÷íî-îð³ºíòîâàí³, àáî

àñîö³àòèâí³) ðåáðà âèãëÿäó Q W� . Á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî Q W� â³äîáðàæàº

âïëèâ ïðèõîâàíî¿ çì³ííî¿ îäíî÷àñíî (ïàðàëåëüíî) íà Q òà W. Ìîäåëü, ùî âèêî-

ðèñòîâóº ³ îäíîîð³ºíòîâàí³, ³ á³îð³ºíòîâàí³ ðåáðà, íàçèâàºòüñÿ ì³øàíîþ

(ìÀÎÃ-ìîäåëëþ). Îñê³ëüêè ïðàöþâàòè ³ç çàãàëüíèì âèïàäêîì ìÀÎÃ-ìîäåëåé

ñêëàäíî, çàçâè÷àé îáèðàþòü ïåâíèé ï³äêëàñ öèõ ìîäåëåé, âèçíà÷åíèé

â³äïîâ³äíèìè ñòðóêòóðíèìè îáìåæåííÿìè.

Êîë³çîð (a collider) — öå ôðàãìåíò âèãëÿäó X Y Z	� 
	 . Ïîçíà÷êà 	

â îïèñ³ ðåáðà 	� º åêâ³ïîòåíòíèì ñèìâîëîì, ÿêèé ïîêàçóº, ùî òèï (â³ñòðÿ ÷è

õâ³ñò) öüîãî ê³íöÿ ðåáðà º äîâ³ëüíèì àáî íåâ³äîìèì. Ìîæëèâ³ ÷îòèðè âàð³àíòè

êîë³çîðà: X Y Z� 
 ; X Y Z� 
 ; X Y Z� � ; X Y Z� � . Êîë³çîð

X Y Z	� 
	 íàçèâàòèìåìî øóíòîâàíèì, ÿêùî ó ãðàô³ º ðåáðî ì³æ X òà Z ,

³íàêøå — íåøóíòîâàíèì. Øëÿõ — öå ïîñë³äîâí³ñòü ñóñ³äí³õ ðåáåð áåç ïîâòî-

ðåííÿ ïðîì³æíèõ âåðøèí. Ëàíöþã (áåçêîë³çîðíèé øëÿõ) — öå øëÿõ, íà ÿêîìó

íåìàº æîäíîãî êîë³çîðà. ßêùî ³ñíóº îðøëÿõ X Y� �� � , òî X º ïðåäêîì (ïðè-

÷èíîþ) äëÿ Y , à Y — íàùàäêîì äëÿ X . Öèêë — öå øëÿõ, äå ïåðøà é îñòàííÿ

âåðøèíè òîòîæí³. Öèêëîí — öå öèêë³÷íèé îðøëÿõ.

Íåõàé V — ìíîæèíà âñ³õ ñïîñòåðåæóâàíèõ çì³ííèõ. Ñóì³ñíèé ðîçïîä³ë

éìîâ³ðíîñòåé p( )V ìîæíà ôàêòîðèçóâàòè çã³äíî ç ëàíöþãîâèì ïðàâèëîì

Áàºñà. Ó ðîçïîä³ë³ p( )V ìîæóòü âèêîíóâàòèñÿ óìîâí³ íåçàëåæíîñò³, ùî äàº

çìîãó ñïðîñòèòè ôîðìóëó äëÿ p( )V . Óìîâíó íåçàëåæí³ñòü çì³ííèõ X òà Y çà

óìîâè S ïîçíà÷àòèìåìî Ind ( ; ; )X YS , à çàëåæí³ñòü — �Ind ( ; ; )Z WS . Ñåðåä óñ³õ

ôàêò³â óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³ âàæëèâèìè º ò³, ùî ³ìïë³êóþòüñÿ ñòðóêòóðîþ ìî-

äåë³ é ³íâàð³àíòí³ äî ¿¿ ïàðàìåòðèçàö³¿. Òàê³ óìîâí³ íåçàëåæíîñò³ º ìàðêîâñüêè-

ìè. Ó ìîäåë³ (G, �) ³ç êëàñó îÀÎÃ ÷èííå ïðàâèëî: â³äñóòí³ñòü ðåáðà ïîðîäæóº

óìîâíó íåçàëåæí³ñòü. Äëÿ îÀÎÃ-ìîäåë³ ðîçïîä³ë p( )V ôàêòîðèçóºòüñÿ:

p p X X
X

( ) ( | ( ))V V�
� � . Óñ³ ìàðêîâñüê³ âëàñòèâîñò³ ìîäåë³ ìîæíà

îòðèìàòè ç ãðàôó ìîäåë³ G, çàñòîñîâóþ÷è êðèòåð³é d-ñåïàðàö³¿ [1].

Îçíà÷åííÿ 1 (d-ñåïàðàö³ÿ, ðîçãîðíóòå ôîðìóëþâàííÿ).

1. Øëÿõ � â îðãðàô³ G íàçèâàþòü d-ïåðåêðèòèì (d-áëîêîâàíèì) çà äîïî-

ìîãîþ (êîíäèö³îíóâàííÿ) ìíîæèíè âåðøèí S, ÿêùî ³ ò³ëüêè ÿêùî:

à) íà øëÿõó � ³ñíóº ôðàãìåíò Z � ç òèì, ùî Z �S;

á) íà øëÿõó � ëåæèòü õî÷à á îäèí êîë³çîð 	� 
	W , ïðè÷îìó W �S ³

íåìàº æîäíî¿ òàêî¿ T �S, ùî ³ñíóº îðøëÿõ W T� �� � � .
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2. ßêùî âñ³ øëÿõè ì³æ âåðøèíàìè X òà Y º d-ïåðåêðèòèìè (àáî íåìàº

æîäíîãî øëÿõó ì³æ X òà Y ), òî âåðøèíè X òà Y º d-ñåïàðîâàíèìè.

3. Øëÿõ, ÿêèé íå º d-ïåðåêðèòèì, º d-â³äêðèòèì.

4. ßêùî çà êîíäèö³îíóâàííÿ ìíîæèíè S ó ãðàô³ G ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí

d-â³äêðèòèé øëÿõ ì³æ X òà Y , òî âåðøèíè X òà Y º d-ç’ºäíàíèìè äëÿ çàäàíî¿ S.

Òîé ôàêò, ùî ìíîæèíà âåðøèí S d-ñåïàðóº âåðøèíè X òà Y , ïîçíà÷àòèìå-

ìî ïðåäèêàòîì DS( ; ; )X YS . Òîä³ S º d-ñåïàðàòîðîì äëÿ ïàðè X , Y . Çðîçóì³ëî,

ùî çàñòåðåæåíî X Y, �S. Êîëè d-ñåïàðàòîð ïîðîæí³é, áóäåìî ïèñàòè

DS ( ;; )X Y .

Âèçíà÷åííÿ d-ñåïàðàö³¿ — öå ïï. 1 ³ 2. Âèïàäîê, êîëè êðèòåð³é d-ñåïàðàö³¿

íå çàäîâîëåíî, òðàêòóþòü ïï. 3 ³ 4. Íàñë³äêè íåâèêîíàííÿ d-ñåïàðàö³¿ ìåíø êà-

òåãîðè÷í³. Ëåãêî çðîçóì³òè ï. 1à êðèòåð³þ d-ñåïàðàö³¿. ßêùî âåðøèíè X òà Y

ïîºäíàí³ ëàíöþãîì �, òî ùîá ïåðåêðèòè �, òðåáà çàáëîêóâàòè âåðøèíó íà �.

Çîêðåìà, åêâ³âàëåíòí³ òàê³ äâà ôàêòè:

— âåðøèíè A òà B º áåçóìîâíî d-ç’ºäíàíèìè (�DS ( ;; )A B );

— ì³æ âåðøèíàìè A òà B ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäèí ëàíöþã.

Â îçíà÷åíí³ 1 ï. 1á ìîæíà ïðîêîìåíòóâàòè òàê. Íåõàé øëÿõ � ìàº âèãëÿä

X W Z� 
 . Çà ïîðîæíüî¿ óìîâè øëÿõ � º d-ïåðåêðèòèì. Àëå ÿêùî ÿê óìîâó

âèêîðèñòàòè âåðøèíó W àáî ¿¿ íàùàäêà, øëÿõ � ñòàº d-â³äêðèòèì. (Êîë³çîðíèé

ñòèê ðåáåð ðîçáëîêîâóºòüñÿ çàâäÿêè êîíäèö³îíóâàííþ, «ïðîâîêóºòüñÿ» çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà Z .)

Çíà÷åííÿ êðèòåð³þ d-ñåïàðàö³¿ ðîçêðèâàºòüñÿ ÷åðåç òåîðåìó [10], ÿêà

ñòâåðäæóº: ó êîæí³é êàóçàëüí³é ìåðåæ³ äëÿ âñ³õ X Y, �S âèêîíóºòüñÿ

³ìïë³êàö³ÿ

DS Ind( ; ; ) ( ; ; )X Y X YS S� . (1)

Áóëî áè çðó÷íî, ùîá òàêîæ âèêîíóâàëàñü ³ìïë³êàö³ÿ, îáåðíåíà äî (1), òîá-

òî ÿêáè êîæíà óìîâíà íåçàëåæí³ñòü, ùî âèêîíóºòüñÿ â ìîäåë³, áóëà ìàðêîâ-

ñüêîþ. Â ä³éñíîñò³ òàêà ³ìïë³êàö³ÿ âèêîíóºòüñÿ ðåãóëÿðíî, çà âèíÿòêîì îñîá-

ëèâèõ âèïàäê³â. Òîáòî ìàº ì³ñöå çàêîíîì³ðí³ñòü

� � �X Y X Y X Y, : ( ; ; ) ~ ( ; ; )S S SInd DS . (2)

ßêùî â (2) çàì³íèòè ïîñëàáëåíó ³ìïë³êàö³þ ( ~�) ñòðîãîþ ³ìïë³êàö³ºþ, òî îò-

ðèìàºìî òâåðäæåííÿ, â³äîìå ÿê ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³»

(Causal faithfulness assumption) â éîãî íàéæîðñòê³ø³é ôîðì³ [2, 3, 11]. Çàïè-

øåìî (2) â åêâ³âàëåíòí³é ôîðì³:

� � � � �X Y X Y X Y, : ( ; ; ) ~ ( ; ; )S S SDS Ind , (3)

ùî ³íòåðïðåòóºòüñÿ òàê: d-â³äêðèòèé øëÿõ (øëÿõè) ñòâîðþº çàëåæí³ñòü.

Êîæíà íåçàëåæí³ñòü, íå ñàíêö³îíîâàíà ñòðóêòóðîþ ìîäåë³, º íåñò³éêîþ ³ ðóé-

íóºòüñÿ (ïåðåòâîðþºòüñÿ íà çàëåæí³ñòü) âíàñë³äîê íàâ³òü íåçíà÷íèõ çì³í çíà÷åíü

ïàðàìåòð³â. Â³äîì³ òàê³ âèïàäêè ïîðóøåííÿ ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëè-

âîñò³»: íåâèêîíàííÿ òðàíçèòèâíîñò³ çàëåæíîñò³ íà ëàíöþç³; âçàºìíà àí³ã³ëÿö³ÿ ïà-

ðàëåëüíèõ âïëèâ³â; «ìàñêîâàí³» ðåáðà. Íåâèêîíàííÿ òðàíçèòèâíîñò³ çàëåæíîñò³

îçíà÷àº, ïðèì³ðîì, ùî ìàºìî ôðàãìåíò ìîäåë³ X Y Z W� � � , äå ñïîñ-

òåð³ãàºòüñÿ Ind ( ;; )X W ÷è íàâ³òü Ind ( ;; )X Z . Ôåíîìåí ìàñêîâàíîãî ðåáðà [1, 5, 12]

ïîëÿãàº â òîìó, ùî â ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ º êîë³çîð X Y Z� 
 , ïðè÷îìó âèêî-

íóºòüñÿ DS ( ;; )X Z òà �Ind { }( ;; , )Y X Z , ³ îäíàê, ìàºìî ôàêò Ind ( ;; )X Y .
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(Ñóì³ñíèé âïëèâ ôàêòîð³â X òà Z íà çàëåæíó çì³ííó Y ÿâíî ïðîÿâëÿºòüñÿ, à ìàðã³íà-

ëüíèé âïëèâ îäíîãî ôàêòîðà íå ïðîÿâëÿºòüñÿ.) Íàâåäåí³ âèïàäêè ìîæëèâ³ â ìîäå-

ëÿõ ç äèñêðåòíèìè çì³ííèìè. Íàòîì³ñòü ó ìîäåëÿõ ç íåïåðåðâíèìè çì³ííèìè ëåã-

êî íàëàøòóâàòè ïàðàìåòðè òàê, ùîá âïëèâè ÷åðåç øëÿõè X Q Y� � òà

X Z W Y� � � âçàºìíî àí³ã³ëþâàëèñÿ, ùî ïðèâåäå äî Ind ( ;; )X Y .

Äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü ³, çîêðåìà, äëÿ çðó÷íîñò³ âèâåäåííÿ ìîäåëåé

ç äàíèõ â óìîâàõ ïðèõîâàíèõ çì³ííèõ áóëî çàïðîïîíîâàíî ñïåö³àëüíèé

ï³äêëàñ êëàñó ìÀÎÃ-ìîäåëåé — àíöåñòðàëüí³ ìîäåë³ [13]. Öåé êëàñ áàçóºòüñÿ

íà àíöåñòðàëüíèõ ãðàôàõ. Àíöåñòðàëüí³ (àáî ïðåäêîâ³) ãðàôè óòâîðþþòüñÿ

ç îäíîîð³ºíòîâàíèõ òà á³îð³ºíòîâàíèõ ðåáåð ç îáìåæåííÿì: ÿêùî âåðøèíè A

òà B ïîºäíàí³ îðøëÿõîì (çîêðåìà, ðåáðîì), òî çàáîðîíÿºòüñÿ ðåáðî A B� .

Òîáòî çàáîðîíÿþòüñÿ íå ëèøå öèêëîíè, à é «ìàéæå öèêëîíè». Ìàéæå öèêëîí

óòâîðþºòüñÿ ç öèêëîíà âèãëÿäó X Y Z X� �� � � � , ÿêùî çàì³íèòè áóäü-ÿêå

éîãî ðåáðî á³îð³ºíòîâàíèì, íàïðèêëàä, X Y Z X� �� � � � . Ïî ñóò³, â àíöåñ-

òðàëüíèõ ãðàôàõ çàáîðîíÿþòüñÿ ëàòåíòí³ êîíôàóíäåðè (ñïëóòóâà÷³), òîáòî ïðèõî-

âàí³ ïðè÷èíè, ÿê³ âïëèâàþòü îäíî÷àñíî íà ïðè÷èíó A òà ¿¿ íàñë³äîê B. (Ñòðîãî

êàæó÷è, â êëàñ³ àíöåñòðàëüíèõ ãðàô³â òàêîæ çàñòîñîâóþòüñÿ ðåáðà, ÿê³ º

íåîð³ºíòîâàíèìè â ïðèíöèï³. Òàê³ ðåáðà âèíèêàþòü âíàñë³äîê ñåëåêö³¿ äàíèõ

[13] ³ òóò íå ðîçãëÿäàþòüñÿ.)

Ó êëàñ³ îÀÎÃ-ìîäåëåé ä³º òàêå ïðàâèëî: ÿêùî çàäàí³ âåðøèíè X òà Y íå

ïîºäíàí³ ðåáðîì â G, òî äëÿ ïàðè X , Y ³ñíóº d-ñåïàðàòîð. Àëå öÿ âëàñòèâ³ñòü,

íà æàëü, íå ïîøèðþºòüñÿ íà àíöåñòðàëüí³ ãðàôè. Â àíöåñòðàëüíèõ ãðàôàõ

ìîæëèâ³ âèïàäêè, êîëè âåðøèíè X òà Y íå ïîºäíàí³ ðåáðîì, ïðîòå, äëÿ ïàðè

X , Y íå ³ñíóº æîäíîãî d-ñåïàðàòîðà. Â³äñóòí³ñòü ñåïàðàòîðà äëÿ íåñóì³æíèõ

âåðøèí º ïðîáëåìîþ äëÿ ìåòîä³â âèâåäåííÿ ìîäåë³, îñíîâàíèõ íà íåçàëåæ-

íîñò³. Ì³æ â³äïîâ³äíèìè âåðøèíàìè âèíèêàº, òàê áè ìîâèòè, «³ëþçîðíå» ðåá-

ðî. Çàçíà÷èìî, ùî â àíöåñòðàëüíèõ ãðàôàõ ôåíîìåí ³ëþçîðíèõ ðåáåð äåùî îá-

ìåæåíèé: ³ëþçîðíå ðåáðî íå ìîæå âèíèêàòè ì³æ âåðøèíàìè, ïîºäíàíèìè

îðøëÿõîì (ì³æ ïðåäêîì òà íàùàäêîì). Íàòîì³ñòü ó ìîäåëÿõ ç ëàòåíòíèìè

êîíôàóíäåðàìè ³ëþçîðíå ðåáðî ì³æ ïðåäêîì òà íàùàäêîì ìîæëèâå.

2. ÏÐÈÍÖÈÏÈ ÂÈÂÅÄÅÍÍß ÊÀÓÇÀËÜÍÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ Ç ÄÀÍÈÕ

Ðîçãëÿíåìî ìåòîäè òà àëãîðèòìè âèâåäåííÿ ìîäåë³, îñíîâàí³ íà íåçàëåæ-

íîñò³. Åòàëîííèìè àëãîðèòìàìè öüîãî ï³äõîäó ââàæàþòü PC, FCI òà ¿õí³ ìî-

äèô³êàö³¿ [2–8]. Òèïîâèé àëãîðèòì âèâîäèòü ìîäåëü ó òðè åòàïè:

1) â³äòâîðþº ñóêóïí³ñòü íåîð³ºíòîâàíèõ ðåáåð ìîäåë³ (äëÿ êîæíî¿ ïàðè

çì³ííèõ øóêàºòüñÿ ñåïàðàòîð);

2) âèçíà÷àº ñïðÿìóâàííÿ ðåáåð (ðåáðà îð³ºíòóþòüñÿ çã³äíî ç ïðàâèëàìè);

3) îá÷èñëþº ïàðàìåòðè ìîäåë³ â³äïîâ³äíî äî âèâåäåíî¿ ñòðóêòóðè.

Áàçîâèé ïðèíöèï ðîáîòè àëãîðèòìó íà åòàï³ 1: ÿêùî äëÿ ïàðè X , Y çíàé-

äåíî ñåïàðàòîð, òî ðåáðî ì³æ öèìè çì³ííèìè âèëó÷àºòüñÿ, ÿêùî íå çíàéäå-

íî — ðåáðî ì³æ X òà Y âñòàíîâëþºòüñÿ (óòðèìóºòüñÿ). Òàêå ïðîñòå ïðàâèëî

â³äîáðàæàº ôóíäàìåíòàëüíèé ïðèíöèï: ñåðåä ìîäåëåé, óçãîäæåíèõ ç äàíèìè,

îáðàòè íàéïðîñò³øó. Ïîøóê ñåïàðàòîð³â â³äáóâàºòüñÿ ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ

ðàíãó òåñò³â, òîáòî çðîñòàííÿ êàðäèíàëüíîñò³ óìîâ òåñò³â íåçàëåæíîñò³. Â³äîì³

òàêîæ äîäàòêîâ³ ïðèíöèïè òåñòóâàííÿ ðåáåð.

Ñïðÿìóâàííÿ áàãàòüîõ çâ’ÿçê³â ìîäåë³ â³äòâîðèòè íå âäàºòüñÿ (â³ñòðÿ àáî

õâ³ñò ðåáðà íå ðîçï³çíàþòüñÿ). Öå ïîÿñíþºòüñÿ ìàðêîâñüêîþ åêâ³âàëåíòí³ñòþ
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â³äïîâ³äíèõ ñòðóêòóð. Òîìó äëÿ îïèñó ìîäåë³ ïîòð³áí³ äîäàòêîâ³ ïîçíà÷êè äëÿ

ê³íö³â ðåáåð. Ðåáðî âèãëÿäó X Y� �� â³äîáðàæàº ñèòóàö³þ, êîëè êàóçàëüíèé õàðàê-

òåð öüîãî çâ’ÿçêó çîâñ³ì íå âèçíà÷åíèé (òàêó ñèòóàö³þ ìàºìî íà âèõîä³ åòàïó 1 àë-

ãîðèòìó). Ðåáðî X Y� �� áóäåìî íàçèâàòè íåîð³ºíòîâàíèì (õî÷à, òî÷í³øå, öå ðåáðî

ç íåâ³äîìîþ îð³ºíòàö³ºþ). Ç îãëÿäó íà ìîæëèâå ³ñíóâàííÿ ïðèõîâàíèõ ñï³ëüíèõ

ïðè÷èí çíàäîáëÿòüñÿ òàêîæ ðåáðà ç ÷àñòêîâî âèçíà÷åíîþ îð³ºíòàö³ºþ âèãëÿäó

V Z�� . Òàêå ðåáðî ðåçåðâóº òðè ìîæëèâ³ âàð³àíòè: V Z� , V Z� àáî îáèäâà ö³

ðåáðà îäíî÷àñíî. Ïàðà ðåáåð V Z� , V Z� íàçèâàºòüñÿ «àðêà». Äàë³ áóäåìî ââà-

æàòè, ùî àðîê íåìàº. Ðåáðî âèãëÿäó V Z�� íàçâåìî ìîæëèâî êàóçàëüíèì.

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ðåáåð. Óñ³ ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ´ðóíòóþòüñÿ

íà ïðèíöèï³: îáðàòè íàéá³ëüø ïðèðîäíå ³ ëàêîí³÷íå ïîÿñíåííÿ ñèñòåìè çàëåæ-

íîñòåé. Àëãîðèòì íàìàãàºòüñÿ çàñòîñóâàòè êîæíå ïðàâèëî, äîïîêè º ìîæ-

ëèâ³ñòü. Ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ âèêîíóþòüñÿ ó âñòàíîâëåíîìó ïîðÿäêó. Äëÿ êëàñó

îÀÎÃ-ìîäåëåé íåîáõ³äíèì ³ äîñòàòí³ì º íàá³ð ³ç ÷îòèðüîõ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿

[7] (¿ì â³äïîâ³äàþòü íàâåäåí³ äàë³ ïðàâèëà �0, �1, �2 òà �3). Ùå îäíå ïðàâèëî

( ( )
�4 0 ) ñòàº íåîáõ³äíèì ò³ëüêè, êîëè «ççîâí³» íàäõîäÿòü äîäàòêîâ³ êàóçàëüí³

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð (ÿê àïð³îðí³ çíàííÿ). Äëÿ àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé â³äîì³ ïðà-

âèëà áóëè ìîäèô³êîâàí³ ³ äîäàòêîâî ðîçðîáëåí³ íîâ³ («âèòîí÷åí³») ïðàâèëà [8].

Äàë³ àíàë³çóºòüñÿ ï³äìíîæèíà ïðàâèë, ïðåäñòàâëåíèõ ó [8], îñê³ëüêè êî-

íñòðóêö³¿ ç ðåáðàìè, ùî º ïî ñóò³ íåîð³ºíòîâàíèìè, íå ðîçãëÿäàþòüñÿ. (Çáåðå-

æåíî íóìåðàö³þ ïðàâèë.) Äëÿ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ïåðåäáà÷àºòüñÿ, ùî

âèâåäåíî àäåêâàòí³ íåîð³ºíòîâàí³ ðåáðà ³ ùî âèêîíóþòüñÿ ïðèïóùåííÿ

«íå-îìàíëèâîñò³» (ó â³äïîâ³äíèõ âåðñ³ÿõ).

Ïðàâèëî �0 ìîæíà çàïèñàòè ó òàêîìó âèãëÿä³: äëÿ êîæíî¿ òð³éêè X , Y , Z

òàêî¿, ùî º ïàðà ðåáåð X Y Z	� 	�	� ³ íåìàº ðåáðà X Z	�	 , îð³ºíòóâàòè

X Y Z	� 
	 , ÿêùî é ò³ëüêè ÿêùî Y íå âõîäèòü äî ñêëàäó ñåïàðàòîðíîãî íàáî-

ðó äëÿ ïàðè X , Z.

Ïî ñóò³, öå ïðàâèëî ðîçï³çíàº íåøóíòîâàí³ êîë³çîðè, òîìó ìîæíà íàçâàòè

éîãî «êîë³çîðíèì». Íàâåäåíå ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèëà �0 âêëþ÷åíå â êîíòåêñò

îïèñó àëãîðèòìó FCI. «Ñåïàðàòîðíèé íàá³ð äëÿ ïàðè X , Z» ðîçóì³ºòüñÿ ÿê ïåð-

øèé çíàéäåíèé åìï³ðè÷íèé ñåïàðàòîð äëÿ ïàðè X , Z. Âçàãàë³, âñ³ ïðàâèëà

îð³ºíòàö³¿ îïèñàíî â [8] ÿê êîíòåêñòí³ (âáóäîâàí³ â êîíòåêñò âèêîíàííÿ àëãî-

ðèòìó FCI). Ñåíñ ïîíÿòòÿ ñåïàðàòîðíîãî íàáîðó íåÿâíî çàëåæèòü â³ä òàêòèêè

ïîøóêó ñåïàðàòîð³â òà ³íøèõ õàðàêòåðèñòèê òà ïàðàìåòð³â ìåòîäó. (Â [8] âæè-

òî õàðàêòåðèñòèêó «ðîçóìíèé» àëãîðèòì.) Äëÿ êîíöåïòóàëüíî¿ ÿñíîñò³ àðãó-

ìåíòàö³¿ òà çìåíøåííÿ êîíòåêñò-çàëåæíîñò³ ôîðìóëþâàíü îáåðåìî òàêèé ïëàí

âèêëàäó. Â öüîìó ³ íàñòóïíîìó ðîçä³ë³ ñïðîáóºìî âèðàçèòè ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿

ó ñàìîäîñòàòí³é ôîðì³, äëÿ ÷îãî ³äåàë³çóºìî ïðîáëåìó. À çãîäîì ïîâåðíåìîñÿ

äî ðåàë³ñòè÷íî¿ ïðîáëåìíî¿ ñèòóàö³¿.

Îòæå, íåõàé íà âõ³ä àëãîðèòìó âèâåäåííÿ ïîäàíî «òåîðåòè÷íèé» (ìîäåëü-

íèé) ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé p( )V . Êîæíèé çíàéäåíèé ôàêò óìîâíî¿ íåçàëåæ-

íîñò³ (çã³äíî ç (2)) ìàéæå çàâæäè áóäå â³äïîâ³äàòè ³çîìîðôíîìó ôàêòó d-ñåïà-

ðàö³¿. Êîë³çîðíå ïðàâèëî �0 ìîæíà çàïèñàòè ó ôîðì³

(X Y Z Y X Z X Y Z	� 	�	 � � � 	� 
	� ) & ( ): ( ; ; )S S SInd . (4)

(Çàçíà÷èìî, ùî äëÿ Ind ( ; ; )X ZS ìàºòüñÿ íà óâàç³ X Z, �S.) Êâàíòîð ³ñíóâàí-

íÿ �S âèêîðèñòàíî â (4), ùîá ïðàâèëî íå áóëî ïðèâ’ÿçàíå äî êîíòåêñòó êîí-

14 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2



êðåòíîãî àëãîðèòìó. Àëå öåé êâàíòîð ³ñíóâàííÿ íàäàº ôîðìóëþâàííþ çàé-

âî¿ çàãàëüíîñò³. Öå çíà÷íî ï³äñèëèòü ðèçèêè ïîìèëîê, êîëè â³ä ³äåàë³çîâàíî¿

ïîñòàíîâêè çàäà÷³ ïåðåéäåìî äî âèâåäåííÿ ìîäåë³ ç ðåàë³ñòè÷íèõ âèá³ðîê äà-

íèõ. Äëÿ á³ëüøî¿ êîíñòðóêòèâíîñò³ é ñòèñëîñò³ ôîðìóëþâàíü ïîòð³áíî ðîçóìíî

çâóçèòè êîëî ñåïàðàòîð³â, ³ãíîðóþ÷è ò³ ñåïàðàòîðè, ÿê³ àëãîðèòì íàïåâíî íå

áóäå âèïðîáîâóâàòè. Äëÿ öüîãî òðåáà äåòàëüí³øå ðîçãëÿíóòè òàêòèêó ïîøóêó

ñåïàðàòîðíèõ íàáîð³â ï³ä ÷àñ âèêîíàííÿ åòàïó 1 àëãîðèòìó âèâåäåííÿ ìîäåë³.

Óÿâ³ìî, ùî àëãîðèòì îòðèìóº êîðåêòí³ ðåçóëüòàòè òåñò³â, òîáòî çíàéäåí³

ôàêòè íåçàëåæíîñò³ â³äïîâ³äàþòü ôàêòàì d-ñåïàðàö³¿ ó ñòðóêòóð³ ãåíåðàòèâíî¿

ìîäåë³. Íàâåäåìî é ç³ñòàâèìî òðè ïðèíöèïè ïîøóêó ñåïàðàòîð³â. «Íà¿âíèé»

ïðèíöèï ôîðìóº «ã³ïîòåòè÷í³» ñåïàðàòîðè (ñåïàðàòîðè-êàíäèäàòè) äëÿ ïàðè X ,

Y ³ç çì³ííèõ, çàëåæíèõ â³ä X (â³äïîâ³äíî Y ), íå ïðîïóñêàþ÷è æîäíèõ êîìá³íàö³é.

Íàéá³ëüø â³äîìèé («áàçîâèé») ïðèíöèï (ÿêèé øèðîêî çàñòîñîâóºòüñÿ, ïî÷èíàþ-

÷è ç àëãîðèòìó PC) ïîëÿãàº â òîìó, ùî ïðîáí³ (ã³ïîòåòè÷í³) ñåïàðàòîðè äëÿ ïàðè

X , Y ôîðìóþòüñÿ ³ç çì³ííèõ, ìîæëèâî, ñóì³æíèõ ç X (â³äïîâ³äíî Y ). Íàòîì³ñòü

«ñèñòåìàòè÷íèé» ïðèíöèï ôîðìóº ïðîáí³ ñåïàðàòîðè äëÿ ïàðè X , Y çã³äíî ç íå-

îáõ³äíèìè âèìîãàìè äî ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â òà äî ¿õí³õ ÷ëåí³â

(åëåìåíò³â). Ö³ âèìîãè ñôîðìóëüîâàíî â [14–17]. Àëãîðèòì âèâåäåííÿ, ïîáó-

äîâàíèé íà àïàðàò³ ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíî¿ ñåïàðàö³¿, íàçèâàòèìåìî «ñèñòåìà-

òè÷íèì». (Ìîæíà ïîºäíàòè áàçîâèé òà ñèñòåìàòè÷íèé ïðèíöèïè â îäíîìó

àëãîðèòì³.)

ßêùî äëÿ ïàðè âåðøèí X , Y ³ñíóþòü ñåïàðàòîðè (ñåïàðàòîð), òî ñåðåä íèõ

º îäèí àáî ê³ëüêà ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â (îäíàêîâî¿ êàðäèíàëüíîñò³) ³, ìîæ-

ëèâî, ùå ê³ëüêà ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â ð³çíî¿ êàðäèíàëüíîñò³.

(Êîæíèé ì³í³ìàëüíèé ñåïàðàòîð òðèâ³àëüíî º ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíèì.)

Àëãîðèòì, ïîáóäîâàíèé çà íà¿âíèì ïðèíöèïîì, çàâæäè â³äøóêóº îäèí

ç ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â (ÿêùî ñåïàðàòîð äëÿ ö³º¿ ïàðè ³ñíóº). Ñèñòåìàòè÷-

íèé àëãîðèòì òàêîæ çàâæäè çíàõîäèòü îäèí ç ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â, àëå

â ïðîöåñ³ ïîøóêó çàçâè÷àé âèêîíóº çíà÷íî ìåíøó ê³ëüê³ñòü òåñò³â. Ó ðàç³, êîëè

ñåïàðàòîðà íå ³ñíóº, ñèñòåìàòè÷íèé ïðèíöèï çàáåçïå÷óº ùå á³ëüøó åêîíîì³þ

ó òåñòàõ. Áàçîâèé ïðèíöèï ïîøóêó ñåïàðàòîð³â òàêîæ çàáåçïå÷óº çíà÷íå çìåí-

øåííÿ ê³ëüêîñò³ òåñò³â (÷àñòî ïåðåâåðøóþ÷è ñèñòåìàòè÷íèé ïðèíöèï). Ïðîòå,

áàçîâèé ïðèíöèï ãàðàíòóº â³äøóêàííÿ ò³ëüêè ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíîãî ñåïà-

ðàòîðà, àëå ³íîä³ íå çíàõîäèòü ì³í³ìàëüíîãî ñåïàðàòîðà [14, 17]. Á³ëüøå òîãî,

â àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëÿõ (³ âçàãàë³ â ì³øàíèõ êàóçàëüíèõ ìîäåëÿõ) àëãîðèòì,

ÿêèé äîòðèìóºòüñÿ ò³ëüêè áàçîâîãî ïðèíöèïó, ³íîä³ íå ìîæå â³äøóêàòè æîäíîãî

ñåïàðàòîðà, íàâ³òü êîëè ïîòð³áíèé ñåïàðàòîð ä³éñíî ³ñíóº. Òîæ, ùîá óíèêíóòè

ïîìèëîê, àëãîðèòì FCI âèêîíóº äâà äîäàòêîâèõ åòàïè. Êîëè äàë³ áóäå âæèâàòè-

ñÿ ïîíÿòòÿ ì³í³ìàëüíîãî ñåïàðàòîðà, àëãîðèòìîì çà óìîâ÷àííÿì º ñèñòåìàòè÷-

íèé. (Âò³ì, ÷àñòî àëãîðèòì ç áàçîâèì ïðèíöèïîì â³äøóêóº ò³ ñàì³ ñåïàðàòîðè.)

Óÿâ³ìî, ùî ³ñíóº àëãîðèòì A , ÿêèé øóêàº âñ³ ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüí³ ñåïàðà-

òîðè äëÿ çàäàíî¿ ïàðè X , Y . Àëãîðèòì A âèêîðèñòîâóº ïðàâèëà ëîêàëü-

íî-ì³í³ìàëüíî¿ ñåïàðàö³¿ äëÿ ôîðìóâàííÿ ã³ïîòåòè÷íèõ ñåïàðàòîð³â (ñåïàðà-

òîð³â-êàíäèäàò³â). Íåõàé K ( , | )X Y G — ìíîæèíà ã³ïîòåòè÷íèõ ñåïàðàòîð³â,

ñôîðìîâàíèõ çã³äíî ç öèìè ïðàâèëàìè. Ìíîæèíà K ( , | )X Y G çàëåæèòü â³ä íà-

áîðó ïðàâèë ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíî¿ ñåïàðàö³¿. Áóäåìî ââàæàòè, ùî àëãîðèòì

ìàº íàá³ð ïðàâèë, äîñòàòí³é, ùîá çàáåçïå÷èòè çíà÷íó åêîíîì³þ òåñò³â.
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Ó ö³ëîìó, àëãîðèòì A âèïðîáóº ìíîæèíó ã³ïîòåòè÷íèõ ñåïàðàòîð³â

K ( , | )X Y G Nill� { }, äå { }Nill — ïîðîæíÿ ìíîæèíà âåðøèí (âîíà â³äïîâ³äàº

òåñòó áåçóìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³).

Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî ñèñòåìàòè÷íèõ àëãîðèòì³â, ÿê³ øóêàþòü ò³ëüêè îäèí

ñåïàðàòîð äëÿ êîæíî¿ ïàðè X , Y . ßêùî â ñòðóêòóð³ G äëÿ ïàðè âåðøèí X , Y íå

³ñíóº æîäíîãî ñåïàðàòîðà, òî äëÿ X , Y ñèñòåìàòè÷íèé àëãîðèòì âèïðîáóº ìíî-

æèíó ã³ïîòåòè÷íèõ ñåïàðàòîð³â K ( , | )X Y G Nill� { }. ßêùî äëÿ ïàðè âåðøèí X ,

Y ³ñíóþòü ñåïàðàòîðè (ñåïàðàòîð), òî ñèñòåìàòè÷íèé àëãîðèòì â³äøóêàº îäèí

³ç ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â dSepmin ( , )X Y . ßêùî ì³í³ìàëüíèé ñåïàðàòîð íåïî-

ðîæí³é, òî â ïðîöåñ³ ïîøóêó àëãîðèòì âèïðîáóº ìíîæèíó ñåïàðàòîð³â-êàíäè-

äàò³â � ( , | )X Y G , ïðè÷îìó ïîòóæí³ñòü êîæíîãî íàáîðó S i X Y G�� ( , | ) îáìå-

æåíà: | | | ( , ) |minS i X Y� dSep . ßñíî, ùî � ( , | ) ( , | )X Y G X Y G� K . Îñê³ëüêè

â öüîìó ðîçä³ë³ àíàë³çóºòüñÿ âèâåäåííÿ ìîäåë³ ç òåîðåòè÷íîãî ðîçïîä³ëó p( )V ,

óñå âèêëàäåíå ðàí³øå ïðî d-ñåïàðàö³þ ìîæíà òðàíñëþâàòè íà ôàêòè óìîâíî¿

íåçàëåæíîñò³, çíàéäåí³ àëãîðèòìîì (³ç çàñòåðåæåííÿì îñîáëèâèõ âèïàäê³â).

Çîêðåìà, íàáîðó âåðøèí dSepmin ( , )X Y â³äïîâ³äàº íàá³ð çì³ííèõ

Sepmin ( , )X Y � S, ÿêèé çàáåçïå÷óº âèêîíàííÿ Ind ( ; ; )X YS .

Ïîâåðíåìîñÿ äî ôîðìóëþâàíü ïðàâèëà �0 òà ³íøèõ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿.

Ó êîíòåêñò³ ñèñòåìàòè÷íîãî àëãîðèòìó ìîæíà çàì³íèòè çàíàäòî òåîðåòè÷íå

ôîðìóëþâàííÿ (4) ïðàâèëà �0ïðàãìàòè÷í³øèì. Îòðèìóºìî òàêó ôîðìó äëÿ �0:

X Y Z X Z	� 	�	 	�	� & ( is absent) & ( , )minY X Z X Y Z� � 	� 
	Sep . (5)

Äàë³, êîëè ó ôîðìóë³ ô³ãóðóº òåðì Y X Z�Sepmin ( , ), çà óìîâ÷àííÿì ââà-

æàºòüñÿ, ùî Sepmin ( , )X Z ³ñíóº.

Ï³ñëÿ ïîâíîãî çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �0 (ÿêùî âîíî ñïðàöþâàëî ïðè-

íàéìí³ îäèí ðàç) àëãîðèòì âèâåäåííÿ ïåðåõîäèòü äî íàñòóïíîãî ïðàâèëà �1

îð³ºíòàö³¿ ðåáåð.

Ïðàâèëî �1 ìîæíà çàïèñàòè ó äâîõ ôîðìàõ (â³äïîâ³äíî äî ñòèëþ ôîðìó-

ëþâàíü (4) òà (5)):

X Y Q Y X Q X Y Q	� �	 � � � 	� �� & ( ) : ( ; ; ) ;S S SInd
(6)

X Y Q Y X Q X Y Q	� �	 � � 	� �� & ( , )minSep .

Ïðàâèëî �2 ìàº äâà âàð³àíòè óìîâè:

X Y W X W X W� 	� 	� � 	�& � ; (7)

X Y W X W X W	� � 	� � 	�& � . (8)

Ïðàâèëî �3 ìîæíà çàïèñàòè òàê:

X W Z X Y Z Y W Y X Z Y W	� 
	 	� �	 	� � � � 	�& & & ( ): ( ; ; )� � � S S SInd .

Ïðàãìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèëà �3 ìàº âèãëÿä

X W Z X Y Z Y W Y X Z Y W	� 
	 	� �	 	� � � 	�& & & ( , ) .min� � � Sep (9)

Ïðàâèëî �4 ñóòòºâî â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä ïðàâèëà �4 0( ) , ïðèçíà÷åíîãî äëÿ

êëàñó îÀÎÃ-ìîäåëåé. Ó ôîðìóëþâàíí³ �4 âèêîðèñòàíî ïîíÿòòÿ äèñ-

êðèì³íàö³éíîãî øëÿõó (discriminating path) [6, 8, 13]. Äëÿ ñïðîùåííÿ íå áóäå-

ìî âèêîðèñòîâóâàòè öå ïîíÿòòÿ. Ðîçãëÿíåìî íàéïðîñò³øó ñòðóêòóðó, ÿêà çàäî-
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âîëüíÿº óìîâè ïðàâèëà �4 , ³ äëÿ íå¿ ñôîðìóëþºìî ëîêàëüíèé (ñïðîùåíèé)

âàð³àíò ïðàâèëà, ïîçíà÷èâøè éîãî �4 1( ) . Ñïðîáóºìî îïèñàòè öå ïðàâèëî á³ëüø

ôîðìàëüíî, âîäíî÷àñ äîòðèìóþ÷èñü çì³ñòó îðèã³íàëüíîãî îïèñó ïðàâèëà �4 [8].

Òîä³ îòðèìàºìî òàêå ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèëà �4 1( ):

Let A B C B D C A	� � 
	 �	& & (� isn’t adjacent to C). Then

D A C D C� � �Sep( , ) ;

D A C B D C� � � �Sep( , ) .

Òóò Sep( , )A C — öå òîé ñåïàðàòîðíèé íàá³ð çì³ííèõ äëÿ ïàðè A, C, ÿêèé

áóâ çíàéäåíèé àëãîðèòìîì âèâåäåííÿ. Çàïèøåìî ïðàâèëî �4 1( ) ó çàïðîïî-

íîâàí³é ðàí³øå ôîðì³ îêðåìî äëÿ äâîõ âèïàäê³â:

A B C B D C A C	� � 
	 �	 �& & : ( ; ; )� S SInd , D D C� � �S ;
(10)

A B C B D C A C	� � 
	 �	 �& & : ( ; ; )� S SInd , D B D C� � � �S .

Ïðàãìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ ïðàâèëà �4 1( ) ìàº âèãëÿä

A B C B D C D A C D C	� � 
	 �	 � � �& & ( , )min� Sep ; (11)

A B C B D C D A C B D C	� � 
	 �	 � � � �& & ( , )min� Sep . (12)

Íàñòóïíà çà ñêëàäí³ñòþ ñòðóêòóðà, äëÿ ÿêî¿ ïðèçíà÷åíå ïðàâèëî �4 ,

ì³ñòèòü äâà êîë³çîðè íà øëÿõó ì³æ âåðøèíàìè A òà D . Â³äïîâ³äí³ âàð³àíòè

ïðàâèëà �4 2( ) îïèñóþòüñÿ òàê:

A B C B T C T D C D A C D C	� � � � 
	 �	 � � �& & & ( , ) ;min� Sep (13)

A B C B T C T D C	� � � � 
	 �	& & &�

& ( , )minD A C T D C� � � �Sep . (14)

3. ÊÎÐÅÊÖ²ß ÏÐÀÂÈË ÎÐ²ªÍÒÀÖ²É ÐÅÁÅÐ ÄËß ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß ÏÎÇÀ ÌÅÆÀÌÈ
ÊËÀÑÓ ÀÍÖÅÑÒÐÀËÜÍÈÕ ÌÎÄÅËÅÉ

Ç ïðàêòè÷íî¿ òî÷êè çîðó íåðåàë³ñòè÷íî ñïîä³âàòèñÿ, ùî íåâ³äîìà ãåíåðàòèâ-

íà ìîäåëü íàëåæèòü êëàñó àíöåñòðàëüíèõ. Êð³ì òîãî, ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ ðå-

áåð, îïèñàí³ â [8] ³ âò³ëåí³ â àëãîðèòì³ FCI, ³íîä³ íà¿âíî òðàêòóþòüñÿ ÿê

óí³âåðñàëüí³ ïðàâèëà äëÿ ìîäåëåé ç ïðèõîâàíèìè çì³ííèìè, ùî ìîæå ïðè-

çâåñòè äî íåàäåêâàòíèõ âèñíîâê³â. Îòæå, º ïîòðåáà ðîçãëÿíóòè ìîæëèâ³ñòü

çàñòîñóâàííÿ âêàçàíèõ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ïîçà ìåæàìè êëàñó àíöåñ-

òðàëüíèõ ìîäåëåé ³ çðîáèòè íåîáõ³äí³ êîðåêö³¿ äëÿ òàêîãî çàñòîñóâàííÿ.

Îêðåñëèìî ïåâíèé êëàñ ñòðóêòóð ìîäåëåé. Ñòðóêòóðè öüîãî êëàñó óòâî-

ðþþòüñÿ ç îäíîîð³ºíòîâàíèõ òà á³îð³ºíòîâàíèõ ðåáåð ³ íå ìàþòü öèêëîí³â, àëå

ìàéæå öèêëîíè äîçâîëåí³. Îòæå, äîçâîëåí³ ëàòåíòí³ êîíôàóíäåðè. Âñòàíîâèìî

îáìåæåííÿ äëÿ îáðàíîãî êëàñó — êîæíà íåòðèâ³àëüíà ïðèõîâàíà ïðè÷èíà U

âïëèâàº îäíî÷àñíî ò³ëüêè íà ÿê³ñü äâ³ ñïîñòåðåæóâàí³ çì³íí³: A òà B, ïðè÷îìó

â ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ â³äñóòíº ðåáðî A B� . Íàçâåìî öåé êëàñ ìîäåëÿìè áåç

ã³ïåððåáåð òà àðîê. Óêàçàíå ñòðóêòóðíå îáìåæåííÿ íå º êîí÷å íåîáõ³äíèì äëÿ

ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³, à ëèøå íàäàº êîíêðåòèêè. (Äëÿ öüîãî êëàñó ïðàöþþòü

â³äîì³ ìåòîäè ðîçï³çíàâàííÿ ³ëþçîðíèõ ðåáåð.)
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Ïðàâèëà �0 òà �1 íå ïîòðåáóþòü çì³í äëÿ âêà-

çàíîãî êëàñó ìîäåëåé.

Ïðàâèëà �2 , �3 òà �4 îá´ðóíòîâàí³ âèìîãîþ,

ùîá ñòðóêòóðà ìîäåë³ áóëà àíöåñòðàëüíîþ [8, 9,

18, 19]. Ä³éñíî, ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ïðàâèëî

�2 . ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðàâèëà (7), òî çà-

ïåðå÷óâàòè âèñíîâîê X W	� öüîãî ïðàâèëà îçíà-

÷àº ñòâåðäæóâàòè, ùî ìîæëèâà îð³ºíòàö³ÿ ðåáðà

X W
 . Àëå â ðàç³ îð³ºíòàö³¿ X W
 (â çàëåæíîñò³

â³ä óòî÷íåííÿ ðåáðà Y W	� ) âèíèêíå àáî öèêëîí,

àáî ìàéæå öèêëîí X Y W X� � � .

Ïðèïóñòèìî, ùî äëÿ ãåíåðàòèâíî¿ ìîäåë³

ç óêàçàíîãî êëàñó àëãîðèòì âñòàíîâèâ (íà åòàï³ 1)

àäåêâàòíèé íàá³ð ðåáåð. Îñê³ëüêè ãåíåðàòèâíà ìîäåëü ìîæå ì³ñòèòè ìàéæå

öèêëîíè, óìîâè ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ìàþòü áóòè æîðñòê³øèìè. Ï³ñëÿ êîðåêö³¿

ìàºìî òàê³ ïðàâèëà.

Çàì³ñòü (7) òà (8) òåïåð áóäå ïðàâèëî �2( )N

X Y W X W X W� � 	� � 	�& � (15)

(âåðõí³é ³íäåêñ N ïðàâèëà ìàº àñîö³þâàòèñÿ ç³ ñëîâàìè «íîâå» àáî «íåàí-

öåñòðàëüí³»).

Ïðàâèëî �3( )N ìàº âèãëÿä:

X W Z X Y Z Y W Y X Z Y W� 
 	� �	 	� � � 	�& & & ( , ) .min� � � Sep (16)

Äåòàëüí³øå ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �4 1( ) ïîçà êëàñîì àíöåñ-

òðàëüíèõ ñòðóêòóð. (Ïîäàëüøà ëîã³êà ïîøèðþºòüñÿ é íà çàãàëüíó âåðñ³þ ïðà-

âèëà �4.) Íåõàé ãåíåðàòèâíà ìîäåëü ìàº ñòðóêòóðó, ïîêàçàíó íà ðèñ. 1, à.

Ìàðêîâñüêèìè âëàñòèâîñòÿìè ö³º¿ ìîäåë³ º Ind ( ;; )X W òà Ind { }( ; , ; )X Z W Y .

Çàñòîñóºìî àëãîðèòì ç îðèã³íàëüíèìè (íàâåäåíèìè ó ðîçä. 2) ïðàâèëàìè

îð³ºíòàö³¿. Ïðàâèëî �0 âèâåäå îð³ºíòàö³þ X Z W� �� 
 . Ïðàâèëî �1 âèêîíàº

îð³ºíòàö³þ X Z Y�� � . Ïðàâèëî �2 îð³ºíòóº ðåáðî W Y�� . Ó ö³é ñèòóàö³¿

çàäîâîëüíÿþòüñÿ óìîâè ïðàâèëà �4 1( ) , à ñàìå âèïàäêó (11) ïðàâèëà. Òîìó áóäå

âèâåäåíî W Y� . Áà÷èìî, ùî çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �4 1( ) ïîðîäæóº íåàäåêâàò-

íå ðåáðî (çàì³ñòü á³îð³ºíòîâàíîãî âèâîäèòüñÿ êàóçàëüíå ðåáðî). Âèâåäåíà ìî-

äåëü ïîêàçàíà íà ðèñ. 1, á. (Äåòàëüí³øå ïðî çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà �4 1( ) äèâ.

ó [20].) Îòæå, âèïàäîê (11) ïðàâèëà �4 1( ) ïîòðåáóº êîðåêö³¿.

Êîðåãîâàíà âåðñ³ÿ �4
1( )

( )N ïðàâèëà ìàº òàêèé âèãëÿä:

A B C B D C D A C B D C	� � 
	 �	 � � 
	 �& & ( , )min� �Sep ; (17)

A B C B D C D A C B D C	� � 
	 �	 � � � �& & ( , )min� Sep . (18)

Ó ïðàâèë³ (17) ï³ñëÿ çíàêó ³ìïë³êàö³¿ çàì³ñòü ïîçíà÷êè õâîñòà âèêîðèñòàíî ïî-

çíà÷êó íåâèçíà÷åíîãî ê³íöÿ ðåáðà D C�� . Êîíñòðóêö³ÿ 
	 �D � âêàçóº íà íå-

êîë³çîðíèé ñòèê ðåáåð.

Âçÿâøè çà îñíîâó òðàäèö³éíèé àëãîðèòì âèâåäåííÿ, çàì³íèìî �2 ïðàâè-

ëîì �2( )N , à ïðàâèëî (11) ïðàâèëîì (17). Òîä³ äëÿ íàâåäåíîãî ïðèêëàäó
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Ðèñ. 1. ²ëþñòðàö³ÿ çàñòîñóâàííÿ
ïðàâèëà � 4 1( ): ãåíåðàòèâíà ìî-
äåëü (à); âèâåäåíà ìîäåëü (á)
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(ðèñ. 1, à) ïðàâèëî �2( )N íå ä³º, à ïðàâèëî �4
1( )

( )N âèâåäå ðåáðî W Y�� , ùî íå

ñóïåðå÷èòü ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³. Íåâèçíà÷åíèé ê³íåöü öüîãî ðåáðà ìàñêóº òîé

ôàêò, ùî ìîäåëü âèõîäèòü çà ìåæ³ êëàñó àíöåñòðàëüíèõ.

Äëÿ òîãî ñàìîãî íàáîðó çâ’ÿçê³â (äèâ. ðèñ. 1, à) ñïðîáóºìî ïîáóäóâàòè

ñöåíàð³é âèâåäåííÿ, ÿêèé ïðèâåäå äî òî÷í³øî¿ îð³ºíòàö³¿ ðåáåð, òàê, ùîá ðå-

çóëüòàòîì áóëà íåàíöåñòðàëüíà ìîäåëü. Ñòâîðèìî óìîâè äëÿ ðîçï³çíàâàííÿ

á³îð³ºíòîâàíîãî ðåáðà ì³æ W òà Y . Äëÿ öüîãî ðîçøèðèìî ìîäåëü ³ óòâîðèìî

íåøóíòîâàíèé êîë³çîð, ÿêèé áè äàâ çìîãó ïðàâèëó �0 âñòàíîâèòè äðóãå â³ñòðÿ

ðåáðà W Y� . Âêëþ÷èìî â ãåíåðàòèâíó ìîäåëü äîäàòêîâèé ôðàãìåíò ³ç òðüîìà

çì³ííèìè: Q, T òà V . Ó ðåçóëüòàò³ ìàòèìåìî ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, ïîêàçàíó íà

ðèñ. 2, à. (Ôîðìàëüíî òåïåð ìàºìî ³íøó çàäà÷ó âèâåäåííÿ. Àëå ïî ñóò³ ìîäåëü,

ïîêàçàíà íà ðèñ. 1, à, ìîæå áóòè îòðèìàíà ç ìîäåë³, ïîêàçàíî¿ íà ðèñ. 2, à, ÿêùî

ïðèõîâàòè çì³íí³ Q, T , V .) Ç’ÿñîâóºòüñÿ, ùî íå âäàºòüñÿ âèâåñòè ìîäåëü ç âî÷å-

âèäü íåàíöåñòðàëüíîþ ñòðóêòóðîþ. Ä³éñíî, ñåïàðóâàòè çì³íí³ Q òà Y íåìîæ-

ëèâî. Ëàíöþã Y Z W Q
 
 
	 çàáåçïå÷óº çàëåæí³ñòü ì³æ Q òà Y . Ùîá ïåðå-

êðèòè öåé ëàíöþã, òðåáà êîíäèö³îíóâàòè çì³ííó (âåðøèíó) W àáî Z, àëå öå

â³äêðèº øëÿõ ÷åðåç êîë³çîð ãåíåðàòèâíî¿ ìîäåë³ Y W Q� 
	 . Îòæå, äëÿ ïàðè

Q, Y íå ³ñíóº ñåïàðàòîðà ³ áóäå âèâåäåíå ³ëþçîðíå ðåáðî Y Q� �� . Äàë³ áóäóòü âè-

âåäåí³ îð³ºíòàö³¿ X Z W� �� 
 òà X Z Y�� � . Ó «äîäàí³é» ÷àñòèí³ ìîäåë³ ïðà-

âèëî �0 âñòàíîâèòü îð³ºíòàö³¿ T Q V� �� 
 . Óíàñë³äîê íàÿâíîñò³ ðåáðà Y Q� ��

ó âèâåäåí³é ìîäåë³ êîë³çîð Y W Q� 
	 ñòàº íåìîâ áè «øóíòîâàíèì». Òîìó

ïðàâèëî �0 äëÿ íüîãî íå ä³º. Ê³íåöü ðåáðà W Y��	 çàëèøàºòüñÿ íåâèçíà÷åíèì.

Ïîò³ì ïðàâèëî �1 âèâåäå êàóçàëüí³ ðåáðà W Q
 òà Y Q
 , à äàë³ (íà â³äì³íó

â³ä ïîïåðåäíüîãî âèïàäêó) ïðàâèëî �1 âèâåäå êàóçàëüíå ðåáðî Z W
 . Òåïåð

ñïðàöþº ïðàâèëî �2( )N ³ âñòàíîâèòü îð³ºíòàö³þ W Y�� . Íà öüîìó ïðîöåñ

îð³ºíòàö³é ðåáåð çàâåðøóºòüñÿ. Îòæå, íå âäàëîñÿ âèâåñòè á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî

W Y� . Çàâäÿêè ³ëþçîðíîìó ðåáðó ôàêò íåàíöåñòðàëüíîñò³ ìîäåë³ çàëè-

øàºòüñÿ çàìàñêîâàíèì. Àëå ÿêùî â àëãîðèòì³ çàì³ñòü (17) çàñòîñîâóºòüñÿ

îðèã³íàëüíå ïðàâèëî �4 1( ) , íàïðèêëàä (11), òî öå ïðàâèëî îð³ºíòóº ðåáðî ÿê

W Y� , ùî º íåàäåêâàòíèì.

Îñê³ëüêè ³ëþçîðíå ðåáðî ó âèâåäåí³é ìîäåë³ îòðèìàëî ñòàòóñ êàóçàëüíîãî,

âîíî ìîæå ïîðîäæóâàòè ïîìèëêîâ³ êàóçàëüí³ âèñíîâêè. Â³çóàëüíèé àíàë³ç âèâå-

äåíî¿ ìîäåë³ (äèâ. ðèñ. 2, á) äàº àíàë³òèêó ï³äñòàâè ââàæàòè, ùî çì³ííà Q ìàº ùå

îêðåìèé «ïàðàëåëüíèé» âïëèâ íà çì³ííó Y êð³çü ðåáðî Q Y� (³ íå âèêëþ÷åíî,

ùî ³ñíóº ùå é òðåò³é îðøëÿõ âïëèâó íà Y â îáõ³ä Z , à ñàìå ïî ìîæëèâîìó îðøëÿ-

õó Q W Y� � ). Àëå öå íå òàê. Ïðèïóñòèìî, ãåíåðàòèâíà ìîäåëü â³äîìà. Òîä³

ÿñíî, ùî êåðóâàííÿ çì³ííîþ Z ñïðàâèòü ïåâíèé åôåêò íà Y ³ öåé åôåêò íå

çì³íèòüñÿ â³ä îäíî÷àñíîãî êåðóâàííÿ çì³ííîþ Q. Ôîðìàëüíî öå ìîæíà âèðàçè-

òè â àïàðàò³ ÷èñëåííÿ êàóçàëüíîãî åôåêòó (do-calculus) [1]. ßêùî ðîçãëÿäàòè
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Ðèñ. 2. Ïðèêëàä âèâåäåííÿ ³ëþçîðíîãî ðåáðà Q Y� : ãåíåðàòèâíà ìîäåëü (à); âèâåäåíà ìîäåëü (á)
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âèâåäåíó ìîäåëü (äèâ. ðèñ. 2, á), òî çàâäÿêè êàóçàëüíîìó ³ëþçîðíîìó ðåáðó Q Y�

ñêëàäàºòüñÿ âðàæåííÿ, ùî ìàº áóòè p Y do Z do Q p Y do Z( | ( ), ( )) ( | ( ))� . Àëå ãåíåðà-

òèâíà ìîäåëü ïîêàçóº, ùî ö³ äâà åôåêòè ³äåíòè÷í³.

Íàâåäåí³ àðãóìåíòè é âèñíîâêè îòðèìàíî äëÿ ³äåàë³çîâàíî¿ ïðîáëåìè, òîáòî

´ðóíòóþòüñÿ íà æîðñòêîìó ïðèïóùåíí³ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³». ßê ïîêàçà-

íî â [20], äëÿ ïîä³áíî¿ ãåíåðàòèâíî¿ ìîäåë³ â ðàç³ åìï³ðè÷íîãî âèâåäåííÿ ìîäåë³

ç äàíèõ ìîæå áóòè âèâåäåíà íåàíöåñòðàëüíà ìîäåëü. ²ñíóº ê³ëüêà ñöåíàð³¿â, ùî

ïðèâîäÿòü äî âèëó÷åííÿ ³ëþçîðíîãî ðåáðà Y Q� �� . Öå ìîæå ñòàòèñÿ çàâäÿêè ïî-

ðóøåííþ ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³» (äèâ. ðîçä. 5). Âèëó÷èòè ³ëþ-

çîðíå ðåáðî ìîæíà òàêîæ çà äîïîìîãîþ ñòðèìóâàííÿ Âåðìà [1, 13, 21–24]. ² íà-

ñàìê³íåöü, âèëó÷èòè ³ëþçîðíå ðåáðî ìîæíà íà ï³äñòàâ³ ñïåöèô³÷íîãî ïðåäìåòíî-

ãî çíàííÿ. Íàïðèêëàä, íåõàé ìàºìî àïð³îðí³ ïðåäìåòí³ çíàííÿ, ùî â ãåíåðàòèâí³é

ìîäåë³ çì³ííà Q ìàº ò³ëüêè îäèí ìåõàí³çì âïëèâó íà çì³ííó Y (òîáòî íå ³ñíóº «ïà-

ðàëåëüíèõ» øëÿõ³â âïëèâó). Íåõàé ç äàíèõ âèâåäåíî ìîäåëü, â³äîáðàæåíó íà ðèñ.

2, á. Òîä³, îñê³ëüêè âèëó÷åííÿ ðåáðà Q W� , W Z� ÷è Z Y� ïðèçâîäèòü äî íåà-

äåêâàòíîñò³ ìîäåë³, òî âèëó÷èòè òðåáà ðåáðî Q Y� .

Çàçíà÷èìî, ùî ñåðåä ñôîðìóëüîâàíèõ ó öüîìó ðîçä³ë³ ïðàâèë ºäèíèì, ùî

âèâîäèòü êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê, º ïðàâèëî �1.

4. ÏÐÀÃÌÀÒÈÊÀ ÂÈÂÅÄÅÍÍß ÌÎÄÅË² Ç ÄÀÍÈÕ. ÐÈÇÈÊÈ ÏÎÌÈËÎÊ

Ó ðåàëüíèõ çàäà÷àõ íà âõ³ä àëãîðèòìó âèâåäåííÿ ìîäåë³ ïîäàºòüñÿ âèá³ðêà

äàíèõ. Âèá³ðêîâèé ðîçïîä³ë éìîâ³ðíîñòåé p( ) ( )� V â³äð³çíÿºòüñÿ â³ä «òåîðå-

òè÷íîãî» ðîçïîä³ëó p( )V . Âíàñë³äîê âèá³ðêîâîãî óõèëåííÿ âèíèêàþòü åì-

ï³ðè÷í³ çàëåæíîñò³ ì³æ òåîðåòè÷íî íåçàëåæíèìè çì³ííèìè. Äëÿ òîãî ùîá

âèâåäåíà ç äàíèõ ìîäåëü ìàëà ÿêíàéìåíøå ïîìèëêîâèõ (çàéâèõ) ðåáåð,

ïîòð³áíî ÿâíî ñëàáêó ñòàòèñòè÷íó çàëåæí³ñòü òðàêòóâàòè ÿê íåçàëåæí³ñòü.

Âîäíî÷àñ âèá³ðêîâå óõèëåííÿ ìîæå ïîñëàáëþâàòè ñòàòèñòè÷í³ çàëåæíîñò³

íà ïîçèö³ÿõ äåÿêèõ àâòåíòè÷íèõ ðåáåð ãåíåðàòèâíî¿ ìîäåë³. (Íàâ³òü çà â³äñóò-

íîñò³ øóìó äåÿê³ çàëåæíîñò³ º ñëàáêèìè çàâäÿêè â³äïîâ³äíèì çíà÷åííÿì ïà-

ðàìåòð³â.) Ó âèêëàäåíîìó ðàí³øå (äèâ. êîìåíòàð³ äî (3)) âæå çãàäóâàëèñÿ ìå-

õàí³çìè, ÿê³ ïîðîäæóþòü íåìàðêîâñüê³ íåçàëåæíîñò³ â òåîðåòè÷íîìó ðîçïîä³ë³

p( )V . Òàê³ ïîä³¿ õàðàêòåðèçóþòüñÿ íóëüîâîþ ì³ðîþ çà Ëåáåãîì [11]. Íà-

òîì³ñòü ñëàáê³ çàëåæíîñò³ º òèïîâèìè (õî÷à é ïîðîäæóþòüñÿ àíàëîã³÷íèìè

ìåõàí³çìàìè). Äîñèòü ÷àñòî òåñò ïîêàçóº íåçàëåæí³ñòü ì³æ òåîðåòè÷íî çà-

ëåæíèìè çì³ííèìè. Ùîá íå âèëó÷àòè àâòåíòè÷í³ ðåáðà ìîäåë³, òðåáà óòðè-

ìàòèñÿ â³ä çàâèùåíèõ âèìîã äî ñèëè çàëåæíîñòåé. Îòæå, â³äïîâ³äí³ñòü ì³æ

åìï³ðè÷íèìè çàëåæíîñòÿìè òà ñòðóêòóðîþ ìîäåë³ ðîçìèâàºòüñÿ ³ ñïîòâî-

ðþºòüñÿ. Ó ïðîöåñ³ âèâåäåííÿ ìîäåë³ îá’ºêòèâíî âèíèêàº ðèçèê ïîìèëîê.

Ïðàãìàòè÷íå ðîçâ’ÿçàííÿ ïîëÿãàº ó â³äøóêàíí³ áàëàíñó ïîìèëîê äâîõ òèï³â

(âòðàòà ðåáðà — çàéâå ðåáðî). Àëå äëÿ ìàëèõ âèá³ðîê äàíèõ òàêèé áàëàíñ

íå ðîçâ’ÿçóº ïðîáëåìè, áî âèíèêàº áàãàòî ïîìèëîê îáîõ òèï³â îäíî÷àñíî.

Òîä³ òðåáà âçàãàë³ â³äìîâèòèñÿ â³ä ñïðîáè âèâåñòè êàóçàëüíó ìîäåëü. Äàë³

áóäåìî ââàæàòè, ùî ìàºìî äîñòàòíüî âåëèê³ âèá³ðêè äàíèõ.

Çíèæåííÿ ðèçèêó ïîìèëîê äîñÿãàºòüñÿ ñóêóïí³ñòþ çàñîá³â, ÿê³ âêëþ÷à-

þòü: «ðîçóìíèé» àëãîðèòì ïîøóêó ñåïàðàòîð³â, îïòèìàëüíèé âèá³ð òåõí³êè

îá÷èñëåííÿ òåñòîâî¿ ñòàòèñòèêè, îïòèìàëüíèé âèá³ð ïàðàìåòð³â òåñò³â òîùî.

Áàëàíñ ïîìèëîê äâîõ òèï³â äîñÿãàºòüñÿ çà ðàõóíîê âèáîðó ð³âíÿ «àëüôà» äëÿ

òåñòó. Áóäåìî ââàæàòè, ùî âèêëàäåí³ ðàí³øå âèìîãè âðàõîâàíî ³, îòæå, âèêî-
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ðèñòîâóþòüñÿ «àêóðàòí³» òåñòè íåçàëåæíîñò³. Ïîçèòèâíèé ðåçóëüòàò àêóðàòíî-

ãî òåñòó íåçàëåæíîñò³ (êîëè òåñò íå â³äõèëÿº ã³ïîòåçè íåçàëåæíîñò³) ïîçíà÷à-

òèìåìî Ind Emp ( ; ; )X YS . Òîáòî Ind Emp (*;*;*) îçíà÷àº åìï³ðè÷íó íåçàëåæí³ñòü.

Â³äïîâ³äíî �Ind Emp (*;*;*) — öå íåãàòèâíèé ðåçóëüòàò òåñòó, åìï³ðè÷íà çà-

ëåæí³ñòü. Åìï³ðè÷íó âåðñ³þ ìíîæèíè ñåïàðàòîð³â-êàíäèäàò³â K ( , | )X Y G

ïîçíà÷èìî KEmp ( , )X Y . Àíàëîã³÷íî ââîäèòüñÿ � Emp ( , )X Y .

Ïåðøà íåîáõ³äíà âèìîãà äî àêóðàòíèõ òåñò³â — íå ïîìèëÿòèñÿ ó âèïàäêàõ

òåîðåòè÷íî¿ íåçàëåæíîñò³. Öþ âèìîãó ìîæíà çàïèñàòè ôîðìàëüíî ÿê ³ìïë³êàö³þ

� � �X Y X Y X Y, : [ ( ; ; ) ~ ( ; ; )S S SInd Ind Emp ].

Óò³ì, íà ïðàêòèö³ ìîæíà ïîñëàáèòè âèìîãó. Â ö³é ôîðìóë³ êâàíòîð çàãàëü-

íîñò³ º íåîáîâ’ÿçêîâèì. Íåìàº íàãàëüíî¿ ïîòðåáè ðîçãëÿäàòè óñ³ ìîæëèâ³ ôàê-

òè íåçàëåæíîñò³ òà ðîçãëÿäàòè âñ³ ñåïàðàòîðè S . Äëÿ â³äïîâ³äíèõ àëãîðèòì³â

äîñòàòíüî ðîçãëÿäàòè ëèøå ì³í³ìàëüí³ àáî ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüí³ ñåïàðàòîðè.

Òîä³ âèìîãà, ùî çàáåçïå÷óº àëãîðèòìó êîðåêòíå âèëó÷åííÿ ðåáåð, çâîäèòüñÿ äî

³ìïë³êàö³¿

� � �X Y X Y X Y, :[ ( , ) ~ ( ; ; )minS SSep Ind Emp ].

Âîäíî÷àñ ïîòð³áíî, ùîá àêóðàòíèé òåñò íåçàëåæíîñò³ äàâàâ íåãàòèâíèé

ðåçóëüòàò ó âñ³õ «êðèòè÷íèõ» âèïàäêàõ òåîðåòè÷íî¿ çàëåæíîñò³. Ö³ êðèòè÷í³

âèïàäêè êîíêðåòèçóþòüñÿ ïðàãìàòè÷íèìè âåðñ³ÿìè ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿

«íå-îìàíëèâîñò³», íà ÿê³ ñïèðàºòüñÿ îá´ðóíòóâàííÿ àëãîðèòìó [2, 5, 17, 25–28].

ßêùî æîðñòêó ôîðìó ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³» áóêâàëü-

íî ïåðåâåñòè â åìï³ðè÷íó ôîðìó, òî ïðèïóùåííÿ áóäå âèðàæàòèñÿ ÿê

³ìïë³êàö³ÿ � �X Y, :S � � �DS Ind Emp( ; ; ) ( ; ; )X Y X YS S . Òàêó âèìîãó ìîæíà

íàçâàòè ïðèïóùåííÿì ïîâíî¿ ïðàãìàòè÷íî¿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³». Öå

ïðèïóùåííÿ íåðåàë³ñòè÷íå ³ éîãî ìîæíà ïîñëàáèòè. Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ êîðåê-

òíîñò³ ìåòîä³â âèâåäåííÿ ìîäåë³ áóäå äîñòàòíüî é ìåíø æîðñòêèõ ïðèïóùåíü.

Çàïðîïîíóºìî íåîáõ³äí³ é îáåðåæí³ âåðñ³¿ ïðàãìàòè÷íèõ ïðèïóùåíü-âèìîã.

Áóäåìî íàçèâàòè ö³ ïðàãìàòè÷í³ âåðñ³¿ ïðèïóùåííÿìè òåñòàá³ëüíîñò³.

Áóâàº, ùî òåñò ç óìîâîþ S ô³êñóº åìï³ðè÷íó íåçàëåæí³ñòü íåñóì³æíèõ

çì³ííèõ X òà Y , ïîïðè òå, ùî äåÿê³ (äîâã³ é ñëàáê³) øëÿõè ì³æ X òà Y çàëèøàþòü-

ñÿ â³äêðèòèìè ç öèì S. Òîä³ ìàºìî � �Emp ( , ) ( , | )X Y X Y G� . Ó äåÿêèõ ³íøèõ

ñèòóàö³ÿõ (êîëè ì³æ X òà Y º ³ëþçîðíå ðåáðî) ãðàôîâîãî ñåïàðàòîðà äëÿ X , Y íå

³ñíóº, àëå ³ñíóº «íåëåã³òèìíèé», âò³ì, òîëåðàíòíèé åìï³ðè÷íèé ñåïàðàòîð.

Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ åòàïó 1 âèâåäåííÿ ìîäåë³ ïîòð³áíî òàêå «ïåðâèííå»

ïðèïóùåííÿ: ÿêùî â ãåíåðàòèâí³é ìîäåë³ ³ñíóº ðåáðî X Y	�	 , òî âñ³ òåñòè

óìîâíî¿ íåçàëåæíîñò³ äëÿ ïàðè X , Y ìóñÿòü äàòè íåãàòèâíèé ðåçóëüòàò

�Ind Emp ( ; ; )X YS . Öå ïðèïóùåííÿ ìîæíà ôîðìàëüíî çàïèñàòè ÿê ³ìïë³êàö³þ

X Y X Y	�	 � � �S S( , ) : �Ind Emp ( ; ; )X YS . (19)

Òàêå ïðèïóùåííÿ (ç íàçâîþ Adjacency-Faithfulness) çàïðîïîíîâàíî â [25].

Óò³ì, êâàíòîð çàãàëüíîñò³ â (19) äëÿ òèïîâèõ àëãîðèòì³â íå º îáîâ’ÿçêîâèì

³ âñòàíîâëþº çàâèùåí³ âèìîãè äî ðåáåðíî¿ çàëåæíîñò³. (Ó ðîçïîä³ë³ p( ) ( )� V

ìîæíà çíàéòè áàãàòî àíîìàëüíèõ ïàòòåðí³â, ÿê³ íå º êðèòè÷íèìè.) Äëÿ ñèñ-

òåìàòè÷íèõ àëãîðèòì³â äîñòàòíüî, ùîá òåñò íåçàëåæíîñò³ äàâàâ íåãàòèâíèé

ðåçóëüòàò äëÿ íàáîð³â çì³ííèõ S, ñôîðìîâàíèõ çã³äíî ç ïðàâèëàìè ïîøóêó

ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíèõ ñåïàðàòîð³â äëÿ ïàðè X , Y [16, 17]. Îòæå, îòðèìóºìî
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ïðàãìàòè÷íå ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ ðåáåðíî¿ çàëåæíîñò³ (ÏÒÐÇ):

X Y X Y Nill X Y	�	 � � � � �S S[ ( , ) : ( ; ; )KEmp Emp{ }] Ind . (20)

Âèêîíàííÿ (20) º äðóãîþ íåîáõ³äíîþ âèìîãîþ äî àêóðàòíèõ òåñò³â. Äëÿ

îá´ðóíòóâàííÿ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð íåîáõ³äí³ ³íø³ âåðñ³¿ ïðàãìàòè÷íèõ

ïðèïóùåíü-âèìîã; âîíè áóäóòü âèêëàäåí³ ó ðîçä. 6. Ñòðîãî êàæó÷è, äëÿ òîãî

ùîá ñôîðìóëüîâàí³ ðàí³øå ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿ çàñòîñîâóâàòè ïðàêòè÷íî, ¿õ

òðåáà áóëî áè ïåðåïèñàòè, çàì³íèâøè êîíñòðóêò Sepmin (*, *), âèçíà÷åíèé äëÿ

òåîðåòè÷íîãî ðîçïîä³ëó p( )V , åìï³ðè÷íèì àíàëîãîì. (Öå ñòîñóºòüñÿ ïðàâèë

(5), (6), (9), (11)–(14), (16)–(18). Ïðàâèëî (15) íå ì³ñòèòü öüîãî êîíñòðóêòà.)

5. ÄÅÌÎÍÑÒÐÀÖ²ß ÐÈÇÈÊ²Â ÒÀ ÀÍÎÌÀË²É ÎÐ²ªÍÒÀÖ²¯ ÐÅÁÅÐ Ó ÂÈÂÅÄÅÍÍ²
ÌÎÄÅË² Ç ÅÌÏ²ÐÈ×ÍÈÕ ÄÀÍÈÕ

Ïîêàæåìî, ùî âèâåäåííÿ ìîäåë³ ç äàíèõ ñòàíäàðòíèìè àëãîðèòìàìè ìîæå

ïðèâîäèòè äî àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàò³â. Çîêðåìà, äëÿ ãåíåðàòèâíî¿ ìîäåë³

çà ìåæàìè êëàñó àíöåñòðàëüíèõ ãðàô³â çíàéäåíî ñöåíàð³¿, êîëè êîðåêòíèé àë-

ãîðèòì (íàïðèêëàä, FCI) âèâîäèòü àäåêâàòíó ìîäåëü (íåàíöåñòðàëüí³ñòü ÿêî¿

ðåïðåçåíòîâàíî ÿâíî). Áóëî ïðîâåäåíî íèçêó ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â (äèâ.

[20]). Âèêîðèñòîâóâàëàñü ë³í³éíà ìîäåëü ç³ ñòðóêòóðîþ, ïîêàçàíîþ íà

ðèñ. 3, à. ßêùî ðåçóëüòàòè âñ³õ âèêîíàíèõ òåñò³â íåçàëåæíîñò³ óçãîäæóþòüñÿ

ç ôàêòàìè d-ñåïàðàö³¿, òî áóäå âèâåäåíî ³ëþçîðíå ðåáðî Y Q� �� , ³ òîä³ ïðà-

âèëî (17) áóäå îð³ºíòóâàòè ðåáðî W Y�� . Íåâèçíà÷åíèé ê³íåöü öüîãî ðåáðà

ìàñêóº òîé ôàêò, ùî ãåíåðàòèâíà ìîäåëü íå º àíöåñòðàëüíîþ. Íàòîì³ñòü

ó [20] çíàéäåíî äîâîë³ ðåàë³ñòè÷í³ ñöåíàð³¿, êîëè ³ëþçîðíå ðåáðî âèëó÷àºòüñÿ

ï³ä ÷àñ âèâåäåííÿ. Çà îäíèì ñöåíàð³ºì ã³ïîòåçà íåçàëåæíîñò³ Q òà Y óòðè-

ìóºòüñÿ çàâäÿêè òîìó, ùî áåçóìîâíà êîðåëÿö³ÿ ì³æ çì³ííèìè Q òà Y ñëàáêà,

çà ³íøèì — çàâäÿêè òîìó, ùî çà óìîâè íà Z ÷àñòèííà êîðåëÿö³ÿ ì³æ çì³ííè-

ìè Q òà Y ñëàáêà. Âíàñë³äîê âèëó÷åííÿ ðåáðà Y Q� �� ïðàâèëî �0 âñòàíîâèòü

îð³ºíòàö³¿ Y W Q� �� 
 . Òàêîæ �0 îð³ºíòóº X Z W� �� 
 . Ïðàâèëî �1

îð³ºíòóº Z Y� òà Z W
 . Ó ö³é ñèòóàö³¿ áóäå çàñòîñîâàíå ïðàâèëî �2( )N ,

ùî äàñòü W Y� . Îòæå, ó âèâåäåí³é ìîäåë³ ç’ÿâèòüñÿ ìàéæå öèêëîí

W Z Y W� � � . Íà öüîìó âèâåäåííÿ çàâåðøèòüñÿ. Ðåçóëüòàò ïîêàçàíî íà

ðèñ. 3, á. (Ïðàâèëî (17) íå ïðàöþº äëÿ ôðàãìåíòà ç³ çì³ííèìè X Z W, , , Y ,

îñê³ëüêè óìîâè ïðàâèëà âèìàãàþòü W Y��* . Äëÿ ³íøîãî ôðàãìåíòà, ÿêèé

ñêëàäàºòüñÿ ç òðèêóòíèêà ðåáåð òà ðåáðà W Q
� , ïðàâèëî (18) íå ïðàöþº,

òîìó ùî íå çàäîâîëåíî óìîâó Y Z��	 .) Îòæå, âèâåäåíî àäåêâàòíó íåàíöåñ-

òðàëüíó ìîäåëü.

ßêùî çì³íèòè ïîñòàíîâêó çàäà÷³, à ñàìå çðîáèòè çì³ííó X ïðèõîâàíîþ,

à âñå ³íøå (êîðåëÿö³¿, àëãîðèòì, ïîð³ã çíà÷óùîñò³ òåñò³â) çáåðåãòè íåçì³ííèì,

òî çàëåæí³ñòü ì³æ Q òà Y çàëèøèòüñÿ ñëàáêîþ. Òîìó òàêîæ áóäå âèëó÷åíå ³ëþ-

22 ISSN 1019-5262. Ê³áåðíåòèêà òà ñèñòåìíèé àíàë³ç, 2022, òîì 58, ¹ 2

Z W

YX
Q Q

Z W

YX
Q

Z W

Y

Ðèñ. 3. ²ëþñòðàö³ÿ âèâåäåííÿ ìîäåë³ ç äàíèõ, êîëè ³ëþçîðíå ðåáðî âèëó÷àºòüñÿ: ãåíåðàòèâíà
ìîäåëü (à); âèâåäåíà ìîäåëü (á); âèâåäåíà ìîäåëü, êîëè çì³ííà X ïðèõîâàíà (â)

áà â



çîðíå ðåáðî. Àëå òåïåð ï³ñëÿ ïðàâèë �0 òà �1 ñïðàöþº ïðàâèëî (18), ÿêå âñòà-

íîâèòü îð³ºíòàö³¿ Z Y W� � . Âèâåäåíà ìîäåëü ïîêàçàíà íà ðèñ. 3, â.

Îð³ºíòàö³ÿ ðåáðà Z Y� º ïîìèëêîâîþ.

Îòæå, ïîðóøåííÿ ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³» (ó ôîðì³ ñëàáêîñò³

çàëåæíîñò³, óòâîðåíî¿ òðüîìà ðåáðàìè) ìîæå ïðèçâîäèòè äî àíîìàëüíèõ ðåçóëü-

òàò³â. Â îäíèõ âèïàäêàõ îòðèìóºìî àäåêâàòíó ìîäåëü ïîçà ìåæàìè àíöåñòðàëüíèõ

ãðàô³â, ó ³íøèõ — á³îð³ºíòîâàíå ðåáðî íà ïîçèö³¿ êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó. Äëÿ îá´ðóí-

òóâàííÿ êîðåêòíîñò³ ïðàâèë îð³ºíòàö³é ïîòð³áíî óòî÷íþâàòè ïðèïóùåííÿ.

6. ÓÌÎÂÈ ÍÀÄ²ÉÍÎÑÒ² ÎÐ²ªÍÒÀÖ²É ÐÅÁÅÐ

Ó ðîçä. 4 ñôîðìóëüîâàíî ïðàãìàòè÷íå ÏÒÐÇ, ÿêå âèçíà÷àº óìîâè, çà ÿêèõ êî-

ðåêòíèé àëãîðèòì çáåðåæå âñ³ àâòåíòè÷í³ ðåáðà ìîäåë³. Äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ

ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ïîòð³áí³ æîðñòê³ø³ ïðèïóùåííÿ, îñê³ëüêè íåîáõ³äíî

ðîçï³çíàâàòè çàëåæí³ñòü çì³ííèõ, ïîºäíàíèõ øëÿõîì, òîáòî ïîñë³äîâí³ñòþ ðå-

áåð. Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïðàãìàòè÷íèõ ïðèïóùåíü òåñòàá³ëüíîñò³ äîö³ëüíî

áðàòè äî óâàãè ê³ëüê³ñí³ õàðàêòåðèñòèêè ñèëè çàëåæíîñòåé (íàïðèêëàä, êîðå-

ëÿö³¿ àáî âåëè÷èíè p-çíà÷åíü çà ðåçóëüòàòàìè òåñòóâàííÿ). ² ò³ ñàì³ õàðàê-

òåðèñòèêè òðåáà âêëþ÷àòè â óìîâè ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð. Àëå ðîçðîáíèêè

â³äîìèõ ïðàâèë àáñòðàãóâàëèñÿ â³ä ê³ëüê³ñíîãî àñïåêòó çâ’ÿçê³â ³ ñôîðìóëþâà-

ëè ïðàâèëà îð³ºíòàö³¿, ñïèðàþ÷èñü ò³ëüêè íà ñàì³ ôàêòè (íå)çàëåæíîñò³ â ëî-

êàëüíèõ êîíô³ãóðàö³ÿõ. Îòæå, â³äïîâ³äí³ ïðèïóùåííÿ òàêîæ äîâîäèòüñÿ ôîðìó-

ëþâàòè íà êîíöåïòóàëüíîìó ð³âí³, ñóòî â òåðì³íàõ ôàêò³â (íå)çàëåæíîñò³.

Óìîâà êîðåêòíîãî ôóíêö³îíóâàííÿ ïðàâèë �0 òà �1 ôîðìóëþºòüñÿ ÿê

â³äïîâ³äíå ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³. Âàð³àíòè 2-ðåáåðíîãî ëàíöþãà

X Y Z� � , X Y Z
 � òà X Y Z� � ðåïðåçåíòóºìî ÿê X Y Z	�	 � .

Ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ 2-ðåáåðíî¿ çàëåæíîñò³ (ÏÒ2ÐÇ):

ÿêùî â ìîäåë³ ³ñíóº ëàíöþã X Y Z	�	 � ³ íåìàº X Z	�	 , òî äëÿ âñ³õ íà-

áîð³â S �� Emp ( , )X Z òàêèõ, ùî Y �S , áóäå çíà÷óùà çàëåæí³ñòü

�Ind Emp ( ; ; )X ZS , çîêðåìà, áóäå �Ind Emp ( ;; )X Z .

Ïîðóøåííÿ ÏÒ2ÐÇ ìîæå ïðèçâîäèòè, çîêðåìà, äî ïîìèëêîâî¿ ä³¿ ïðàâèëà

�0 . Âîäíî÷àñ íà ïðàêòèö³ ìîæëèâ³ ³íø³ ñèòóàö³¿, êîëè ïðàâèëî �0 íå áóäå çàñòî-

ñîâàíå òàì, äå ïîâèííî áóòè çàñòîñîâàíå. Íåõàé ó ìîäåë³ ³ñíóþòü êîë³çîð

X Y Z	� 
	 ³ äåÿê³ ëàíöþãè (ëàíöþã) ì³æ X òà Z äîâæèíîþ ÷îòèðè ÷è á³ëüøå

ðåáåð. Ó ö³é ñèòóàö³¿ ìîæëèâèé íåâäàëèé ñöåíàð³é âèâåäåííÿ, ÿêèé çàâàäèòü ïðà-

âèëó �0 îð³ºíòóâàòè êîë³çîð X Y Z	� 
	 . Íåâäàëèé ñöåíàð³é ðåàë³çóºòüñÿ,

ÿêùî àëãîðèòì «íàøòîâõíåòüñÿ» íà «íåêîðåêòíèé» ñåïàðàòîð äëÿ X òà Z ðàí³øå,

í³æ çíàéäå êîðåêòíèé. Íåêîðåêòíèé ñåïàðàòîð ì³ñòèòü çì³ííó Y . Òàê ìîæå ñòàòè-

ñÿ, êîëè ïðîâîêîâàíà çàëåæí³ñòü ÷åðåç êîë³çîð X Y Z	� 
	 (ìàéæå)

àí³ã³ëþºòüñÿ ç çàëåæí³ñòþ ÷åðåç â³äêðèò³ ëàíöþãè (ëàíöþã), òàê ùî îòðèìàºìî

Ind Emp ( ; ; )X ZS , Y �S . Óìîâîþ, ùî íåâäàëèé ñöåíàð³é íå â³äáóäåòüñÿ, º âèêî-

íàííÿ ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ ïåðâèííî¿ ïðîâîêîâàíî¿ çàëåæíîñò³:
ÿêùî ìàºìî X Y Z	� 
	 , òî äëÿ âñ³õ S �� Emp ( , )X Z òàêèõ, ùî Y �S,

áóäå �Ind Emp ( ; ; )X ZS .

Ïðèïóùåííÿ ç òàêîþ íàçâîþ, ÿêå ñôîðìóëüîâàíî â [20], íå âèêîíóº âêàçà-

íî¿ ôóíêö³¿.

Ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ 3-ðåáåðíî¿ çàëåæíîñò³ (ÏÒ3ÐÇ) ôîðìóëþºòüñÿ òàê:

ÿêùî â ìîäåë³ ³ñíóº ëàíöþã X Y Z W	�	 	�	 	�	 , òî äëÿ âñ³õ òàêèõ

S � �[ ( , ) ]KEmp { }X W Nill , ÿê³ íå âêëþ÷àþòü Y àáî Z (Y Z, �S), áóäå

�Ind Emp ( ; ; )X WS (çîêðåìà, âèêîíóºòüñÿ �Ind Emp ( ;; )X W ).
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Îäíå ç òðüîõ ðåáåð óêàçàíîãî ëàíöþãà ìîæå áóòè á³îð³ºíòîâàíèì.

Ìîæíà çàïèñàòè ÏÒ3ÐÇ â ³íø³é ôîðì³:

ÿêùî ìàºìî ëàíöþã X Y Z W	�	 	�	 	�	 , òî àáî Y X W� Sepmin ( , ), àáî

Z X W�Sepmin ( , ), àáî X òà W íå ñåïàðóþòüñÿ.

Çíà÷åííÿ ÏÒ3ÐÇ ó âèâåäåíí³ ìîäåë³ ìîæíà ïîÿñíèòè íà ïðèêëàä³ íåàíöåñ-

òðàëüíî¿ ñòðóêòóðè, ïîêàçàíî¿ íà ðèñ. 4, à. Ëàíöþã

X Z Y W	� � � ìàº çàáåçïå÷óâàòè áåçóìîâíó çà-

ëåæí³ñòü ì³æ X òà W. Àëå íåõàé ÏÒ3ÐÇ ïîðóøåíå, òàê

ùî àëãîðèòì îòðèìóº ðåçóëüòàò òåñòó Ind Emp ( ;; )X W .

Òîä³ ³ëþçîðíå ðåáðî X W� �� âèëó÷àºòüñÿ, à ïðàâèëî

�0 îð³ºíòóº X Z W� �� 
 . Îñê³ëüêè ìàºìî

Ind Emp ( ; ; )X Z Y , òî âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðàâèëà (18),

îòæå, îòðèìàºìî Z W Y� � . Â³äáóëàñü ïîìèëêîâà

îð³ºíòàö³ÿ: çàì³ñòü êàóçàëüíîãî çâ’ÿçêó W Y
 âèâåäåíî

á³îð³ºíòîâàíèé W Y� . (Óò³ì, ðàçîì ç ö³ºþ ïîìèëêîþ

îòðèìàíî ê³ëüêà àäåêâàòíèõ îð³ºíòàö³é.) Íàòîì³ñòü,

ÿêùî ÏÒ3ÐÇ âèêîíóºòüñÿ, òî ðåçóëüòàòîì âèâåäåííÿ

â öüîìó ðàç³ áóäå íåîð³ºíòîâàíà ìîäåëü.

Äëÿ òîãî ùîá çàïîá³ãòè íåêîðåêòíîìó çàñòîñóâàííþ ïðàâèëà (18) äëÿ

ïîä³áíèõ ìîäåëåé, âêàçàíîãî ïðèïóùåííÿ íåäîñòàòíüî. Ó ö³é ñèòóàö³¿ (ðèñ. 4, à)

ïðèïóùåííÿ êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³» ìîæå ïîðóøóâàòèñÿ é â ³íøîìó ôîð-

ìàò³ òåñòó. Çîêðåìà, ïðàêòè÷íî ìîæëèâèì º åìï³ðè÷íèé ôàêò Ind Emp ( ; ; )X Y W .

Òîä³ îòðèìàºìî òîé ñàìèé ïîìèëêîâèé ðåçóëüòàò. Îòæå, äëÿ îá´ðóíòóâàííÿ êî-

ðåêòíîñò³ ïðàâèëà �4
1( )

( )N òðåáà ïðèéíÿòè ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ 1-äèñ-

òàíòíî¿ ïðîâîêîâàíî¿ çàëåæíîñò³ (ÏÒ1ÄÏÇ):

X Y Z Y Q X Z Q X Z	� 
	 � � � � �& & ( , )& ( ; ; ).S S SKEmp EmpInd (21)

Â åìï³ðè÷íîìó ñåíñ³ ïðèïóùåííÿ (21) æîðñòê³øå çà íàâåäåíå ðàí³øå ïðè-

ïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ ïåðâèííî¿ ïðîâîêîâàíî¿ çàëåæíîñò³. Àëå ùå á³ëüøå

ï³äñèëþâàòè âèìîãè íåäîö³ëüíî. ª ìîæëèâ³ñòü ïðîäóêòèâíî¿ ðîáîòè ïðèâè-

ëà �0 ó ñèòóàö³ÿõ, êîëè ç òî÷êè çîðó d-ñåïàðàö³é äëÿ öüîãî íåìàº óìîâ. Íå-

õàé â ñòðóêòóð³ ìîäåë³ ³ñíóþòü êîë³çîð X Y Z	� � òà îðøëÿõ

Y Q V Z� � �� � � . Äëÿ ïàðè X , Z íå ³ñíóº ãðàôîâîãî ñåïàðàòîðà. Àëå

åìï³ðè÷íèé ñåïàðàòîð («íåëåã³òèìíèé», âò³ì, «òîëåðàíòíèé») ìîæå ³ñíóâàòè.

Íàïðèêëàä, ìîæå âèêîíóâàòèñÿ Ind Emp ( ; ; )X V Z . Òîä³ â³äêðèâàºòüñÿ ìîæ-

ëèâ³ñòü îð³ºíòóâàòè êîë³çîð çà äîïîìîãîþ ïðàâèëà �0 .

Ðîçãëÿíåìî ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ êîìá³íîâàíî¿ 3-ðåáåðíî¿ çà-
ëåæíîñò³ (ÏÒÊ3ÐÇ), ùî ôîðìóëþºòüñÿ òàê:

ÿêùî â ìîäåë³ ³ñíóº øëÿõ A B D C	� 
	 	�	 , ïðè÷îìó ôðàãìåíò

B D C
	 	�	 º ëàíöþãîì ³ íåìàº ðåáðà A C	�	 , òî äëÿ âñ³õ S �� Emp ( , )A C òà-

êèõ, ùî B �S, D �S, áóäå �Ind Emp ( ; ; )A CS , çîêðåìà, âèêîíóºòüñÿ

�Ind Emp ( ; ; )A B C .

Ìîæíà ñôîðìóëþâàòè çâóæåíó âåðñ³þ ïðèïóùåííÿ ÏÒÊ3ÐÇ: ÿêùî â ìî-

äåë³ ³ñíóº ðåáðî A B	� , ëàíöþã B D C
	 �	� òà âèêîíóºòüñÿ

B A C�Sepmin ( , ), òî íåîäì³ííî D òàêîæ íàëåæèòü öüîìó Sepmin ( , )A C .

Âèêîíàííÿ ÏÒÊ3ÐÇ íåîáõ³äíå äëÿ êîðåêòíî¿ ðîáîòè ïðàâèëà �4
1( )

( )N . Òè-

ïîâà ñèòóàö³ÿ, äå çàñòîñîâóºòüñÿ ïðàâèëî �4
1( )

( )N , ïðî³ëþñòðîâàíà íà ðèñ. 4, á.

Ìàºìî øëÿõ X Z W Y	� 
 � . ßêùî çà óìîâè êîíäèö³îíóâàííÿ çì³ííî¿ Z çà-
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Z W

Y

X

Z W

Y

X

	

	

Ðèñ. 4. Ïðèêëàäè ñòðóêòó-
ðè: íåàíöåñòðàëüíà (à); àí-
öåñòðàëüíà (á)

á

à



ëåæí³ñòü ÷åðåç öåé øëÿõ áóäå íåçíà÷óùîþ, òî îòðèìàºìî Ind Emp ( ; ; )X Z Y .

Òîä³ áóäóòü âèêîíàí³ óìîâè ïðàâèëà (18) ³ â ðåçóëüòàò³ îòðèìàºìî îð³ºíòàö³¿

Z W Y� � , òîáòî ïîìèëêîâ³ îð³ºíòàö³¿ äâîõ ðåáåð. Ïîðóøåííÿ ÏÒÊ3ÐÇ ïðè-

çâåëî äî òîãî, ùî ñïðàöþâàâ ³íøèé âèïàäîê ïðàâèëà �4
1( )

( )N .

Çðîçóì³ëî, ùî çàïðîïîíîâàí³ ïðèïóùåííÿ íå îõîïëþþòü âñ³õ ðèçèê³â

åìï³ðè÷íîãî âèâåäåííÿ ìîäåë³. Íàïðèêëàä, ñëàáêîþ ìîæå áóòè çàëåæí³ñòü, ùî

óòâîðþºòüñÿ íà îñíîâ³ ÷îòèðüîõ ðåáåð. Ðîçãëÿíåìî ãåíåðàòèâíó ìîäåëü, çîáðà-

æåíó íà ðèñ. 5, à. (Ó ö³é ñòðóêòóð³ ³ñíóþòü äâà ìàéæå öèêëîíè:

W Z Y W� � � òà Q W Z Y Q� � � � .) ßêùî äëÿ ö³º¿ ìîäåë³ ïðèïóùåííÿ

êàóçàëüíî¿ «íå-îìàíëèâîñò³» âèêîíóºòüñÿ â ïîâíîìó îáñÿç³, òî áóäå âèâåäåíà ìî-

äåëü, ïîêàçàíà íà ðèñ. 5, á. (Öåé ê³íöåâèé ðåçóëüòàò äîñÿãàºòüñÿ â³äðàçó ï³ñëÿ çà-

ñòîñóâàííÿ ïðàâèë �0 òà �1.) Ñòðóêòóðà ì³ñòèòü ³ëþçîðíå ðåáðî Y V
� .

Òåïåð ðîçãëÿíåìî, ùî ñòàíåòüñÿ, ÿêùî áåçóìîâíà çàëåæí³ñòü ÷åðåç ëàíöþã

Y Z W Q V
 
 
 
 íå òåñòóºòüñÿ, òîáòî ìàºìî Ind Emp ( ;; )Y V . (Ñëàáêà 4-ðå-

áåðíà çàëåæí³ñòü.) Òîä³ ó âèâåäåí³é ìîäåë³ ³ëþçîðíîãî ðåáðà íå áóäå. Íà åòàï³

1 àëãîðèòì âèâåäå àäåêâàòíèé íàá³ð íåîð³ºíòîâàíèõ ðåáåð, âèêîðèñòàâøè, çîê-

ðåìà, òàê³ ðåçóëüòàòè òåñò³â: Ind ( ;; )V Y , Ind ( ;; )X W , Ind ( ; ; )V Q W òà

Ind { }( ; , ; )X Z W Y . Ïðàâèëî �0 âñòàíîâèòü îð³ºíòàö³¿ ðåáåð X Z W� �� 
 ,

Y Q V� �� 
 òà Z Y Q� �� 
 . Ïðàâèëî �1 îð³ºíòóº ðåáðà Z Y� , W Q
 òà

Z W
 . Ó ö³é ñòðóêòóð³ äëÿ ëàíöþãà W Z Y� � ³ ðåáðà W Y� �� ìàº áóòè çà-

ñòîñîâàíî ïðàâèëî �2; âîíî îð³ºíòóº ðåáðî W Y�� . Äëÿ ôðàãìåíòà ç³ çì³ííè-

ìè V , Q, Y , W ïðàâèëî (18) íå ñïðàöüîâóº, òîìó ùî óìîâè (18) âèìàãàþòü

Y W��	 , à ìàºìî Y W
� . Ðåçóëüòàò âèâåäåííÿ â³äîáðàæåíî íà ðèñ. 5, â.

Ìàºìî øëÿõ ÷àñòêîâî íåâèçíà÷åíîãî õàðàêòåðà äîâæèíîþ ó òðè ðåáðà

V Q W Y� �� � � . ßêùî óòî÷íèòè ðåáðî W Y�� ÿê W Y� , âèíèêíå ëàíöþã

äîâæèíîþ òðè ðåáðà, ÿêèé ñóïåðå÷èòü ôàêòó Ind Emp ( ;; )Y V (ç îãëÿäó íà

ÏÒ3ÐÇ). Îòæå, íåîáõ³äíî óòî÷íèòè ðåáðî ÿê W Y� . Àëå ÿêèìè çàñîáàìè? Äëÿ

ôðàãìåíòà ç³ çì³ííèìè X Z W, , , Y ïðàâèëî �4
1( )

( )N íå âèêîíóºòüñÿ (äî òîãî æ

ìàºìî W X Y�Sepmin ( , ), ùî â³äïîâ³äàº âèïàäêó (17), ÿêèé íå äàº á³îð³ºíòîâà-

íîãî ðåáðà). ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî, ïðàâèëî (18) íå âèêîíóºòüñÿ äëÿ ôðàãìåí-

òà ç³ çì³ííèìè V Q Y, , , W ÷åðåç òå, ùî óìîâè âèìàãàþòü Y W��	 . Öÿ ÷àñòèíà

óìîâè ïðàâèëà óñïàäêîâàíà â³ä îðèã³íàëüíîãî ôîðìóëþâàííÿ, ïðèçíà÷åíîãî äëÿ

àíöåñòðàëüíèõ ìîäåëåé (äèâ. (10) ³ (12)). Ìîæíà ïîñëàáèòè öþ ÷àñòèíó óìîâè,

à ñàìå: â ôîðìóëþâàíí³ ïðàâèëà (18) ìîæíà D C��	 çàì³íèòè D C	�	 . Ï³ñëÿ

òàêî¿ êîðåêö³¿ îñòàòî÷íà ðåäàêö³ÿ öüîãî âèïàäêó ïðàâèëà �4
1( )

( )N ìàº âèãëÿä

A B C B D C D A C B D C	� � 
	 	�	 � � � �& & ( , )minSep . (22)
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VZ W

YX Q

VZ W

YX Q

VZ W

YX Q

Ðèñ. 5. Ïðèêëàä âèâåäåííÿ íåàíöåñòðàëüíî¿ ìîäåë³: ãåíåðàòèâíà ìîäåëü (à); âèâåäåíà ìîäåëü (á);
ïðîì³æíà âèâåäåíà ìîäåëü (â)

áà â



Ôîðìóëþâàííÿ (22) äàñòü çìîãó âèêîíóâàòè îð³ºíòàö³þ ðåáåð ó ùîéíî

îïèñàí³é ñèòóàö³¿ (ùî âèíèêàº âíàñë³äîê ñëàáêîñò³ 4-ðåáåðíèõ ëàíöþã³â). Àëå

ïðàâèëî (22) ïðèçâåäå äî ñóòòºâî¿ ïðîáëåìè â ³íø³é ñèòóàö³¿, âèêëàäåí³é

ðàí³øå, êîëè ìàºìî ñëàáêèé 3-ðåáåðíèé ëàíöþã (êîëè ÏÒ3ÐÇ àáî ÏÒÊ3ÐÇ íå

âèêîíóþòüñÿ). Ñöåíàð³é òàêî¿ ñèòóàö³¿, îïèñàíî ðàí³øå òà ïðî³ëþñòðîâàíî íà

ðèñ. 3, á. (Äîêëàäí³øå äèâ. [20]).) Òîä³ ìîäåëü, çîáðàæåíà íà ðèñ. 3, á, íå áóäå

ê³íöåâèì ðåçóëüòàòîì. Çà òèì ñöåíàð³ºì âèêîíóþòüñÿ óìîâè ïðàâèëà (22) ³

ïðàâèëî ðåâ³çóº îð³ºíòàö³þ ðåáðà Z Y� , çàì³íèâøè ¿¿ ðåáðîì Z Y� . Â³äáó-

âàºòüñÿ «ñóòè÷êà» ïðàâèë îð³ºíòàö³¿! Ïî ñóò³, çàñòîñóâàòè (22) ó ö³é ñèòóàö³¿ îçíà-

÷àº â³äõèëèòè ðåçóëüòàò ä³¿ ïðàâèëà �1. Òðåáà øóêàòè ³íøèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³.

ÂÈÑÍÎÂÊÈ

Äîñë³äæåíî ïðîáëåìè âèâåäåííÿ êàóçàëüíèõ ìîäåëåé ³ç äàíèõ ó ñèòóàö³¿,

êîëè ä³þòü ëàòåíòí³ êîíôàóíäåðè (ïðèõîâàí³ ïðè÷èíè, ÿê³ âïëèâàþòü îäíî-

÷àñíî íà ñïîñòåðåæóâàíó ïðè÷èíó òà ¿¿ íàñë³äîê). Äëÿ òàêèõ ìîäåëåé çàïðî-

ïîíîâàíî êîðåêö³¿ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð, ÿê³ çàáåçïå÷àòü â³äòâîðåííÿ

àäåêâàòíèõ îð³ºíòàö³é (ñïðÿìîâàíîñò³) çâ’ÿçê³â ó á³ëüøîñò³ ïðàêòè÷íî âàæ-

ëèâèõ âèïàäê³â. ßê áóëî ïîêàçàíî, ïîâíîòà â³äòâîðåííÿ çâ’ÿçê³â çàëåæèòü

â³ä: äîâæèíè ëàíöþã³â, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü çàëåæí³ñòü, ùî ðîçï³çíàºòüñÿ òåñ-

òàìè; ñòðóêòóðíîãî êîíòåêñòó, â ÿêèé çàíóðåíî êàóçàëüí³ çâ’ÿçêè. Ñåðåä íà-

áîðó êîðåãîâàíèõ ïðàâèë îð³ºíòàö³¿ ðåáåð ò³ëüêè îäíå ïðàâèëî (�1) âèâî-

äèòü êàóçàëüíèé çâ’ÿçîê.

Ñôîðìóëüîâàíî íàá³ð ïðèïóùåíü òåñòàá³ëüíîñò³ çàëåæíîñòåé, ùî îïèñóþòü

óìîâè, ó ÿêèõ ëîã³÷íî êîðåêòíèé àëãîðèòì âèâåäå àäåêâàòíó ìîäåëü ç ëàòåíòíè-

ìè êîíôàóíäåðàìè. Ïðèïóùåííÿ òåñòàá³ëüíîñò³ çàëåæíîñòåé âñòàíîâëþþòü âè-

ìîãè äî ìåòîä³â òåñòóâàííÿ íåçàëåæíîñò³. Ñåðåä çàïðîïîíîâàíèõ ïðèïóùåíü

öåíòðàëüíå ì³ñöå ïîñ³äàº çíà÷óù³ñòü çàëåæíîñòåé, óòâîðåíèõ íà îñíîâ³ 3-ðåáåð-

íèõ øëÿõ³â. Ñôîðìóëüîâàí³ ïðèïóùåííÿ ðîçðàõîâàí³ íà àëãîðèòìè, ÿê³ â³äøó-

êóþòü ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüí³ ñåïàðàòîðè. (Äåÿê³ ç ïðàâèë ëîêàëüíî-ì³í³ìàëüíî¿

ñåïàðàö³¿ ìîæóòü ñïèðàòèñÿ íà äîäàòêîâ³ ïðèïóùåííÿ.) Íàâåäåí³ ïðèïóùåííÿ

ï³äòðèìóþòü êîðåêòí³ñòü «ïðÿìîãî» âèâåäåííÿ ìîäåë³, áåç ïåðåãëÿäó çðîáëåíèõ

ïðîì³æíèõ âèñíîâê³â. Ìîæíà ïîñëàáèòè äåÿê³ ç çàïðîïîíîâàíèõ ïðèïóùåíü, àëå

òîä³ âèâåäåííÿ ìîäåë³ íå áóäå «ïðÿìèì». Òîä³ äëÿ òîãî ùîá óíèêíóòè ïîìèëîê,

êîëè àëãîðèòì ñòèêàºòüñÿ ç ÿêîþñü åìï³ðè÷íîþ àíîìàë³ºþ, äîâåäåòüñÿ âêëþ÷èòè â

àëãîðèòì äîäàòêîâ³ òåñòè, ïðîöåäóðè ïåðåâ³ðêè àáî íàâ³òü åòàïè âèÿâëåííÿ ïîìè-

ëîê, ðîçïëóòóâàííÿ ñóïåðå÷íîñòåé òà ðåâ³ç³¿ âèñíîâê³â (äèâ., çîêðåìà, [25, 27, 29]).
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O.S. Balabanov
LOGIC OF CAUSAL INFERENCE FROM DATA UNDER PRESENCE
OF LATENT CONFOUNDERS

Abstract. The problems of causal inference from data (by independence-based methods)

when latent confounders are allowed are examined. We demonstrate that the well-known

rules of edge orientation may perform wrong under presence of latent confounders. We

propose the corrections to the rules aiming to successfully extend them for inference of

models beyond the class of ancestral models. The necessary assumptions to justify

an adequate model inference from data are suggested.

Keywords: causal network, d-separation, conditional independence, edge orientation rules,

confounder, collider, illusive edge, dependence testability assumptions.
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