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ПРО ПОЛIНОМIАЛЬНIСТЬ НАРIЗНО СТАЛИХ ФУНКЦIЙ

Вивчається, якi необхiднi i якi достатнi умови має задовольняти пiдмножина E числової
площини R

2 для того, щоб кожна нарiзно стала функцiя f : E → R була полiномiальною i
разом з тим iснувала нарiзно стала i не стала функцiя f0 : E → R.

Ключовi слова i фрази: полiномiальнiсть, нарiзно стала функцiя.
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1. Для множини E ⊆ R
2 символи S0,0(E), P0(E) i P(E) означають вiдповiдно множи-

ни всiх нарiзно сталих, сталих i полiномiальних функцiй f : E → R. У працях [1, 2] було
введено поняття hv-зв’язностi множини E i показано, що рiвнiсть S0,0(E) = P0(E) виконує-
ться тодi i тiльки тодi, коли множина E є hv-зв’язною. Там же був наведений приклад мно-
жини E (графiк функцiї Дiрiхле), для якої S0,0(E) * P0(E), але S0,0(E) ⊆ P(E). Тому поста-
ло природне питання про опис тих множин E, для яких S0,0(E) * P0(E) i S0,0(E) ⊆ P(E).
У цiй роботi ми доводимо деякi необхiднi i деякi достатнi умови для цього. Вони були
анонсованi в [3].

2. Нагадаємо, що hv-ланцюжком в добутку X × Y, що з’єднує точки p′ = (x′, y′) i
p′′ = (x′′, y′′) з X × Y, називається така скiнченна послiдовнiсть точок pk = (xk, yk),
k = 0, 1, . . . , n, з цього добутку, що p0 = p′, pn = p′′ i для кожного k = 1, . . . , n виконується
хоча б одна з рiвностей xk−1 = xk або yk−1 = yk. Множина E в добутку X × Y називається
hv-зв’язною, якщо для будь-яких її точок p′ i p′′ iснує hv-ланцюжок p0, p1, . . . , pn, який їх
з’єднує i складається з елементiв pk ∈ E.

Легко перевiрити, що об’єднання довiльної сiм’ї hv-зв’язних множин буде hv-зв’язною
множиною, якщо перетин будь-яких двох її непоржнiх елементiв непорожнiй. Тому для
кожної точки p з E ⊆ X × Y iснує найбiльша hv-зв’язна множина C в E, яка мiстить цю
точку p. Вона називається компонентою hv-зв’язностi множини E. Рiзнi компоненти hv-
зв’язностi множини E обов’язково не перетинаються, а вся множина E подається у вигля-
дi диз’юнктного об’єднання всiх своїх компонент hv-зв’язностi.

Для пiдмножини C ⊆ R
2 i точки (x, y) ∈ R

2 покладемо Cx = {v ∈ R : (x, v) ∈ C} i
Cy = {u ∈ R : (u, y) ∈ C}. Символом |M| ми позначатимемо потужнiсть множини M.

Теорема 1. Нехай C — система всiх компонент hv-зв’язностi пiдмножини E добутку X ×Y

непорожнiх множин X i Y, Z — довiльна множина, яка має хоча б два елементи. Тодi фун-
кцiя f : E → Z буде нарiзно сталою тодi i лише тодi, коли для кожного C ∈ C звуження
f |C є сталим.
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Доведення. Достатнiсть. Нехай звуження f |C стале для кожного C ∈ C . Зауважимо, що
кожна множина Px = {x} × Y чи Py = X × {y} перетинає щонайбiльше одну компо-
ненту hv-зв’язностi множини E. Справдi, нехай, наприклад, Px ⋂

C1 6= ∅ i Px ⋂
C2 6= ∅

для деяких x ∈ X; C1, C2 ∈ C . Покладемо C = C1
⋃

C2 i покажемо, що множина C є
hv-зв’язною. Для цього досить показати, що точки p′ ∈ C1 i p′′ ∈ C2 зв’язуються де-
яким hv-ланцюжком, що складається з точок з C. Для цього вiзьмемо точки q′ ∈ Px ⋂

C1

i q′′ ∈ Px ⋂
C2. Оскiльки множина C1 є hv-зв’язною, то її точки p′ i q′ зв’язуються деяким

hv-ланцюжком p1, . . . , pn в C1. Так само, точки q′′ i p′′ зв’язуються деяким hv-ланцюжком
q1, . . . , qm в C2. Тодi послiдовнiсть p1, . . . , pn, q1, . . . , qm буде hv-ланцюжком в C, що з’єд-
нує точки p′ i p′′. Таким чином, множина C є hv-зв’язною i C ⊆ E. Тодi обов’язково
C1 = C = C2, адже C1 i C2 — це компоненти hv-зв’язностi множини E. Отже, C1 = C2.

Нехай x0 ∈ prX(E). Тодi iснує такий елемент y0 ∈ Y, що p0 = (x0, y0) ∈ E. Розглянемо
ту компоненту hv-зв’язностi C0 множини E, що p0 ∈ C0. За доведеним вище Cx0

0 = Ex0 . То-
дi f x0 = ( f |C0 )

x0 , отже, функцiя f x0 стала, бо таким є звуження f |C0 . Так само доводиться
сталiсть горизонтальних розрiзiв fy0 .

Необхiднiсть. Нехай f ∈ S0,0(E) i C ∈ C . Оскiльки множина C є hv-зв’язною, то за
теоремою 1 з працi [2] звуження f |C є сталим.

3. Зараз ми отримаємо ряд необхiдних умов для того, щоб S0,0(E) ⊆ P(E) i S0,0(E) *
P0(E). Нагадаємо, що полiномiальною функцiєю f : E → R на пiдмножинi E числової пло-
щини R

2 називають звуження на E деякого полiнома g : R
2 → R. Сукупнiсть таких фун-

кцiй позначається через P(E). Для множини C ∈ R введемо множини

A(C) = {x ∈ R : |Cx| ≥ ℵ0} i B(C) = {y ∈ R : |Cy| ≥ ℵ0}.

Теорема 2. Нехай E ⊆ R
2, C — система всiх компонент hv-зв’язностi множини E, S0,0(E) *

P0(E) i S0,0(E) ⊆ P(E). Тодi:
(i) 1 < |C| < ℵ0;
(ii) якщо A(C0) 6= ∅ для деякого C0 ∈ C , то B(C) = ∅ для всiх C ∈ C \ {C0};
(iii) якщо B(C0) 6= ∅ для деякого C0 ∈ C , то A(C) = ∅ для кожного C ∈ C \ {C0};
(iv) множина {C ∈ C : A(C) 6= ∅ або B(C) 6= ∅} скiнченна.

Доведення. (i) Оскiльки S0,0(E) ⊆ P0(E) тодi i тiльки тодi, коли множина E є hv-зв’язною,
тобто коли вона має лише одну компоненту hv-зв’язностi, а саме C = {E}, то у випадку
S0,0(E) * P0(E) обов’язково |C| > 1.

Припустимо, що система C нескiнченна. Тодi iснує така нескiнченна послiдовнiсть
елементiв En з C , що En 6= Em при n 6= m. Оскiльки при n 6= m виходять рiзнi компо-
ненти hv-зв’язностi En i Em множини E, то En

⋂
Em = ∅. Крiм того, En 6= ∅ для кожного

n ∈ N, отже, для кожного номера n iснує точка pn = (xn, yn) ∈ En.
Припустимо, що послiдовнiсть точок pn площини R

2 має хоча б одну граничну то-
чку p0 = (x0, y0) в цiй площинi. Тодi iснує така пiдпослiдовнiсть (pnk

)∞
k=1 послiдовностi

(pn)∞
n=1, що pnk

→ p0 при k → ∞. Покладемо qk = pnk
i Fk = Enk

при k = 1, 2, . . .. Визначи-
мо функцiю f : E → R, покладаючи f (p) = 0, якщо p ∈ A =

⋃∞
m=1 F2m, i f (p) = 1, якщо

p ∈ B = E \ A. Очевидно, що функцiя f є сталою на кожнiй компонентi hv-зв’язностi
C ∈ C . Тому побудована функцiя f є нарiзно сталою за теоремою 1.

Покажемо, що функцiя f не є полiномiальною. Нехай це не так, тобто iснує такий
полiном g : R

2 → R, що g|E = f . Оскiльки полiноми — це неперервнi функцiї i qk → p0,
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то i g(qk) → g(p0). Але g(q2m) = f (q2m) = 0, бо q2m ∈ F2m ⊆ A, а g(q2m−1) = f (q2m−1) = 1,
бо q2m−1 ∈ F2m−1 ⊆ B. Виходить, що послiдовнiсть чисел g(qk) розбiжна, що призводить
до суперечностi.

Припустимо тепер, що послiдовнiсть (pn)∞
n=1 не має скiнченної граничної точки в пло-

щинi R
2. Для точки p = (x, y) ∈ R

2 розглянемо максимум-норму

|p| = max{|x|, |y|}

i для кожного номера k квадрат

Qk = {p ∈ R
2 : |p| ≤ k}.

Зрозумiло, що для кожного k ∈ N множина {pn : pn ∈ Qk} обов’язково скiн-
ченна. Справдi, якби для деякого k вона була нескiнченною, то за лемою Больцано-
Вейєрштрасса послiдовнiсть (pn)∞

n=1 мала би граничну точку в квадратi Qk, що супере-
чить припущенню. Отже, для кожного номера k iснує такий номер nk, що |pn| > k при
n > nk. Це показує, що |pn| → +∞, коли n → ∞, тобто для кожного числа ∆ > 0 iснує
такий номер N, що |pn| > ∆, як тiльки n > N.

Виберемо числа cn = e|pn| i побудуємо функцiю f : E → R, для якої f (p) = cn, якщо
p ∈ En для деякого n i f (p) = 0, якщо p ∈ E \

⋃∞
n=1 En. Функцiя f буде нарiзно сталою, бо

вона стала на кожнiй компонентi hv-зв’язностi множини E. Покажемо, що функцiя f не
може бути полiномiальною на E. Нехай це не так. Тодi iснує такий полiном

g(x, y) =
m

∑
k,j=0

ak,jx
kyj,

що g|E = f . Зробимо оцiнку g(x, y), якщо для точки p = (x, y) виконується нерiвнiсть
|p| ≥ 1. Оскiльки |x| ≤ |p|, |y| ≤ |p|, то

|q(x, y)| ≤
m

∑
k,j=0

|ak,j||x|
k |y|j ≤

m

∑
k,j=0

|ak,j||p|
k+j ≤

m

∑
k,j=0

|ak,j||p|
2m = γ|p|2m ,

де константа γ = ∑
m
k,j=0 |ak,j| не залежить вiд точки p.

При n > n1 будемо мати, що |pn| > 1, отже, |g(pn)| ≤ γ|pn|2m. Але g(pn) = f (pn) = e|pn|

для кожного n. Тому e|pn| ≤ γ|pn|2m при n > n1. Але, як добре вiдомо, limt→+∞
t2m

et = 0.
Тому iснує таке число ∆0 > 0, що

t2m

et
<

1
γ

при t > ∆0. Але |pn| → +∞ при n → ∞. Отже, iснує такий номер n, що n > n1 i |pn| > ∆0.

Тодi |pn|
2m

e|pn|
<

1
γ

, звiдки випливає, що e|pn| > γ|pn|2m, але це неможливо, бо n > n1.
Таким чином, ми з’ясували, що |C| < ℵ0.
(ii) Нехай C0 ∈ C , A(C) 6= ∅ i x0 ∈ A(C0). Вiзьмемо C ∈ C таке, що C 6= C0, i покажемо,

що B(C) = ∅.
Нехай це не так, тобто B(C) 6= ∅. Вiзьмемо y0 ∈ B(C). За означенням множин A(C) i

B(C) будемо мати, що |Cx0
0 | ≥ ℵ0 i |Cy0 | ≥ ℵ0.

Розглянемо функцiю f : E → R таку, що f (p) = 0, якщо p ∈ C0, i f (p) = 1, якщо
p ∈ E \ C0. Ясно, що f — нарiзно стала функцiя, бо вона стала на кожнiй компонентi
hv-зв’язностi множини E. Оскiльки S0,0(E) ⊆ P(E), то iснує такий полiном g : R

2 → R, що
g|E = f . За побудовою,

gx0(y) = g(x0, y) = f (x0, y) = 0
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для кожного y ∈ Cx0
0 = Ex0 , отже, многочлен gx0 : R → R перетворюється в нуль в

нескiнченнiй кiлькостi точок, а тому gx0(y) = 0 для всiх y ∈ R.
Далi,

gy0(x) = g(x, y0) = f (x, y0) = 1
для будь-якого x ∈ Cy0 = Ey0 . Отже, многочлен gy0 − 1 перетворюється в нуль на нескiн-
ченнiй множинi Cy0 , а значить gy0(x)− 1 = 0 на R, тобто gy0(x) = 1 для всiх x ∈ R.

Але тодi
0 = gx0(y0) = g(x0, y0) = gy0(x0) = 1,

отже, 0 = 1. Ця абсурдна рiвнiсть показує, що наше припущення не вiрне, отже, B(C) =

∅ для всiх C ∈ (C) \ {C0}.
Так само доводиться i властивiсть (iii).
(iv) Нехай множина {C ∈ C : A(C) 6= ∅ або B(C) 6= ∅} — нескiнченна. Тодi нескiнчен-

ною буде одна з множин {C ∈ C : A(C) 6= ∅} чи {C ∈ C : B(C) 6= ∅}. Припустимо, для
певностi, що {C ∈ C : A(C) 6= ∅} — нескiнченна множина.

Виберемо нескiнченну послiдовнiсть таких рiзних множин Cn ∈ C , що A(Cn) 6= ∅ для
кожного n. Тодi для кожного n iснує елемент xn ∈ A(Cn). Для цього елемента множина
Cxn

n нескiнченна. Послiдовнiсть точок xn ∈ R обов’язково має хоча б одну граничну точку
x0, скiнченну чи нескiнченну, для якої iснує така пiдпослiдовнiсть (xnk

)∞
k=1 послiдовностi

(xn), що xnk
→ x0.

Для спрощення запису покладемо tk = xnk
i Dk = Cnk

. Розглянемо функцiю f : E → R,
для якої f (p) = 1, якщо p ∈

⋃∞
j=1 D2j, i f (p) = 0, якщо p ∈ E \

⋃∞
j=1 D2j. Оскiльки функцiя

f стала на кожнiй компонентi hv-зв’язностi множини E, то f ∈ S0,0(E). Тодi за умовою
f ∈ P(E), отже, iснує такий многочлен g : R

2 → R, що g|E = f . Для довiльного j маємо,
що

gt2j(y) = g(t2j, y) = f (t2j , y) = 1

для довiльного y ∈ D
t2j

2j . Оскiльки множина D
t2j

2j нескiнченна, то gt2j(y) = 1 для кожного
y ∈ R i довiльного j ∈ N. Так само,

gt2j−1(y) = 0

для довiльного y ∈ R i j ∈ N.
Зафiксуємо якусь точку y0 ∈ R. Для многочлена gy0 : R → R будемо мати

gy0(t2j) = gt2j(y0) = 1, gy0(t2j−1) = gt2j−1(y0) = 0.

Тому послiдовнiсть чисел gy0(tk) розбiгається, але це неможливо, бо для скiнченного
x0 ми будемо мати gy0(tk) → gy0(x0) на основi неперервностi функцiї gy0 , а для нескiн-
ченного x0 обов’язково gy0(tk) → ∞, якщо gy0 6= 0, або gy0(tk) = 0 → 0, якщо gy0 = 0.
Отримана суперечнiсть показує, що наше припущення хибне, i тим самим властивiсть
(iv) доведена.

4. Перейдемо до розгляду достатнiх умов.

Теорема 3. Нехай множина E має рiвно n рiзних компонент hv-зв’язностi C1, . . . , Cn, при-
чому n ≥ 2. Припустимо, що всi проекцiї pr1(C1), . . . , pr1(Cn) на вiсь абсцис або всi прое-
кцiї pr2(C1), . . . , pr2(Cn) на вiсь ординат скiнченнi. Тодi S0,0(E) * P0(E) i S0,0(E) ⊆ P(E).
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Доведення. Припустимо, що pr1(Ck) — скiнченна множина для кожного k = 1, . . . , n i f ∈

S0,0(E). Покажемо, що f ∈ P(E).
Зрозумiло, що

pr1(E) =
n⊔

k=1

pr1(Ck).

За умовою для кожного k = 1, . . . , n iснують такi рiзнi точки xk,j, де j = 1, . . . , mk, що

pr1(Ck) = {xk,j : j = 1, . . . , mk}.

Оскiльки f ∈ S0,0(E), то f |Ck
— це стала функцiя для кожного k = 1, . . . , n за теоремою

1 з [2]. Тобто, iснують такi числа ck, що f (p) = ck на Ck. За iнтеполяцiйною теоремою
Лагранжа iснує такий полiном g : R → R, що

g(xk,j) = ck при j = 1, . . . , mk

для кожного k = 1, . . . , n. Покладемо h(x, y) = g(x) для кожного x ∈ R i y ∈ R. Ясно, що
функцiя h : R

2 → R — це полiном, при цьому

hxk,j(y) = hy(xk,j) = g(xk,j) = ck = f xk,j(y)

для кожного y ∈ R i довiльних k = 1, . . . , n та j = 1, . . . , mk. Тому h|E = f . Таким чином,
f ∈ P(E).

REFERENCES

[1] Kosovan V.M., Maslyuchenko V.K. Separately constant functions. In: Proc. of the Intern. Conf. dedicated to the
100th anniversary of M.M. Bogolyubov and to the 70th anniversary of M.I. Nahnybida, Chernivtsi, Ukraine,
June 8–13, 2009, Knygy XXI, Chernivtsi, 2009, 80. (in Ukrainian)

[2] Kosovan V.M., Maslyuchenko V.K. On separately constant and constant linear functions. Sci. Bull. Chernivtsi
Univ. Math. Series 2011, 1 (3), 44–48. (in Ukrainian)

[3] Kosovan V.M., Maslyuchenko V.K. On the polynomiality of separately constant functions. In: Proc. of the Intern.
Conf. “Recent problems in the theory of probability and mathematical analysis”, Vorohta, Ukraine, February
25–March 3, 2013, Precarpathian National University, Ivano-Frankivsk, 2013, 59–60. (in Ukrainian)

Надiйшло 17.10.2013

Kosovan V.M., Maslyuchenko V.K. On the polynomiality of separately constant functions. Carpathian
Math. Publ. 2014, 6 (1), 59–63.

We establish necessary conditions and sufficient conditions on a set E ⊆ R2 under which every
separately constant function f : E → R is polynomial and there exist a separately constant function
f0 : E → R which is not constant.
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Косован В.М., Маслюченко В.К. О полиномиальности раздельно постоянных функций // Кар-
патские матем. публ. — 2014. — Т.6, №1. — C. 59–63.

Изучается, каким необходимым и каким достаточным условиям должно удовлетворять
подмножество E числовой плоскости R2 для того, чтобы каждая раздельно постоянная функ-
ция f : E → R была полиномиальной и вместе с тем существовала раздельно постоянная и не
постоянная функция f0 : E → R.

Ключевые слова и фразы: полиномиальность, раздельно постоянная функция.


