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РОЗВИТОК ТЕОРІЇ ГІЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ У 1996–2016 РОКАХ 
 

Проведено аналіз досліджень у теорії гіллястих ланцюгових дробів за останні 
20 років у напрямках, що розвивались під загальним керівництвом професора 
В. Я. Скоробогатька (18.07.1927 – 04.07.1996), зокрема: інтерполяція функцій 
багатьох змінних гіллястими ланцюговими дробами, встановлення ефек-
тивних ознак збіжності та обчислювальної стійкості таких дробів, відпо-
відність між кратними степеневими рядами і функціональними гіллястими 
ланцюговими дробами, дослідження різних класів функціональних дробів, 
застосування гіллястих ланцюгових дробів. 

 
В оглядовій статті [25], присвяченій пам’яті професора Віталія Яковича 

Скоробогатька (18.07.1927 – 04.07.1996), проаналізовано результати з аналі-
тичної теорії і застосувань гіллястих ланцюгових дробів (ГЛД) за час після 
виходу перших публікацій [48, 70]. Ці дослідження виконувались під керів-
ництвом В. Я. Скоробогатька у таких напрямках: інтерполяція функцій ба-
гатьох змінних гіллястими ланцюговими дробами, встановлення ефективних 
ознак збіжності та обчислювальної стійкості ГЛД, відповідність між крат-
ними степеневими рядами і функціональними ГЛД, дослідження різних 
класів функціональних ГЛД, застосування ГЛД до побудови ефективних 
алгоритмів розв’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь, побудова 
теорії інтегральних ланцюгових дробів, їх застосування до розв’язання 
інтегральних рівнянь. Результати досліджень були підсумовані у моно-
графіях [13, 27, 69, 72]. 

Проаналізуємо, як розвивались ці напрямки після 1996 р. За цей час з 
аналітичної теорії багатовимірних неперервних дробів захищено одну док-
торську [57] і сім кандидатських дисертацій [10, 28, 32, 33, 36, 42, 61]. 

Дослідження з теорії інтегральних ланцюгових дробів не продовжува-
лись, але такі дроби успішно використовувались у задачах інтерполяції 
нелінійних функціоналів і операторів на континуальних множинах вузлів 
[40, 60]. 

Задачі інтерполяції розглядались лише для окремих типів ГЛД, зокре-
ма для дво- і тривимірних неперервних дробів, гіллястих ланцюгових 
дробів з нерівнозначними змінними (Х. Й. Кучмінська [50], О. Є. Баран [10], 
С. М. Возна [59]), а також для неперервних дробів (М. М. Пагіря [67, 68]). 

М. О. Недашковський разом зі своїми учнями продовжує розвивати те-
матику, пов’язану із побудовою ефективних чисельно стійких методів роз-
в’язування систем лінійних алгебраїчних рівнянь за допомогою ГЛД [65]. У 
монографії [66] розв’язуються системи лінійних алгебраїчних рівнянь, ко-
ефіцієнтами яких є поліноми від параметра. 

Отримала розвиток аналітична теорія гіллястих ланцюгових дробів з 
N  гілками розгалуження. Встановлено найбільш загальну на сьогодні озна-
ку збіжності ГЛД з додатними елементами [18]. Однак з цієї теореми не 
вдається отримати аналог критерію Зейделя збіжності неперервних дробів 
[76, 83, 85, 87] хоча б у такому формулюванні: 

ГЛД 0
( )1 1

1D
k

N

i kk i

b
b

∞

= =

+ ∑  з додатними елементами збігається, якщо ряд 

( )
1

min , 1, , , 1, ,i k p
k

b i N p k
∞

=

= =∑ … …( )  є розбіжним. 

Отже, ця задача залишається відкритою.  
У працях [14, 15] проведено аналіз ознак збіжності ГЛД, сформульовано 

нерозв’язані проблеми. Набули подальшого розвитку дослідження збіжності 
ГЛД, елементи яких належать до спарених і параболічних областей [1, 2]. 



8 

Найбільш загальну параболічну область збіжності для ГЛД загального 
вигляду встановила Т. М. Антонова [2]. 
 Теорема 1. Нехай існують такі додатні сталі ε , 1ε < , і ψ , ψ <  

2(1 )
π<
+ ε

, що для всіх можливих мультиіндексів елементів ГЛД 

 ( )

1 1
1D

k

N
i k

k i

a∞

= =
∑  (1) 

задовольняються умови 

 ( ) ( ) ( 1) ( )
( 1)

( ) ( )1

Re exp ( ( )
2(1 )

cos
k

N
i k i k i k i k

i k
i k i ki

a a i
p

p
−

−
=

− − ψ + ψ
≤ − ε

ψ −∑
( )

, 

де ( )i kψ , ( )i kp  – деякі дійсні числа такі, що 

 ( ) ( ) ( ) 0,   0,1, ,   0 (1 ) cos ,   1,2, , 0i n i k i kn p k pψ ≤ ψ = ≤ < − ε ψ = ≥… … . 

Тоді 
(i) значення всіх підхідних дробів ГЛД (1) скінченні і лежать у пів-

площині 

 0 0 0: Re exp (V w C w i p= ∈ − ψ ≥ −{ ( ) } ; 

(ii) існують скінченні границі підпослідовностей підхідних дробів 2nf{ } , 

2 1nf −{ }  ГЛД (1); 

(iii) ГЛД (1) збігається, якщо розбігається ряд 1
( )

1

max i k
k

a
∞

−

=
∑ ( ) . 

В. Р. Гладун трактує питання стійкості ГЛД через стійкість до збурень 
як неперервну залежність нескінченних ГЛД від своїх елементів [33, 34] 
Нехай 0 0I = { } , ( ) : 1, 2, , , 1,2, ,k pI i k i N p k= = =… …{ } , 1k ≥ . Розглянемо 

ГЛД 

 
1

( )
0 0

( )1 1

  D
k

N
i k

i kk i

a
a b

b

−∞

= =

 + 
 ∑  (2) 

і збурений до нього ГЛД 

 
1

( )
0 0

1 1 ( )

  D
k

N
i k

k i i k

a
a b

b

−∞

= =

 + 
 ∑

%%% %  (3) 

з комплексними елементами. Послідовність непорожніх множин ( )i kΩ{ } , 

2
( )i kΩ ⊂ C  назвемо послідовністю множин абсолютної стійкості до збурень 

ГЛД (2), якщо для довільного дійсного ε , 0ε > , існує таке дійсне число δ , 

0δ > , що для кожного ( ) ( ) ( ),i k i k i ka b ∈ Ω( ) , ( ) ki k I∈ , 0k ≥ , і кожного 

( ) ( ) ( ),i k i k i ka b ∈ Ω%%( ) , ( ) ki k I∈ , 0k ≥ , таких, що ( ) ( )i k i ka a− < δ% , ( ) ( )i k i kb b− <%  

< δ , виконуються нерівності 

 ,      0n nf f n− < ε ≥% , 

де nf , nf
%  – n -ті підхідні дроби ГЛД (2) і (3) відповідно. 

Якщо ж всі ( ) 0i ka ≠ , ( ) 0i kb ≠ , ( ) ki k I∈ , 0k ≥ , і для кожного 

( ) ( ) ( ),i k i k i ka b ∈ Ω( ) , ( ) ki k I∈ , 0k ≥ , і кожного ( ) ( ) ( ),i k i k i ka b ∈ Ω%%( ) , ( ) ki k I∈ , 
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0k ≥ , таких, що ( ) ( )

( )

i k i k

i k

a a

a

−
< δ

%
, ( ) ( )

( )

i k i k

i k

b b

b

−
< δ

%
, виконуються нерівності 

n n

n

f f
f
−

< ε
%

, 0n ≥ , то послідовність множин ( )i kΩ{ }  називають множинами 

відносної стійкості до збурень ГЛД (2). 
Д. І. Боднар і В. Р. Гладун досліджували стійкість до збурень ГЛД з 

додатними, дійсними, зокрема, від’ємними, знакозмінними елементами, а 
також стійкість деяких підпослідовностей їх підхідних дробів [19–21, 34]. 
Особливо цікавим виявився факт збіжності, і тим більше стійкості, у ви-
падку, коли частинні чисельники ГЛД є від’ємними [4, 34]. Для неперервних 
дробів в області : 1 4x R x∈ < − /{ }  ці питання не досліджено. 

 Теорема 2. Нехай відносні похибки елементів ГЛД (2) є рівномірно об-
меженими. Тоді області 0 0(0, ) ( , )Ω = + ∞ × ν + ∞ , ( ) (0, ) ( , )i k k k kΩ = Ω = µ × ν + ∞ , 

( ) ki k I∈ , 1k ≥ , де всі 0kν > , 0kµ > , є послідовністю областей відносної 

стійкості ГЛД (2), якщо розбігається ряд 

 2 1 1
1 1 1

1

( )k k k k k k
k

N
∞

− −
− + +

=

ν ν µ µ + ν ν∑ . 

 Досліджено також багатовимірні множини стійкості ГЛД з комплексни-
ми елементами, коли  

 1
( )1 ( )2 ( ) ( ) ( ) ( ), , , , ,   ,   ( ) ,   0N

i k i k i k N i k i k i k ka a a b i k I k+∈ Ω Ω ⊂ ∈ ≥…( ) C . 

 Цікавими і перспективними є дослідження збіжності ГЛД з матрични-
ми елементами [64]. Нехай Х  – банахова алгебра квадратних матриць 
порядку p  над полем C . Матричний ГЛД – це послідовність підхідних 
дробів: 

 1

1 1
11 1

1
1

1 1

N N
i

i i
ii i

a
F b a

b
−

= =

= =∑ ∑ , 

 
( )1 11 2 1 2

1 2

1 2
( )1

2
11 1 1

,Di i i i
k

N N N
i k

i i
i kki i i

a
F b b a a

b

−
−

== = =

 = + = 
 ∑ ∑ ∑ … , 

де ( )i ka , ( )i kb X∈  – квадратні невироджені ( )p p× -матриці. 

Теорема 3. Матричний гіллястий ланцюговий дріб 

 ( )

( )1 1
D

k

N
i k

i kk i

a

b

∞

= =
∑  (4) 

з елементами, що задовольняють умови 

 
1

1
1
( ) ( 1)

1

1 ,     ( ) ,     1
k

N

i k i k k
i

b a i k I k
+

−
−

+
=

 ≤ + ∈ ≥ 
 ∑ , 

абсолютно збігається, а його множиною значень є множина 

 
1

(1)
1

:
N

i
i

z X z a
=

 ∈ ≤ 
 

∑ . 

Для побудови розвинень функцій багатьох змінних у ГЛД використову-
ють два підходи: 1) встановлення рекурентних співвідношень для заданих 
функцій; 2) принцип відповідності між кратними степеневими рядами і 
функціональними ГЛД. 

Власне перший підхід був використаний О. С. Манзій для побудови 
розвинень відношень гіпергеометричних функцій Аппеля 2 ( , , ; , ; )F a b b c c z′ ′ , 
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3 ( , , , ; ; )F a a b b c z′ ′ . Нею встановлено нові рекурентні співвідношення для цих 
функцій, на основі яких побудовано та досліджено відповідність і збіжність 
розвинень їх відношень у ГЛД, встановлено оцінки похибок апроксимацій 
підхідними дробами в деяких областях [26, 62, 63]. У роботах Н. П. Гоєнко 
[22, 23, 35, 37, 38] апарат гіллястих ланцюгових дробів було використано 
для наближення гіпергеометричних функцій Лаурічелли 

 ( )
1 2 1 2, , , , ; ; , , ,N

D N NF a b b b c z z z =… …( )  

 
1 2

1 2 1 2

1 21 2

1 2 1 2

1 2, , 0

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ! ! !

N
N N

NN

k k kN
k k k k k N k N

k k k Nk k k

a b b b z z z
c k k k

+ + +

+ + +=

= ∑ …

……

… …
… , 

де параметри 1 2, , , , ;Na b b b c…  – комплексні числа, 0, 1, 2,c ≠ − − … ; 1 2,z z , 

, Nz…  – комплексні змінні; ( )kα  – символ Похгаммера. 

Побудовано та досліджено багатовимірний аналог неперервного дробу 
Nörlund’a. 

Теорема 4. Нехай параметри функції DF  є дійсними числами і задо-

вольняють умови 0a > , 0kb > , 1, ,k N= … , 
1

2 1
N

k
k

c a b
=

> + +∑ . Відношення 

гіпергеометричних функцій Лаурічелли 

 
, ; ;

1, ; 1;
D

D i

F a b c z

F a b e c z+ + +
( )

( )
 (5) 

розвивається у ГЛД типу Nörlund’a 

 ( )
0

( )1 1

( )
( )

( )D
k

N
i k

i kk i

a z
b z

b z

∞

= =

+ ∑ , (6) 

де 

 
( )

0 1 ( )
1

( )( )1( ) 1 ,    ( ) (1 )
( 1)( )

k

i kk

N
i i kj

j i k i
j

a k b pbab z z z a z z z
c c c k c k=

+ ++= − − = −
+ − +∑ , 

 
1

( ) 1
( ) ( )

1 1

( ) 1 ,      m
k kk

N k
j i k j i

i k i j i k ii
j m

b pa kb z z z p
c k c k

−

= =

++= − − = δ + δ
+ +∑ ∑ . 

ГЛД (6) збігається рівномірно на компактах області :ReN
iG z z= ∈ <{ £  

1 ,  1, ,
2

i N< = … }  до голоморфної функції, яка є аналітичним продовжен-

ням функції (5), голоморфної у деякому околі початку координат, на 
область G . 

Наближення функцій Лаурічелли – Сарана гіллястими ланцюговими 
дробами досліджено у роботі [39]. 

Одним із найбільш ефективних і загальних методів розвинення функ-
цій як однієї [76], так і багатьох змінних у функціональні ГЛД є побудова 
ГЛД, відповідних до кратних степеневих рядів. 

Нехай задано формальний кратний степеневий ряд 

 ( )
( )

( ) 0

( ) m N
m N

m N

L z c z
≥

= ∑ , (7) 

де ( )m Nc ∈ £ , 1 2( , , ) N
Nz z z z= ∈… £ , 1 2( ) Nm N m m m= …  – мультиіндекс, 

0im ≥ , 1,2, ,i N= … ; 1 2( ) Nm N m m m= + + … ; 1 2( )
1 2

Nm m mm N
Nz z z z= … . 
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Деякий функціональний ГЛД є відповідним до ряду (7), якщо розви-
нення кожного його n -го підхідного дробу у формальний кратний степене-
вий ряд збігається з рядом (7) за всіма однорідними поліномами до степеня 

nν  включно і nν → ∞  при n → ∞ . 

Для класу багатовимірних С -дробів 
( )

0
1 1

1D k

k

N
i k i

k i

a z
b

∞

= =

+ ∑  ця задача не 

має однозначного розв’язку. Для досягнення бажаного результату потрібно 
накладати додаткові умови на коефіцієнти дробу, наприклад, умову, що 

( )i ka  не змінюються при перестановці індексів у всіх мультиіндексах, або 

покласти деякі ( )i ka  рівними нулеві.  

Інший шлях – змінити структуру багатовимірного неперервного дробу. 
Саме так було означено перші відповідні двовимірні неперервні дроби 
(ДНД) для подвійних степеневих рядів у роботах Х. Й. Кучмінської [49], 
J. A. Murphy, M. R. O’Donohoe [84]: 

 , ,,
0

1 1 1

,      1
1 1D D D

i j i i i ji i
i

ii j j

a x a ya xy∞ ∞ ∞
+ +

= = =
Φ + Φ = + +

Φ
 (8) 

і їх наближення (підхідні дроби) 

 
2

,( )
0 ( 2 )

1 ( , )
D

n

i inn
n n i

n i i

a xyP
f

Q x y

 
 

−
=

= = Φ +
Φ

, 

 , ,( ) (0)

1 1

1 ,       1
1 1D D

k k
i j i i i jk

i i
j j

a x a y+ +

= =
Φ = + + Φ = . (9) 

Однак введені наближення ДНД вигляду (9) не давали можливості 
отримати оцінки таких дробів з додатними елементами, аналогічні до оцінок 
для неперервних дробів, що й привело до розгляду загального типу набли-
жень для ДНД [78, 79]. Для ДНД 

 , ,,
,

, ,0 1 1

,      D D D
i j i i i ji i

i i i
i i j i i i ji j j

a aa
b

b b

∞ ∞ ∞
+ +

+ += = =
Φ = + +

Φ
, (10) 

загальні наближення мають вигляд 

 
1

,

( 1)
0

D
n

i i
n n i

i i

a
f

−

− −
=

=
Φ

, 

 , ,( )

, ,1 1

1 D D
k k

i j i i i jk
i

i j i i i jj j

a a

b b
+ +

+ += =
Φ = + + , 

 (0)
, ,       1,2,i i ib nΦ = = … . (11) 

Твердження [78]. Нехай елементи ДНД (10) – додатні дійсні числа, j , 

k  – довільні натуральні числа. Тоді для наближень nf  (11) виконується 

властивість «вилки» 2 2 2 2 1 2 1k k j jf f f f+ + −< < < . 

Наближення (9) є фігурними наближеннями ДНД (8). Вони отримали 
назву C -наближень. ДНД (8) з наближеннями типу (11) також є відповід-
ними до формального подвійного степеневого ряду [77, 79]. 

Основи аналітичної теорії двовимірних неперервних дробів були закла-
дені в роботах Х. Й. Кучмінської [49–59, 77–82], Т. М. Антонової, О. М. Сусь 
[5–7], О. М. Сусь [59, 71], С. М. Возної [31, 32, 59, 80]. 

Сформулюємо ознаку збіжності ДНД, встановлену О. М. Сусь [71]. 
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Теорема 5. Нехай елементи , , 0,1,ijb i j = … , ДНД 

 
, ,0 1 1

1 1 1,      ,     0,1,D D Dk
kk k k j k k k jk j j

k
b b b

∞ ∞ ∞

+ += = =
Φ = + =

+ Φ
… , (12) 

належать області : Re 0, argz z z∈ > < θ{ }£ , 
2
πθ < , і виконуються умови 

 2 1 2 2 3 3lim (cos ) 0,    lim (cos ) 0,    lim (cos ) 0r r r
r r r

r r r
A A A− − −

→∞ →∞ →∞
θ = θ = θ = , 

де 

 1
1

1 ,     1,2,3
r

k k
rA k+

=

= + µ =∏( )l
l

, 

 1 2
1, , , 1 ,sup Re ,     sup Rei i i i i i i i

i i
b b b b+ − + + − +µ = µ =l l l l l l{ } { } ,  

 3
1, 1 ,Re ,     2,3, ,    0,1,b b i− −µ = = =… …l l l l l l .  

Тоді ДНД (12) є збіжним і справджується оцінка 

 1 4 2 1 2
4 1 2 2 2 2

0,0

1 (1 cos ) (cos ) ( )
Re

p
n p p pf f A A

b
− − −

+ + +− ≤ − θ θ + +  

 1 3 1 3 2 1 3
1 2

0,0 0,0

2 1(1 cos ) (cos ) (cos )
Re Re

p p
p pA A

b b
− − − − −

++ − θ θ + θ , 

де 4 1n p> + . 
Дещо іншу структуру двовимірних неперервних дробів запропонував 

W. Siemaszko [86]. 
ГЛД, відповідні до ряду (7), можна будувати у вигляді ГЛД з нерівно-

значними змінними 

 
1 ( )

0
1 1

1D
k

k

k

i
i k i

k i

a z
b

−∞

= =

+ ∑ , (13) 

де 0i N= . Такі дроби тепер найбільш активно досліджуються. У роботах [3, 

8–11, 16, 17, 29, 30, 44, 47, 74, 75] розглянуто різні ознаки збіжності таких 
дробів, а в роботах [12, 41, 43, 45, 46, 74, 75] встановлено зв’язок із кратни-
ми степеневими рядами. 

Для гіллястих ланцюгових дробів спеціального вигляду О. Є. Баран 
[8, 9, 11, 12, 46] встановила кругові області збіжності, які є багатовимірни-
ми узагальненнями деяких відомих теорем (W. Leighton, H. S. Wall, 
W. J. Thron, L. J. Lange, N. J. Wyshinski, J. Mc Laughlin) [76, 83] про спарені 
множини збіжності неперервних дробів. У випадку 1N =  при певних умо-
вах на параметри отримані нею у [8] кругові множини збіжності є ширши-
ми, ніж у згаданих вище теоремах. 

Нехай  

 1 2 1( ) : ( ) ,  1 ,  1, ,  1k p pI i k i k i i i i i p k k−= = ≤ ≤ = ≥… …{ }  

і 

 
1

( ( )) s

k

k
i
i

s

i k
=

= = δ∑l l . 

Множину мультиіндексів I  розіб’ємо на три підмножини: 

 1 2( ) : 1, 1 ,      ( ) : 2 , 2I i k k I i k m k= = ≥ = = ≥{ } { }l l , 

 3 ( ) : 2 1, 2I i k m k= = + ≥l{ } , 

які попарно не перетинаються. 
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 Теорема 6. Гіллястий ланцюговий дріб ( 1)N >  

 
1 2

( )

1 1

1
1D

k

k

i
i k

k i

ñ−∞

= =

+ ∑  (14) 

з комплексними елементами ( )i kс  збігається, якщо виконуються умови 

 2 1 1
( ) 1, 1, 1, 1, 1

1
,     ,       ( )

1k k k ki k i i i i
k

c i i k I
i −

ρ − ε
± Γ ≤ ξ ξ + Γ ≤ ∈

−
( ) , 

 2
( ) 2, 2, 2, 2, 1 1 2,   (2 )(1 )

k k k ki k i i i ic i± Γ ≥ ξ ξ − Γ ≥ + ρ + ρ + ρ + ε( ) , 

 2( )i k I∈ , 

 2
( ) 3, 3, 3, 3, 3,   

k k k ki k i i i ic i± Γ ≤ ξ ζ + Γ ≤ ρ − ε( ) , 3( )i k I∈ , 

де 1 0ρ > , 0ρ > , 10 < ε < ρ , 30 < ε < ρ , 2 0ε > , , ks iΓ ∈ C , , 0
ks iξ > , 1,2,3s = . 

Для ДНД і ГЛД спеціального вигляду Х. Й. Кучмінською були запропо-
новані межові версії теореми Ворпіцького [52, 82]. Наведемо одну з них. 

Теорема 7. Нехай ρ  – дійсне число з (0,S]  і Fρ  – сім’я двовимірних 

неперервних дробів (10) з частинними знаменниками, що дорівнюють 1, 
елементи яких задовольняють умови 

 1, , 1 1, 1 0,0(1 ),       (1 )i i i i i ia a a a+ + + ++ + = ρ − ρ = ρ − ρ , 

 , ,(1 ),     (1 ),     2,     0 1 2i j i i i ja a j+ += ρ − ρ = ρ − ρ ≥ < ρ ≤ / . 

Тоді множини всіх можливих значень f  двовимірних неперервних 

дробів (11) з Fρ  є кільцем 
(1 )
1

f
− ρρ ≤ ≤ ρ
+ ρ

. 

Р. І. Дмитришин дослідив деякі класи функціональних гіллястих лан-
цюгових дробів із нерівнозначними змінними, встановив умови їх збіжності, 
встановив оцінки похибок апроксимації підхідними дробами, побудував різ-
ні багатовимірні алгоритми розвинення кратних степеневих рядів у такі 
дроби, зокрема, g -алгоритм Бауєра, qd -алгоритм Рутисхаузера та інші 
[42–47, 74, 75]. Він побудував і досліджує розвинення деяких конкретних 
аналітичних функцій у функціональні ГЛД з нерівнозначними змінними. 
Наприклад, функція 

 2
1 2 1( ,1, ; ) ,1, ; ( ( ,1, ; ))F a c z F b d z F a c z− − =( )  

 
2 1

1 2
0 0

( ) ( )
( 1) ( 1)

( ) ( )
k kk

kk

a b
z z

c d

+∞ ∞

= =

 = − − 
 ∑ ∑

l
l ll

ll
 

розвивається у g -дріб з нерівнозначними змінними 

 
1

0 0 2
0 1

11

(1 )
( )

( )D n n

nn

g g z
z

z

−∞

=

− Φ + Φ 
, 

 
1

1, 1
1 1 1

2

(1 )
( ) 1 1

1D
kn k n

n n
k

g g z
z g z

−∞
−

=

− Φ = + + 
 

, 

 2 1, 1 2 , 1
1 ,      

2 2 2 1r r
a r rg g
c r c r− − −

+ −= =
+ − + −l l , 

 0,2 1 0,2
1 ,       

2 2 2 1
bg g
d d−

+ −= =
+ − + −l l

l l
l l

. 
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У різних класах ГЛД розглядаються різні типи функціональних ГЛД: 
багатовимірні g -, J -, π -, C -дроби. Найбільш вивченими є багатовимірні g -
дроби. Їх дослідження підсумовано в оглядовій статті [24]. У роботі Н. П. Го-
єнко [37] досліджено зв’язок між відповідністю і рівномірною збіжністю 
функціональних ГЛД. 

М. М. Бубняк означила і, використовуючи властивості гранично-періо-
дичних і зворотних неперервних дробів, встановила ознаки поточкової і рів-
номірної збіжності періодичних ГЛД спеціального вигляду, зокрема, дослі-
дила овальні області збіжності для p -періодичних ГЛД [16, 17, 29, 30, 73]. 
Наведемо необхідну умову збіжності 1-періодичного ГЛД з дійсними еле-
ментами, сформульовану у такій теоремі [28, с. 99]. 

Теорема 8. Якщо 1-періодичний ГЛД 

 
1 1

1 1

1
1D

k
k

k

i
i

k i

c− −∞

= =

 + 
 ∑  (15) 

з дійсними елементами 
ki

c  збігається, то його елементи задовольняють 

умови 2
1

1
4q qс X −≥ − , 1,2, ,q N= … , де qX  визначаються рекурентно: qX =  

2
1 1

1 4
2 q q qX X c− −= + +( ) , 0 1X = . 

Достатньою умовою збіжності ГЛД (15) є умова 
2

1
1
4q qс X −> − , 1,2, ,q N= … . 
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РАЗВИТИЕ ТЕОРИИ ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ В 1996–2016 ГОДАХ 
 
Проведен анализ исследований в теории ветвящихся цепных дробей за последние 
20 лет в направлениях, которые развивались под общим руководством профессора 
В. Я. Скоробогатько (18.07.1927 – 04.07.1996), в частности: интерполяция функ-
ций многих переменных ветвящимися цепными дробями, установление эффек-
тивных признаков сходимости и вычислительной устойчивости таких дробей, 
соответствие между кратными степенными рядами и функциональными вет-
вящимися цепными дробями, исследование разных классов функциональных дро-
бей, применения ветвящихся цепных дробей. 
 
TНЕ DEVELOPMENT OF THE THEORY OF BRANCHED CONTINUED FRACTIONS IN 1996–2016  
 
An analysis of the research in the theory of branched continued fractions over the past 
20 years in directions evolved under the general guidance of Professor V. Ya. Skorobo-
gatko (18.07.1927 – 04.07.1996), namely: interpolation of functions of several variables 
by branched continued fractions, the establishment of effective tests of convergence and 
computational stability of such fractions, correspondence between multiple power series 
and functional branched continued fractions, the study of various classes of functional 
fractions, and applications of branched continued fractions is done. 
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