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ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ВИЗНАЧЕННЯ У ВАГОВИХ РОЗПОДІЛАХ 
ПРАВОЇ ЧАСТИНИ РІВНЯННЯ З ДРОБОВИМИ ПОХІДНИМИ 
 

Вивчається обернена задача Коші для рівняння дифузії з дробовими 
похідними та узагальненими функціями у правих частинах. Задача полягає 
у знаходженні узагальненого розв’язку прямої задачі і залежного від часу 
невідомого множника з простору вагових розподілів у правій частині рів-
няння. Встановлено однозначну розв’язність задачі. 

Ключові слова: узагальнена функція, похідна дробового порядку, обернена задача, 
вектор-функція Ґріна. 

 
Вступ. Різні задачі для диференціальних і псевдодиференціальних 

рівнянь, зокрема з дробовими похідними, з узагальненими функціями у 
правих частинах активно вивчаються (див. [1, 4, 8–10, 15, 22, 25] і бібліо-
графію). Рівняння з дробовими похідними та обернені задачі для них часто 
зустрічаються в різних прикладних дослідженнях процесів у матеріалах з 
пам’яттю (в’язкопружні матеріали, гетерогенні середовища тощо). 

Умови класичної розв’язності задачі Коші для дифузійно-хвильових 
рівнянь і крайових задач для рівнянь із регуляризованими дробовими по-
хідними за часом одержано в [3, 5, 7, 14, 16, 23, 24] та інших працях. У 
зв’язку з застосуваннями вивчаються обернені задачі для таких рівнянь із 
різними невідомими функціями та параметрами (див. оглядову статтю [20] 
та бібліографію). Найбільше робіт по обернених задачах – з невідомими 
правими частинами рівнянь, в основному при регулярних даних (див., на-
приклад, [6, 11–13, 18, 19, 26, 27]). 

У цій статті вивчаємо обернену задачу  
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для рівняння дифузії з дробовою похідною Рімана – Ліувілля (1) порядку 

β ∈ −( 1, )m m , ∈,m n N , і оператором γ−∆ /2( ) u , означеним за допомогою 

перетворення Фур’є γγ−∆ = λ /2/2( ) u uF F [ ][ ] . У задачі (1)–(3) F , jF , 

= …0, ,j m , – задані узагальнені функції (розподіли), ( )g t  – невідома функ-

ція з простору вагових розподілів, 0g F  – прямий добуток узагальнених 

функцій g  і 0F , 0( , ), ( )u t⋅ ϕ ⋅( )  – значення невідомого розподілу u  на зада-

ній основній функції ϕ0  для кожного ∈ ( ]0,t T , що визначає розподіл 

ϕ η = ϕ η0 0( ( , ), ), ( ) ,( ) ( ), )( ()u x t x t u x t x t( ) ( )  для кожної основної функції η . До-

водимо існування і єдиність розв’язку ( , )u g  задачі (1)–(3) при 1,2m = , γ > β . 
Зауважимо, що обернені крайові задачі про визначення пари функцій 

( , )u g  при регулярних даних і подібній (інтегральній) умові перевизначення 
вивчались, наприклад, у [12, 18, 19]. Умову перевизначення вигляду (3), але 
зі скалярним добутком ϕ0( , )u  в абстрактному гільбертовому просторі, 
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використано в [17]. Обернена задача Коші вигляду (1)–(3) при 2γ =  із за-
даними узагальненими функціями у правих частинах прямої задачі і неві-
домою неперервною ( )g t , ∈ ][0,t T , вивчалась у [22]. 

1. Означення і допоміжні результати. Нехай 
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nD R( )  – простір нескінченно диференційовних функцій із компактними 

носіями в nR , QD( )  – простір функцій із ∞,(0)C Q( )  з компактними носіями, 

′ nD R( )  і ′ QD ( )  – простори лінійних неперервних функціоналів (узагальне-

них функцій, розподілів) відповідно на nD R( )  і QD( ) , ∞′ = ′n nCE R R) (( )[ ]  – 

простір розподілів із компактними носіями, а під ( , )f ϕ  розуміємо значення 

розподілу f  на основній функції ϕ . 

Позначимо через ( )( ) ( ), ( )g x g xϕ = ξ ϕ ξ∗ +$ ( )  згортку узагальненої функ-

ції g  і основної функції ϕ , через f g∗  – згортку розподілів f  і g : 

( , ) ( , )f g f gϕ = ∗∗ ϕ$  для довільної основної функції ϕ , через f g fg⋅ =  – 

прямий добуток розподілів f  і g : ( , ) ( ), ( ), ( , )f g f x g t x t⋅ ϕ = ϕ( ( ))  для до-

вільної основної функції ( , )x tϕ . Будемо використовувати функцію  
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де Γ λ( )  – ґамма-функція, θ( )t  – функція Гевісайда. 

Похідні Рімана – Ліувілля ( ) ( )v tβ  і Джрбашяна – Капуто дробового 
порядку 0β >  визначають відповідно формулами  
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При k ∈ R  означимо функціональні простори: 
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Нехай , ]0[k T′D  і k Q′D ( ) , 0k ≥ , – простори лінійних неперервних функ-

ціоналів відповідно на ],[0k TD  і k QD ( )  (вагові простори узагальнених функ-

цій). Їхні елементи можуть мати сильні степеневі особливості при 0t = . 
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Якщо ′∈ [ ]0,kg TD , +β∈ [ ]0,kv TD , то β
−β −β=∗ ∗= $( ) , , ,g v f g v g f v( ) ( ) ( ) , а 

оскільки [0, ]kf v T−β ∗ ∈ D$ , то визначено −β ∗$,g f v( ) , а отже, і β( ) ,g v( ) . Таким 

чином, ( ) [ ]0,kg Tβ
+β

′∈ D  при ′∈ [ ]0,kg TD . 

Сформулюємо припущення. 
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Означення 1. За припущень (L), (A) функція ′∈ ku QD ( ) називається 
розв’язком задачі Коші (1), (2), якщо вона задовольняє тотожність  
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Зауважимо, що тотожність (4) є узагальненням формули Ґріна [9]. 



40 

Означення 2. За припущень (L), (B) пара +β−ν
′ ′∈ × [ ]( , ) 0,k ku g Q TD D( )  

( +β
′ ′∈ × ]( , 0,[) k ku g Q TD D( )  при 2γ = ) називається розв’язком оберненої за-

дачі Коші (1)–(3), якщо вона задовольняє тотожність (4) і умову (3). 
Означення 3. Вектор-функція 0 1, , , ,( ) ( ) ), ,(mG x t G x t G x t…( )  називаєть-

ся вектор-функцією Ґріна задачі Коші (2) для рівняння  

 ( , ) ( , ),        ( , )Lu x t x t x t Q= Φ ∈( ) , 

і такої ж задачі для рівняння 
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є розв’язком (із простору γ β, ( )C Q ) задачі Коші (5), (2). 

Лема 1. За припущення (L) вектор-функція Ґріна задачі Коші (1), (2) 
існує і  
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∗ = − β2a , ∗∆ = γ − β . Отже, за припущення (L) компоненти вектор-функції 
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Лема 2. За припущення (L) для всіх 0k ≥ , 0,min ,1ν ∈ β{ }( ]  

 µ µ
0 : ,     : ,  
  

   1, ,n
jk k kQ Q Q C j m∞

+β−ν→ → =G D D G D …R( ) ( ) ( ) ( ) . 

У випадку 2γ =  такі відображення правильні також і при 0ν = . 
Д о в е д е н н я.  Використаємо оцінки для компонент вектор-функ-

ції Ґріна (див. [8, 9]) і те, що [ ]( , ) 0,k sD x Tα
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При 2γ =  з огляду на наявність експоненти в оцінках компонент век-
тор-функції Ґріна одержуємо оцінки (6) без логарифмів [22]. Тому відобра-
ження правильні і при 0ν = .  

Теорема 1. За припущень (L), (A) існує єдиний розв’язок ′∈ ku QD ( ) 
задачі Коші (1), (2). Розв’язок u  визначається формулою  
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=
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Д о в е д е н н я.  За означенням прямого добутку узагальнених 
функцій  
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) ) kg t F y y t g t F y y t Qϕ = ϕ ∀ϕ ∈G G D( ( ) ) ( ( ) )) (( ) . (8) 

Розподіли jF  мають скінченні порядки [2, c. 152]: існують такі +∈jk Z , 
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Оскільки µ
+β−νϕ ∈0 k QG D ( ) для кожної ϕ ∈ k QD ( ) , то µ ϕ0( ), ( , )
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існує для всіх ∈ ny R  і належить класу ∞ nC ( )R , а отже, існує прямий 
добуток  
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( ) ( )      kF y g t y t F y g t y t Qϕ = ϕ ∀ϕ ∈G G D( ( ) ) ( ( ( ) ) () ) . 

Відомим способом (див., наприклад, [2, с. 129]) можна довести комутатив-
ність цього прямого добутку. 

Оскільки для довільної ϕ ∈ k QD ( )  за лемою 2 також і µ ( )n
j C∞ϕ ∈G R , 

= …1, ,j m , то за припущень теореми права частина (7) існує, і формулою 

(7) визначається ′∈ ku QD ( ) . 
Як у [22, лема 2.4], доводимо правильність формул  

 µ µ
0 ( , ) ( , ),  
 

      ( , )y y yL Qψ τ = ψ τ τ ∈G( )( ) , 

 µ µ ( ) , ( , ) ,    ,  1,
  

( ( )  ) , ,n
j j kL y f y y j m Q−βψ = τ ψ τ ∈ = ψ ∈…G X( )( ) ( ) R . (9) 

Для довільної ψ ∈ k QX ( )  маємо µϕ = ψ ∈
 

kL QD ( ) . Тоді з (7) запишемо 

 µ µ µ µ µ
=

ψ = τ ψ τ + ψ∑00
1

 
, ( (

    
( ,)) , ) ,

m

jj
j

u L g F y L y F LG G( )( ) ( ( ) ))) ( ( , 

а використовуючи формули (9), одержуємо тотожність (4). За означенням 1 
функція (7) є розв’язком задачі (1), (2).  

Для 2γ =  доведення аналогічне. 

Якщо 1u , 2u  – два розв’язки задачі (1), (2) і 1 2u u u= − , то з (4) одер-
жуємо 

 µ, 0              
 

( )ku L Qψ = ∀ψ ∈ X( ) . (10) 

За лемою 2 і першою з формул (9) для довільної ϕ ∈ k QD ( )  функція  

 0( , ) , (( , ) ,        ( , ))
n

T

y dt G x y t x t dx y Q
τ

ψ τ = − − τ ϕ τ ∈∫ ∫
R

, 

належить до k QX ( )  і задовольняє рівняння 
µψ = ϕ( , ) ( , )
 

L x t x t( ) , ∈( , )x t Q . От-

же, з (10) одержуємо ϕ =( , ) 0u  для всіх ϕ ∈ k QD ( ) , тобто 0u =  в ′
k QD ( ) .  
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2. Розв’язність оберненої задачі. Нехай u  – розв’язок задачі Коші (1), 
(2). З рівняння (1) одержуємо  

 ( ) /2
0 0 0 0, , ( , ), ( ) ( , ) ( ),       ( ) ( ) (  0) ,( ]tu t u t F g t t Tβ γ⋅ ϕ ⋅ = − ⋅ −∆ ϕ ⋅ + ϕ ∈( ) ( ) . 

Використавши рівність ( ) ( )
0 0( ) ( ) (, ), ( , ),t tu t u tβ β⋅ ϕ ⋅ = ⋅ ϕ ⋅( ) ( )  і умову (3), маємо  

 ( )( ) /2
0 0 0, , ( ) ( , ) (( ) ) )(F t u t F g tβ γ= − ⋅ −∆ ϕ ⋅ + ϕ( ) . 

Звідси, врахувавши припущення (B), знаходимо  

 ( ) /2 1
0 0 0( ) ( , ), ( ) , ,      ( ) ( )   0( , ]g t F t u t F t Tβ γ −= + ⋅ −∆ ϕ ⋅ ϕ ∈( ) ( )[ ][ ] . (11) 

За властивостями просторів ′
k QD ( )  і припущенням (B) маємо ( )F β ∈ 

[ ]0,k T+β−ν
′∈ D . Згідно з теоремою 1 ′∈ ku QD ( ) для кожної +β−ν

′∈ [ ]0,kg TD . 

Тому /2
0( , ), ( ) ( )u t γ⋅ −∆ ϕ ⋅( )  належить до +β−ν

′ ′⊂[ ] [ ]0, 0,k kT TD D . Отже, права 

частина (11) належить до +β−ν
′ ,[ ]0k TD . Підставляючи її в (7) (замість ( )g t ), 

при γϕ = −∆ ϕ η/2
0( , ) ( ) ( )( )x t x t  із довільною η ∈ [ , ]0k TD  одержуємо  

 ( ) γ−∆ ϕ η =/2
0, , ( ))) ( (u x t x t( )  

 ( ) /2
0

0 0

1 (( ) (, ) ( ,
,

))
( )

F u
F

β γ= τ + ⋅ τ −∆ ϕ ⋅ϕ 
,( )  

 µ ( )/2
00 0

 
( ) ( ) (, , )

T

F G t t dtγ

τ

 ⋅ −∆ ϕ ⋅ − τ η +  ∫ )(  

 µ /2
0

1 0

 
( ) ( ), , (( ))

Tm

jj
j

F G t t dtγ

=

 + ⋅ −∆ ϕ ⋅ η 
 ∑ ∫ )( . 

Позначимо /2
0( , ), ( )( ) ( )uH t u t γ= ⋅ −∆ ϕ ⋅( )  і зауважимо, що ′∈ [ ]0,u kH TD . 

Для довільної η ∈ [ , ]0k TD  попередня рівність набуває вигляду 

 0, ( ) ( , ) ( ) () )( ,
T

uH t t dt u
τ

 τ η τ − τ η = η 
 ∫ K , (12) 

де  

 ( )
0( , ) ,( ) () ( , )

T

u F t t dtβ

τ

 η = τ τ η + 
 ∫ K  

 µ /2
0

1 0

 
( ) ( ( ) [ ], ) , ( )   0,

Tm

jj k
j

F G t t dt Tγ

=

 + ⋅ −∆ ϕ ⋅ η ∀η ∈ 
 ∑ ∫ D)( , (13) 

а 

 
µ /2

00 0

0 0

 
( ) ( ), ,( )

( , )
( , )

F G t
t

F

γ⋅ −∆ ϕ ⋅ − τ
τ =

ϕ
K

)( ( )
. 

Теорема 2. За припущень (L), (B) існує єдиний розв’язок ( , )u g  задачі 
(1)–(3), причому функція u  визначається формулою (7), а 

 ( ) 1
0 0 0( ) , ,        0,( ) ( ) ( ]g t F t g t F t Tβ −= + ϕ ∈( )[ ][ ] , (14) 

де ′∈0 ]0,[kg TD , 
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 0 0, ,        0,[ ]kg u Tµµ = η ∀µ ∈ D( ) ( ) , (15) 

′∈0 ]0,[ku TD  визначена формулою (13), µη ( )t  – розв’язок рівняння  

 ( ) ( , ) ( ) ( ),        ( , ]0
T

t

t t t dt t t Tη − τ η = µ ∈∫ K . (16) 

Д о в е д е н н я.  Для довільної функції η ∈ [ , ]0k TD  

 
τ

η τ = τ η =∫( ) ( , ) ( )
T

K t t dtK( )  

 µ γ

τ

 = −∆ ϕ − τ η = ϕ  ∫ /2
00 0

0 0

1 , , ( )
,

 
( ) ( ) ( )

T

F y G y t t dt
F

)( ( )
( )

 

 µ ( )γ

τ

 = −∆ ϕ − τ η = ϕ  ∫ /2
00 0

0 0

1 , () ,
 

) ( )
,

(
T

F y G y t t dt
F

(( )
( )

)  

 µ /2
00 0

0 0

 
( ) (1 ( , )

,
),F y y

F
γ = −∆ ϕ η τ ϕ  

G ( )(
)

)
(

 

і належить до +β−ν [ ]0,k TD  (див. доведення теореми 1). За лемою 2 маємо 

 µ µ/2 /2
0 0

0

  
( ) ( ), ( ) ,      1, ,( ) ( )

T
n

j jG t t dt C j mγ γ ∞−∆ ϕ ⋅ η = −∆ ϕ η ∈ =∫ G …( ) ( ) R . 

Отже, права частина (13) існує і формулою (13) визначено ′∈0 ]0,[ku TD . 

Також показано, що інтегральний оператор K  діє з ],[0k TD  в 

+β−ν ⊂⊂[ ] [ ] [ ]0, 0, 0,k k CT T TD D . Методом послідовних наближень, як, напри-

клад, у [2, c. 279], показуємо, що для кожної µ ∈ [ , ]0k TD  інтегральне рів-

няння Вольтерра другого роду (16) має єдиний розв’язок µη ∈ [ , ]0k TD . Тоді 

з перетворення (15) отримуємо, що +β−ν
′ ′∈ ⊂0 [ ] [ ]0, 0,k kg T TD D  і, згідно з 

(14), +β−ν
′∈ [ ]0,kg TD . Насправді перетворення (15) є взаємнооднозначним: за 

відомою 0g  знаходимо  

 0 0( , ) , ( ) ( , ) ( )        [0,( ) ]
T

ku g t t dt T
τ

 η = τ η τ − τ η ∀η ∈ 
 ∫ K D . 

Звідси та з формули (12) одержуємо рівність 

 0 , ( ) ( , ) ( )( , ( ) ( ,) ) )( ( )
T T

ug t t dt H t t dt
τ τ

   τ η τ − τ η = τ η τ − τ η   
   ∫ ∫K K . 

Враховуючи однозначну розв’язність рівняння (16), маємо  

 0( , ) ( , )           0,[ ]u kg H Tµ = µ ∀µ ∈ D . 

Отже, (11) збігається з (14). 
За теоремою 1 функція (7) при довільній +β−ν

′∈ [ ]0,kg TD  є розв’язком 

задачі (1), (2). Зокрема, вона задовольняє цю задачу при g , визначеній 
формулою (14). Покажемо, що функція (7) при такій g  задовольняє умову 

(3). Нехай ∗ = ⋅ ϕ ⋅0 () ( )( , ),F t u t( ) , ∈ ( ]0,t T . Тоді ∗ η = ϕ η0, ( , ), (( ) )F u x t x t( ) ( )  для 
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кожної η ∈ [ , ]0k TD . Позначимо  

 µ( ) /2
0 0

1 0

( , ) ( ), ( , )
 

( ) (( ) , ( , ) )) (
T Tm

jj
j

u F t t dt F G t t dt∗ ∗ β γ

=τ

   η = τ τ η + ⋅ −∆ ϕ ⋅ η   
   ∑∫ ∫K) ( ( ))  

для кожної η ∈ [ , ]0k TD  і ∗ ∗
µµ = η0 0, ,g u( ) ( )  для кожної µ ∈ [ , ]0k TD , де µη ( )t  

– розв’язок рівняння (16). Тоді, як вище, з рівняння (1) і умови (3) 
одержуємо  

 ( ) 1
0 0 0( ) ( ) ( ) , ,      , ] ( 0g t F t g t F t T∗ β ∗ −= + ϕ ∈( )[ ][ ] . (17) 

Тепер із (14) і (17) випливає, що ( )∗ β β ∗− = −( )
0 0( ))( ) (( )F t F t g t g t , тобто  

 ( ) ( )
0 0, ,       [ ] 0,kF F g g T∗ β β ∗

+β−ν− µ = − µ ∀µ ∈ D( ) ( ) . 

Враховуючи попередні співвідношення, отримуємо 

 ( ) ( )( ) ( ), ( ) ( , ) ( )
T

F t F t t t dt∗ β β

τ

 − η τ − τ η = 
 ∫ K  

 0 0 0 0, ( ) ( , )( ( ,) ( ) )
T

g g t t dt u u∗ ∗

τ

 = τ − τ η τ − τ η = − η = 
 ∫ K ( )  

 ( ) ( )( ) ( ), ( , ) ( )
T

F F t t dt∗ β β

τ

 = τ − τ − τ η 
 ∫ K  

 +β−ν∀η ∈ ⊂[ ] [ ]0, 0,k kT TD D , 

а тоді ∗ β β− η =( ) ( ) , 0F F( )  для кожної +β−νη ∈ ,[ ]0k TD , тобто ∗ β β− =( ) ( ) 0F F  в 

+β−ν
′ ,[ ]0k TD . Звідси ∗ ∗ β β

β −∗− = =( ) ( ) 0F F f F F( )  в −ν
′ [ , ]0k TD . Отже, розпо-

діл, заданий формулою (7) при функції g , визначеній згідно з (14)–(16), 
тобто розподіл  

 µ( )
00 0

0 0

 
( ) (1 ) (( , ) , , ( , )

( ,
)

)
u F t g t F y y t

F
β ϕ = + ϕ + ϕ  

G( ( ) )  

 µ
1

 
, ( , )     ( )    

m

jj k
j

F y y t Q
=

+ ϕ ∀ϕ ∈∑ G D( ( ) () )  

при 0g , визначеній згідно з (15), (16), задовольняє умову (3), а пара ( , )u g  є 

розв’язком оберненої задачі (1)–(3). 
Якщо 1 1( , )u g , 2 2( , )u g  – два розв’язки задачі (1)–(3), то для = −1 2u u u , 

1 2g g g= −  одержуємо задачу  

 0( , ) ( ),     (  )   ( , )Lu x t F x g t x t Q= ∈ , 

 
1

1
( ,0) 0,        ,        1, ,

j
n

j
u x x j m

t

−

−
∂ = ∈ =
∂

…R , 

 0( ( , ), ) 0,        ( ( ]0,)u t t T⋅ ϕ ⋅ = ∈ . 

Тоді, як вище, матимемо  

 ( ) µ
00( , ) , , ( , )        

 
( )

T

ku g F G t dt Q
τ

  ϕ = τ ⋅ ϕ ⋅ − τ ∀ϕ ∈  
  ∫ D) (( ) , 

 0

0 0

( ) ,   
(

 
)

    ]0,
,

(
g t

g t t T
F

= ∈
ϕ( )

, 
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 0 , ( ) ( , ) ( ) 0       0,( ) [ ]
T

kg t t dt T
τ

 τ η τ − τ η = ∀η ∈ 
 ∫ K D , 

а отже, і для довільної +β−νη ∈ ⊂[ ] [ ]0, 0,k kT TD D . За єдиністю розв’язку 

рівняння (16) одержуємо, що µ =0( , ) 0g  для всіх +β−νµ ∈ ,[ ]0k TD , тобто 

=0 0g  в +β−ν
′ ,[ ]0k TD . Тоді з попередніх формул одержуємо 0g =  в 

+β−ν
′ ,[ ]0k TD  і 0u =  в ′

k QD ( ) . 

У випадку 2γ =  всі міркування правильні при 0ν = . Теорему 

доведено.  
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ОПРЕДЕЛЕНИЯ В ВЕСОВЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЯХ 
ПРАВОЙ ЧАСТИ УРАВНЕНИЯ С ДРОБНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ 
 
Изучается обратная задача Коши для уравнения диффузии с дробными 
производными и обобщенными функциями в правых частях. Задача состоит в 
определении обобщенного решения прямой задачи и неизвестного, зависящего от 
времени, множителя из пространства весовых распределений в правой части 
уравнения. Устанавливается однозначная разрешимость задачи. 

Ключевые слова: обобщенная функция, производная дробного порядка, обратная 
задача, вектор-функция Грина. 

 
INVERSE PROBLEM ON DETERMINING A RIGHT-HAND SIDE OF THE 
FRACTIONAL EQUATION IN WEIGHT DISTRIBUTIONS  
 
The inverse Cauchy problem for a fractional diffusion equation with distributions in 
right-hand sides is studied. This problem is to find a generalized solution of the direct 
problem and an unknown time-dependent factor from the space of weight distributions 
in a source. The unique solvability of the problem is established.  
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