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СТАБІЛЬНИЙ РАНГ ДЕЯКИХ КЛАСІВ НЕКОМУТАТИВНИХ КІЛЕЦЬ 
 

Доведено, що адекватне справа дуо кільце з ненульовим радикалом Джекоб-
сона має стабільний ранг один. Установлено, що клас повних матриць по-
рядку 2 над дуо кільцем елементарних дільників має стабільний ранг один. 
Досліджено деякі класи одинично-регулярних і чистих матриць над дуо 
кільцем.  

Ключові слова: стабільний ранг, дуо кільце, кільце Ерміта, кільце елементарних 
дільників, повна матриця. 

 
 Стабільний ранг є одним з основних інваріантів K -теорії. Це поняття, 
введене H. Bass-ом [4], активно використовується у теорії кілець, зокрема в 
задачах діагональної редукції матриць [15, 16]. Водночас одержано ряд уза-
гальнень поняття стабільного рангу. Зокрема, таким є поняття одиничного 
стабільного рангу [15]. Саме воно є надзвичайно актуальним в алгебраїчній 
K -теорії. Рядок 1 2( , , , )na a aK  елементів кільця R  називають правим уні-

модулярним, якщо існують елементи 1 2, , , nx x x RÎK  такі, що 1 1 2 2a x a x+ +  

1n na x+ + =K . Стабільним рангом кільця R  називають таке найменше на-

туральне число n , для якого виконується умова: для довільного правого 
унімодулярного рядка 1 1( , , , )n na a a +K  елементів кільця R  існують такі 

елементи 1 2, , , nb b b RÎK , що рядок 1 1 1 2 1 2 1( , , , )n n n n na a b a a b a a b+ + ++ + +K  є 

правим унімодулярним. Якщо такого натурального n  не існує, то вважаємо, 
що стабільний ранг кільця R  дорівнює нескінченності.  
 Таким чином, кільце R  є кільцем стабільного рангу 1, якщо для до-
вільних елементів ,a b RÎ  таких, що aR bR R+ = , існує елемент t RÎ , що 
a bt+  є оборотним елементом кільця R . У праці [14] наведено приклади кі-
лець стабільного рангу 1, а також встановлено найпростіші їхні властивості. 
M. Henrіksen [9] вказав, що регулярне кільце є одинично-регулярним тоді й 
тільки тоді, коли його стабільний ранг дорівнює 1. 
 Подібно, кільце R  є кільцем стабільного рангу 2, якщо для довільних 
елементів , ,a b c RÎ  таких, що aR bR cR R+ + = , виконується рівність 
( ) ( )a cx R b cy R R+ + + =  для деяких ,x y RÎ . 
 P. Menal, J. Moncasі [12] довели, що стабільний ранг кільця Ерміта не 
перевищує 2 . Зауважимо, що задача про існування регулярного кільця 
скінченного стабільного рангу 3³  є відкритою [9]. 
 У роботі [5] показано, що комутативне кільце Безу стабільного рангу 1 
є кільцем елементарних дільників. А. І. Гаталевич поширив цей результат 
на випадок дуо кілець [2].  
 Важливою проблемою є вивчення зв’язків стабільного рангу кільця 
матриць порядку n  над R  і стабільного рангу кільця R . У роботі [1] 
встановлено, що стабільний ранг кільця матриць порядку n  над кільцем R  

стабільного рангу r  дорівнює 11 r
n
-é ù- -ë û , де [ ]m  означає цілу частину від 

числа m . Тому, якщо стабільний ранг кільця R  дорівнює 1 або 2, то ста-
більний ранг кільця матриць дорівнює, відповідно, 1 або 2. 
 Цікавим і важливим підкласом комутативних кілець елементарних 
дільників є клас адекватних кілець. Свою назву вони отримали у праці 
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O. Helmer-а [8] у випадку областей. Елемент 0a ¹  кільця R  називають 
адекватним справа, якщо для довільного елемента b RÎ  існують такі еле-

менти ,r s RÎ , що a r s= , rR bR R+ = , і для довільного елемента s R¢ Î  

такого, що sR s R R¢Ì ¹ , виконується умова s R bR R¢ + ¹ . Кільце, в якому 
кожний ненульовий елемент є адекватним справа, називають адекватним 
справа. Абелеве регулярне кільце є прикладом адекватного справа кільця. 
 Нагадаємо, що кільце R  називають кільцем елементарних дільників, 
якщо довільну матрицю A  над кільцем R  можна звести до канонічного діа-
гонального вигляду, помноживши A  на відповідні оборотні матриці P  і Q : 

 1 2diag ( , , , )nD PAQ= = e e eK , 

де 1i i iR R R R+e Í e eI , 1,2, , 1i n= -K . 

 Якщо довільна 1 2 (2 1)´ ´ -матриця над кільцем R  має властивість 

діагональної редукції, то кільце R  називають правим (лівим) кільцем 
Ерміта. Праве і ліве кільця Ерміта називають кільцем Ерміта. 
 Кільце, над яким довільну матрицю зведено до канонічного діагональ-
ного вигляду елементарними перетвореннями, називають кільцем з еле-
ментарною редукцією матриць. 
 Правим (лівим) дуо кільцем називають кільце, в якому довільний 
правий (лівий) ідеал є двобічним. Праве і ліве дуо кільце називають дуо 
кільцем. Прикладом дуо кільця є строго регулярні кільця. 
 Теорема 1. Нехай R  – адекватне справа дуо кільце таке, що його 
радикал Джекобсона є ненульовим. Тоді стабільний ранг кільця R  
дорівнює 1. 
 Д о в е д е н н я.  Нехай , ,a b c RÎ  і aR bR cR R+ + = , де 0c ¹ . Тоді 

c rs= , де rR aR R+ =  і 1s R aR R+ ¹  для довільного 1s  такого, що 

1sR s R RÌ ¹ . Згідно з [3], ( )a br R cR R+ + = . Нехай ( )J R  є ненульовим 

радикалом Джекобсона адекватного справа дуо кільця R  і ,a b RÎ , де 
aR bR R+ = . Тоді, вибираючи довільне ( )c J RÎ , 0c ¹ , бачимо, що існує 
такий елемент r RÎ , що ( )a br R cR R+ + = , тобто ( ) 1a br u cv+ + = . 
Оскільки ( )c J RÎ , то ( ) 1a br u cv+ = -  є оборотним елементом, тобто 

( )a br R R+ = . Доведення завершено.  

 Теорема 2. Нехай R  є адекватним справа дуо кільцем. Тоді ста-
більний ранг кільця R  дорівнює 2. 

 Д о в е д е н н я.  Нехай aR bR cR R+ + = . Якщо 0a = , тоді bR cR+ =  

R= , тобто ( 0) ( 0)b a R c a R R+ + + = . Це означає, що в цьому випадку вико-
нується умова, яка визначає стабільний ранг 2. Нехай 0a ¹ , тоді згідно з 
означенням адекватного дуо кільця R  існують елементи ,r s RÎ  такі, що 

a rs= , де rR bR R+ =  і s R bR R¢ + ¹  для довільного s R¢ Î  такого, що 

sR s R R¢Ì ¹ . Покажемо, що ( )aR b cr R R+ + = . Дійсно, якщо 
( )aR b cr R R+ + = d , де d  – необоротний елемент R , тоді d  є дільником 

a rs= . Якщо R rR hRd + = , де h  – необоротний елемент R , тоді h  є діль-
ником b cr R+ Î . Оскільки h  є дільником r , то h  є дільником елемента b . 
Але це неможливо, оскільки rR bR R+ = . Якщо ж d  є дільником елемента 
s , то згідно з означенням елемента s  маємо R bR Rd + = a , де a  є необо-
ротним елементом R . Оскільки d  є дільником b cr+  і a  є дільником d , то 
a  є дільником b cr+ . Але це неможливо, оскільки aR bR cR R+ + = . Отже, 

( )aR b cr R R+ + = , тобто ( 0) ( )a c R b cr R R+ + + = , а це є умовою, яка ви-
значає стабільний ранг 2. Звідси випливає, що R  є кільцем стабільного 

рангу 2. Доведення завершено.  
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 Теорема 3. Нехай R  є дуо кільцем Ерміта. Якщо aR xR R+ =  і 
( )cR zR ay bx R R+ + - = , тоді для матриць 

 
0 0

,         
a x

A B
b c y z

æ ö æ ö= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

 

існують такі оборотні матриці U , V  і одинична матриця E , що 
AU BV E+ = . 
 Д о в е д е н н я.  Припустимо, що рівності aR xR R+ =  і 

( )cR zR ay bx R R+ + - =  є правильними для матриць A  і B . Розглянемо 
матрицю  

 
0 0a x

C
b c y z

æ ö= ç ÷
è ø

. 

Оскільки aR xR R+ = , то існують такі елементи ,u v RÎ , що 
1au xv+ = . Тоді 

 

0 0
0 0 0 00 1 0 0

0 0
0 0 0 1

u x
a x au xv ax xa
b c y z v a bu yv c bx ya z

¢-æ ö
ç ÷ ¢+ - +æ öæ ö =ç ÷ ç ÷ ç ÷¢+ - +è ø è øç ÷
è ø

. 

Оскільки 1au xv+ =  і R  є дуо кільцем, цю рівність можемо записати так: 

 
1 0 0 0

B
bu yv c ay bx z

æ ö= ç ÷¢ ¢+ -è ø
. 

Використовуючи елементарні перетворення з рядками попередньої 
матриці, отримаємо  

 
1 0 0 0
0

B
c ay bx z

æ ö= ç ÷¢ ¢-è ø
. 

Оскільки ( )cR zR ay bx R R+ + - =  і R  є кільцем Ерміта стабільного 

рангу 2, то існує така оборотна матриця P  третього порядку над кільцем 
R , що  

 ( , , ) (1,0,0)c ay bx z P- = . 
Отже,  

 

1 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0

B
P

æ ö
ç ÷ æ ö= ç ÷ç ÷ è øç ÷
è ø

. 

Таким чином, доведено, що для матриці C  можна знайти оборотну 
матрицю Q  четвертого порядку таку, що  

 
1 0 0 0
0 1 0 0

CQ æ ö= ç ÷
è ø

. 

Це означає, що для матриць A , B  існують оборотні матриці U  і V  такі, 
що AU BV E+ = . Отже, матриці A  і B  є взаємно простими зліва. Дове-
дення завершено.  
 Позначимо через (2, )M R  кільце матриць другого порядку над дуо 
кільцем .R  Будемо говорити, що матриця (2, )A M RÎ  є повною, якщо 

(2, ) (2, ) (2, )M R AM R M R= . Множину всіх повних матриць кільця (2, )M R  
позначимо через (2, )F R . 
 Теорема 4. Нехай R  є дуо кільцем Ерміта. Нехай , (2, )A B M RÎ  – 
матриці над кільцем R  такі, що (2, ) (2, ) (2, )AM R BM R M R+ = , і матриця 
B  має властивість діагональної редукції. Тоді існує повна матриця 

(2, )T F RÎ  така, що A BT+  є оборотною матрицею. 
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 Д о в е д е н н я.  Оскільки матриця B  має властивість діагональної 
редукції, і кільце R  є дуо кільцем Ерміта, отримаємо, що існують оборотні 
матриці , , (2, )P U Q GL RÎ  такі, що  

 
0 1 0

,       
0

a
PAU PBQ

b c y
æ ö æ ö= =ç ÷ ç ÷
è ø è ø

. 

Оскільки (2, ) (2, ) (2, )AM R BM R M R+ = , то існують матриці ,C D Î  
(2, )GL RÎ  такі, що AC BD E+ = . Тому отримуємо  

 - -1 1( ) ( )PAU U C PBQ Q D P+ = . 

З цієї рівності випливає, що матриці 
0a

b c
æ öç ÷
è ø

 і 
1 0
0 y

æ öç ÷
è ø

 є взаємно прос-

тими зліва.  
Оскільки стабільний ранг кільця R  дорівнює 2, то існують такі елемен-

ти , Ra b Î , що ( ) ( )b y R c y R R+ a + + b = . Тому існують такі ,n m RÎ , що 

( ) ( ) 1b y n c y m+ a + + b = . Більше того, враховуючи [16], елементи , Ra b Î  

можна вибрати так, що R R Ra + b = . 
Тоді  

 
0 1 0

0
a m a n m n
b c y b y c y

- - -æ ö æ ö æ ö æ ö+ =ç ÷ ç ÷ ç ÷ ç ÷a b + a + bè ø è ø è ø è ø
 

є оборотною матрицею. Оскільки R R Ra + b = , то матриця 
m a n- -æ öç ÷a bè ø

 є 

повною матрицею. Доведення завершено.  
Розглянемо одинично-регулярні та чисті матриці над дуо кільцем Ермі-

та. Поняття одинично-регулярного елемента ввела G. Ehrlich [7]: елемент 
кільця R  називають одинично-регулярним, якщо x xux=  для деякого 
оборотного елемента u RÎ . Легко побачити, що елемент x  є одинично-ре-
гулярним тоді й лише тоді, коли він є добутком оборотного елемента та 
ідемпотента. Ehrlich назвала кільце одинично-регулярним, якщо всі його 
елементи є одинично-регулярними. Такі кільця інтенсивно вивчають як 
важливий клас регулярних за фон Нейманом кілець. Паралельно W. K. Ni-
cholson ввів поняття чистого елемента і чистого кільця [13]. Ці класи кі-
лець містяться у класі кілець з властивістю заміни, які відіграють важливу 
роль у некомутативній теорії кілець і модулів. 
 Означення 1. Кільце R  називають чистим, якщо для довільного еле-
мента x RÎ  існують такі оборотний елемент u RÎ  і ідемпотент ,e RÎ  що 
x u e= +  [14]. 
 Означення 2. Кільце R  називають кільцем з властивістю заміни, 
якщо для довільного елемента a RÎ  існує такий ідемпотент e RÎ , що 
e aRÎ  і (1 ) (1 )e a R- Î -  [5]. 
 Означення 3. Кільце R  називають кільцем ідемпотентного стабіль-
ного рангу 1, якщо з умови aR bR R+ =  для довільних елементів ,a b RÎ  

випливає існування ідемпотента e RÎ  такого, що ( ) ( )a be U R+ Î . 
 Означення 4. Кільце R  називають абелевим, якщо для будь-якого 

ідемпотента 2e e R= Î  виконується умова ae ea=  для довільного елемента 

.a RÎ  Це означає, що довільний ідемпотент 2e e=  кільця R  є централь-
ним. 
 Теорема 5 [6]. Нехай R  – абелеве кільце. Тоді такі твердження є екві-
валентними: 

(i) R  є чистим кільцем; 
(ii) R  є кільцем з властивістю заміни; 
(iii) R  є кільцем ідемпотентного стабільного рангу 1. 
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 Теорема 6. Нехай K  – дуо область Ерміта. Матриця 
0 0
a b

A æ ö= ç ÷
è ø

 є 

одинично-регулярною у кільці (2, )R M K=  тоді й тільки тоді, коли існує 

ідемпотент e KÎ  і унімодулярний рядок ( , )a b K¢ ¢ Î  такий, що ( , )a b =  

( , )e a b¢ ¢= . Зокрема, якщо K  – нерозкладне кільце, тоді єдиними ненульо-
вими одинично-регулярними матрицями в R  з нульовим другим рядком є 

матриці 
0 0
a bæ öç ÷

è ø
, де ( , )a b  – унімодулярний рядок. 

 Д о в е д е н н я.  Нехай ( , )a b  має вигляд ( , )e a b¢ ¢  де рядок 

( , )a b K¢ ¢ Î  є унімодулярним. Оскільки K  є кільцем Ерміта, то існує обо-

ротна матриця Q  така, що ( , ) ( , 0)a b Q d=  для довільного елемента d KÎ . 

Отже, маємо ,a b dKÎ  і K aK bK dK= + Í . Тому елемент d  є оборотним і 
існує елемент x KÎ  такий, що 1xd = . Нехай xdx x= . Тоді ( 1) 0.xd x- =  

Оскільки K  є областю, то з 1 0xd - =  випливає, що 1xd = . Розглянемо 
рівність  

 
1

1

0
( , ) (1,0)

0

d
a b Q

d

-

-
æ ö

=ç ÷
è ø

. 

Позначимо 

1
1

1

0

0

d
U Q

d

-
-

-
æ ö

= ç ÷
è ø

. Тоді 1( , ) (1,0) ( , ) (1,0)a b U a b U- = Þ = . Це озна-

чає, що рядок ( , )a b  є першим рядком матриці 
a b

U æ ö= ç ÷* *è ø
. Тоді його можна 

доповнити до оборотної матриці 
a b¢ ¢æ ö

ç ÷* *è ø
, і рівність 

0
0 0 0 0
a b e a b¢ ¢æ öæ ö æ ö=ç ÷ ç ÷ ç ÷* *è ø è ø è ø

 

свідчить, що A  є одинично-регулярною матрицею. 
Навпаки, припустимо, що матриця A  є одинично-регулярною. Тоді 

A EU= , де 2E E=  і (2, )U GL KÎ .  

Нехай 
e r

E
s t

æ ö= ç ÷
è ø

 і 
w x

U
y z

æ ö= ç ÷
è ø

. Тоді маємо 1( , ) (0, 0) (0,0)s t U-= º , а 

звідси 
2

2

0 0
e erE E

æ ö= = ç ÷
è ø

. Отже, 2e e= , r er= . Тому ( , ) ( , )a b e a b¢ ¢= , де 

( , ) ( , ) ( , )a b w x r y z¢ ¢ = +  є унімодулярним рядком, оскільки ( , )w x  і ( , )y z  є 

рядками матриці з (2, )GL K . Доведення завершено.  

 Проблема дослідження чистоти матриці 
0 0
a b

A æ ö= ç ÷
è ø

 складніша. При-

родно, що чисті елементи з K  відіграють ключову роль у її розв’язанні.  
 Наслідок 1. Нехай a KÎ  – чистий елемент. Тоді для довільного 

елемента b KÎ  матриця 
0 0
a b

A æ ö= ç ÷
è ø

 є чистою в R . 

Д о в е д е н н я.  Нехай a e u= + , де 2e e=  і ( )u U KÎ . Тоді рівність 

 
0

0 1 0 1
e u b

A æ ö æ ö= +ç ÷ ç ÷-è ø è ø
 

вказує на те, що A  є чистою матрицею. Доведення завершено.  

 Наслідок 2. Нехай K  – нерозкладне кільце. Якщо \ 0a KÎ { }  є чис-

тим елементом, який не є оборотним в K , то матриця 
0 0
a aæ öç ÷

è ø
 є чис-

тою, але не є одинично-регулярною в (2, )R M K= . 
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СТАБИЛЬНЫЙ РАНГ НЕКОТОРЫХ КЛАССОВ НЕКОММУТАТИВНЫХ КОЛЕЦ  
 
Доказано, что адекватное справа дуо кольцо с ненулевым радикалом Джекобсона 
имеет стабильный ранг один. Установлено, что класс полных матриц порядка 2 
над дуо кольцом элементарных делителей имеет стабильный ранг один. Иссле-
дованы некоторые классы единично-регулярных и чистых матриц над дуо 
кольцом. 

Ключевые слова: стабильный ранг, дуо кольцо, кольцо Эрмита, кольцо элемен-
тарных делителей, полная матрица. 

 
STABLE RANGE OF SOME CLASSES OF NON-COMMUTATIVE RINGS 
 

It is proved that the right adequate duo ring with a nonzero Jacobson radical has a 
stable range one. It is established that the class of complete matrices of order 2 over the 
duo ring of elementary divisors has a stable range one. Some classes of unit-regular and 
clean matrices over a duo ring are studied. 

Key words: stable range, duo ring, Hermite ring, elementary divisors ring, complete 
matrix. 
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