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А. О. Лопушанський1, Г. П. Лопушанська2* 
 
ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА ДЛЯ РІВНЯННЯ ДРОБОВОЇ 
ДИФУЗІЇ У ПРОСТОРАХ ТИПУ ШВАРЦА 
 

Встановлено достатні умови однозначної розв’язності оберненої задачі ви-
значення двох невідомих функцій із простору типу Шварца швидко спада-
ючих на безмежності гладких функцій у правій частині рівняння дифузії з 
похідною Капуто – Джрбашяна дробового порядку за часом. Використано дві 
інтегральні за часом умови перевизначення. 

Ключові слова: похідна дробового порядку, обернена задача, простори типу 
Шварца, інтегральна за часом умова перевизначення. 

 
Вступ. Умови класичної розв’язності задачі Коші і крайових задач для 

рівнянь із дробовими похідними за часом одержано в працях [1, 5–10, 15 та 
ін.] (див. також бібліографію в них). Найбільше робіт по обернених задачах 
для таких рівнянь присвячено задачам із невідомими правими частинами 
рівнянь, в основному при регулярних даних (див. [11–13, 17–19] та бібліо-
графію). Параболічні задачі з похідними дробового порядку за просто-
ровими змінними, зокрема, у просторах функцій типу Шварца [2], дослід-
жувались у [3, 4]. 

У цій статті вивчається обернена задача для рівняння дифузії з дробо-
вою похідною Капуто – Джрбашяна порядку (0,1)β ∈  із двома невідомими 
функціями з простору типу Шварца швидко спадаючих на безмежності 
гладких функцій у правій частині рівняння. 

1. Допоміжні факти і формулювання задачі. Нехай ( ]0,nQ T= ×R , 

( )nS R  – простір швидко спадаючих на безмежності нескінченно диферен-

ційовних функцій (простір Шварца), а  ( )nSγ R , 0γ > , є простором типу 

Шварца ( )nS R  [2, с. 201]:  

 
1/

: ( )( ) ( ) , a xn n nS v S D v x C e x
γ−α

γ α
 = ∈ ≤ ∀ ∈ ∀α 
 

R R R , 

де 1( , , )nα = α α… , 0( , )α = α α  – мультиіндекс, j +α ∈ Z , 0, ,j n∈ …{ } , α =  

1 n= α + + α… , ( )C C vα α=  – деякі додатні сталі, ( )a a v= . Через f g∗  по-

значаємо згортку функцій f  і g . Будемо використовувати функцію ( )f tλ : 
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де ( )Γ λ  – ґамма-функція, ( )tθ  – функція Гевісайда. 

Похідна Рімана – Ліувілля ( ) ( )v tβ  порядку 0β >  для функції ( )v t  ви-
значається формулою  

 ( ) ( )( ) ( )v t f t v tβ
−β= ∗ , 

а похідна Капуто – Джрбашяна дробового порядку (регуляризована дробо-
ва похідна) [16] – формулою 
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dD v t t v d m m m

m d
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Тоді  

 
1

( ) ( )
1

0

)( ) ) 0( ( ( )
m

j
j

j

D v t v t f t v
−

β β
+ −β

=

= − ∑ . (1) 

При 1( ]0,β ∈  розглянемо обернену задачу 

 1 2( , ) ( )( ) ( ,         ( , ))tD u A x D u R x g t R x x t Qβ − = + ∈ , (2) 

 1( ,0) ,       ( )  nu x F x x= ∈ R , (3) 

 1 1 2 2
0 0

( ) (1 1( , ) ,     ( , ) ,      ) ( ) ( )
T T

nu x t t dt x u x t t dt x x
T T

η = Φ η = Φ ∈∫ ∫ R , (4) 

про визначення трійки функцій 1 2( , , )u R R . Тут 1Φ , 2Φ , 1F , g , 1η , 2η  – за-

дані функції, функція ( )g t  відмінна від тотожної сталої, ( , )A x D  – еліптич-
ний диференціальний вираз другого порядку: 

 
, 1 1

( )) ( ()( , )
i j i

n n

ij x x i x
i j i

A x D u a x u a x u a x u
= =

= + +∑ ∑ . 

Відомо [2, с. 202, 211], що ,
0

( ) ( )n n
a

a
S Sγ γ

>
= ∪R R , де  

 
1/( )

, ,:( ) ( ) ( ,) , 0a xn n n
aS v S D v x C e x

γ− −δα
γ α δ

 = ∈ ≤ ∀ ∈ ∀α ∀δ > 
 

R R R  

із деякими додатними сталими , , ( )C C vα δ α δ= , 

 
2 1, , 1 2,         ( ) ( )  n n

a aS S a aγ γ⊂ <R R , 

а також  

 , ( ) ( ) :n n
aS v C∞

γ
= ∈


R R  

 
1/11

,
,

sup ( )    ,  2
n

a x
k

k a
k x

v e D v x k k
γ− α

α ≤ ∈

= <+ ∞ ∀ ∈ ≥ 
R

N( )
. 

Зауважимо, що 

 , ,, , ,      2,     ( )a k p a
n

k ak p k Sv v v γ+≤ ∀ ∈ ≥ ∈N R , 

 
1/11

,
,

sup (( ))
n

a x
k

k a
k x

A e Av xvD
γ− α

α ≤ ∈
= ≤

R

( )
 

 
1/11

2
2,

2,

sup ( )
n

a x
k

k a
k x

e D x vv
γ− α+

+
α ≤ + ∈

≤ =
R

( )
. 

Введемо простори  

 ,( ) ,( )( ) : ( )n n
a aS v Sγ γ

= ∈


% R R  

 ,( ) , ,max    ,  2,k a k a k av v Av k k
< + ∞ ∀ ∈ ≥ 


= N{ } . 

Будемо говорити, що послідовність ( )mv x  при m → +∞  збігається до 

нуля у просторі ,( ) ( )n
aSγ

% R , якщо для кожного мультиіндексу α  послідов-

ність ( )mD v xα  при m → +∞  збігається до нуля рівномірно на довільному 

компакті x C≤ < +∞ , і норми 
,( )m k a

v  обмежені для всіх ,m k ∈ N , 1k ≠ . 
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Нехай 2, (( ) ) : , ( )tC Q v C Q Av D v C Qβ
β = ∈ ∈{ } , 2, 2,( ) ( ) ( )C Q C Q C Qβ β= ∩ , 

,( ) ( )aS Qγ
%  – простір функцій 2, ( )v C Qβ∈  таких, що ,( )( ), ) ( n

av t Sγ∈ %i R  для 

всіх ,[ ]0t T∈ . 

Далі вважаємо, що коефіцієнти ija , ia , a , , 1, ,i j n∈ …{ } , оператора 

( , )A x D  є мультиплікаторами у просторі ,( ) ( )n
aSγ

% R , тобто добутки їх і всіх 

їхніх похідних із функціями з ,( ) ( )n
aSγ

% R  належать до ,( ) ( )n
aSγ

% R . 

Означення 1. Трійку 1 2 ,( ) ,( ) ,( )( ) ( ), ) (( , )n n
a a au R R S Q S Sγ γ γ∈ × ×% % %R R  нази-

ваємо розв’язком задачі (2)–(4), якщо вона задовольняє рівняння (2) в Q  і 
умови (3), (4).  

Означення 2. Вектор-функцію 0 1( ) ( ), , , , , ,G x t y G x t yτ( )  називають век-

тор-функцією Ґріна задачі Коші (3) для рівняння 

 ( , ) ( , ),       ( , )tD u A x D u F x t x t Qβ − = ∈ , (5) 

якщо за достатньо регулярних F  і 1F  функція  

 0 1 1
0

( ) ( ) (( , ) ) ), , , ( , , ,
n n

t

u x t d G x t y F y dy G x t y F y dy= τ τ τ +∫ ∫ ∫
R R

, 

 ( , )x t Q∈ , (6) 

є класичним (із 2, ( )C Qβ ) розв’язком задачі Коші (5), (3). 

Вектор-функція Ґріна задачі Коші (5), (3) існує [1, 7], при цьому 

 1 1 0
0

( ) ( ), , , , , ,        ( , )( )
t

G x t y f G x t y d x t Q−β= τ τ τ ∈∫ . 

 В [1, 7, 9] знайдено оцінки компонент вектор-функції Ґріна. Зокрема, у 
випадку 3n ≥  отримано 

 

1/(2 )2| |2
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0 , , ),(

x yn c
tC x y

G x t y e
t

−β

β
 −− −   −τ −

τ ≤
− τ
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 ( , ), ( , ) ,     ( , ) ( , )x t y Q x t yτ ∈ ≠ τ , 
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β
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−
≤ ∈ ∈

−
R , 

де c , 0C  – додатні сталі, 
1/(2 )

(2 )
4

c
−βββ < − β  

 
 при ( , )A x D = ∆  [1], множник 

1/(2 )2| |

( )

x y
c

te

−β

β
 −−   −τ   можна опустити у випадку, коли 2 ( )x y t β− < − τ . 
Позначимо 

 0 0( )( , , ) , , , ( ) ,     ,    0)  (
n

nG x t G x t y y dy x t Tϕ τ = τ ϕ ∈ ≤ τ < ≤∫
R

R , 

 1 1( )( , ) , , ( ) ,        )   ( ,( )
n

G x t G x t y y dy x t Qϕ = ϕ ∈∫
R

, 

 0 0
0

( )( )( , ) , , , ( , ) ,       ( , )
n

t

x t d G x t y y dy x t Qϕ = τ τ ϕ τ ∈∫ ∫G
R

. 
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Лема 1. Для довільних 1 2γ ≥ − β/ , 0a > , ,( )( )aS Qγϕ ∈ %  існують числа 

0C > , 0,( ]a a′ ∈  

де /(2 )min ,a c cT a−β γ

γ
′ = { } , 

1 1/ 2, /[ ]

,

2 1

1

,

,

,1

1
c

− γ

γ


γ ∈ − β
=

γ



 ≥

 

a a′ =  при 1γ ≥  і /(2 )aT cβ γ ≤ 

 такі, що для всіх k ∈ N , 2k ≥ , маємо  

 
,( ),( )

1
0

0,[ ]
( )( , , ) ( ) max ( , ) ,       0

k ak a t T
G t C t t t Tβ−

∈
ϕ τ ≤ − τ ϕ ≤ τ < ≤i i , 

 
,( ),( ) [ ]

1
0,

( )( , ) max ( , ) ,     [ ]     0,
k ak a t T

G t C t t T
∈

ϕ ≤ ϕ ∈i i , 

 0 ,( ) ,( ): ( ) ( )a aQ QS S ′γ γ→% %G . (7) 

Д о в е д е н н я .  Лема доводиться за схемою доведень подібних ре-
зультатів у [5, 14]. Використовуючи оцінки компонент вектор-функції Ґріна 
і нерівність [9, с. 25]  

 1/ 1/ 1/A B A Bcγ γ γ
γ+ +≥ , 

покладаючи /(2 )
1 min ,a cT a−β γ= { } , 2 1a c aγ= , показуємо, що  

 

1/

1/ 1//2 2

11 1 11 1
,     ,   1

x y
c a x a yk T k ke e e k k

γ

γ γβ
 −

− −    − − − −  ≤ ∈ ≠
( ) ( ) ( ) N , 

а звідси отримуємо, що для всіх 0a > , ,( )( )aS Qγϕ∈ %  і мультиіндексу 0( , )α = α α , 

1
1

( , )
( , ) ( , )

n
x

n

v x t
D v x t D v x t

x x

α
α α

α α
∂= =

∂ ∂…
, 

0

( , ) ( , )D v x t D v x t
t

α
α α∂ =  ∂ 

, і виконуєть-

ся нерівність 

 µ
1/

2
111

0( , ) , ,( ), ( )
n

a y
kD x t G x t y dx C t e

γ− −α β−ϕ τ ≤ − τ ×∫
R

( )
 

 
1/1

[

1

0, ],

  sup ( , )
n

a y
k

t T y

e D y t
γ− α

∈ ∈
× ϕ

R

( )
, 

 ( , ) ,   ,   ,   1y Q t k kτ ∈ > τ ∈ ≠N . 

 Інтегруючи частинами, одержуємо першу оцінку в (7) із 2a a′ = , а 

також, що 
20 ,( ) ,( ): ( ) ( )a aS Q S Qγ γ→% %G . Другу оцінку в (7) одержуємо ана-

логічно.   
2. Теорема існування і єдиності розв’язку задачі Коші. 

Теорема 1. Нехай 1γ ≥ , /(2 )0 aT cβ γ< ≤ , 1 ,( ) ( )n
aF Sγ∈ % R , ,( ) ( )aF S Qγ∈ % . 

Тоді існує єдиний розв’язок ,( ) ( )au S Qγ∈  задачі Коші (5), (3), який визна-

чається формулою (6). 

Д о в е д е н н я .  В [1, 9] доведено існування єдиного класичного (із 

2, ( )C Qβ ) розв’язку задачі Коші у випадку обмеженої і локально гельдерової 

в nR  функції 1F  та неперервної, обмеженої і локально гельдерової за 

просторовими змінними nx ∈ R  функції ( , )F x t  для кожного ,[ ]0t T∈ , а 
також доведено однозначну розв’язність задачі у ширшому класі функцій 
(експонентного зростання на безмежності) і одержано зображення розв’язку 
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у вигляді (6). А із (6) і леми 1 одержуємо, що за умов теореми визначена 

формулою (6) функція u  належить до ,( ) ( )aS Qγ
% .   

3. Розв’язок оберненої задачі. Перейдемо до вивчення задачі (2)–(4). 
Нехай виконується  

Припущення (А): 

 /(2 )1, 0 aT cβ γγ ≥ < ≤ , 

 ( )
1

1 1 2 1 2,, , ,    0, ,    , 0,( ) [ ] [ ]n
aF S g C T C TγΦ Φ ∈ ∈ η η ∈% R . 

Нехай ,( ) ( )au S Qγ∈ %  є розв’язком задачі Коші (2), (3). Враховуючи зв’я-

зок (1) між регуляризованою похідною і похідною Рімана – Ліувілля поряд-
ку (0,1)β ∈ , подамо задачу (2), (3) у вигляді  

 1 2 1 1( ) (( , ) ( )( , ) ( )) ( ) ( ) ( )f t u x t Au x t R x g t R x f t F x−β −β∗ = + + + , 

  ( , )x t Q∈ , 

 1( ,0) ,         ( )  nu x F x x= ∈ R . 

Діючи оператором ( )f tβ ∗  на обидві частини цього рівняння і використову-

ючи, що f f fα β α +β∗ = , а отже, 0f f fβ −β∗ = = δ  і ( ) ( , ) ( , )t u x t u x tδ ∗ =  (тут 

( )tδ  – дельта-функція Дірака), одержуємо 

 1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( , ) ( )( , )u x t Au x t f t R x g f t R x f t F xβ β +β= ∗ + ∗ + +( ) , 

 ( , )x t Q∈ . 
Тоді  

 
0 0

(( )( , ) )( , ) ( )( )
T T

j ju x t t dt A dtu x t f t tβ
 η = ∗ η +  ∫ ∫  

 1 2 1
0 0

( ) ( ) ( ) (( ) ( ))
T T

j jR x g f t dt R x f t t dttβ +β+ ∗ η + η +∫ ∫( )  

 1
0

( ) ,      ( )  1,2
T

jx dttF j+ η ∈∫ { } . (8) 

Позначаючи 

 
0

1( ) ( )( ) ( )
T

j j jg g T g f t t dt
T β= = ∗ η∫ , 

 1
0

( ) (1 ) ( )
T

j j jN N f t t dt
T

T +β= = η∫ , 

 
0

1 ,       1( ) ,( 2)
T

j j jP P T t dt j
T

= = η ∈∫ { } , 

і враховуючи умови перевизначення (4), одержуємо  

 1 2 1
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 ( )( , )
T

j j j j jx Au x t f t t dt g R x N R x P F x
T β

 Φ = ∗ η + + +  ∫ , 

 1, 2j ∈ { } . 
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Звідси за припущення  

 1 2 2 1( ) : 0d T g N g N= − ≠  (9) 

знаходимо  

 1 1 2 2 1 1
0

(1( ) ( )( , ) ( ) ( ) ( )
( )

)
T

R x Au x s f N s N s ds v x
Td T

sβ
   = ∗ η − η +    ∫ , 

 2 2 1 1 2 2
0

1( ) ( )( , ) ( ) ( ) () )
( )

(
T

R x Au x s f g s g s ds v x
Td T

sβ
 = ∗ η − η + ∫ [ ] , 

 nx ∈ R , (10) 
де 

 1 2 1 1 2 1 2 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )1 ( )
( )

v x N x N x N P N P F x
d T

 = Φ − Φ + −  , 

 2 1 2 2 1 1 2 2 1 1( ) ( ) ( )1 ( ) ,    
( )

( ) nv x g x g x P g P g F x x
d T

 = Φ − Φ + − ∈  R . 

За умов (А) при ,( ) ( )au S Qγ∈ %  маємо ,( )( )n
j aR Sγ∈ % R , 1, 2j ∈ { } . Підстав-

ляючи вирази (10) у формулу (6) при 1 2( , ) ( ) ( ) ( )F x t g t R x R x= + , одержуємо  

 0
0

1( , ) ( ) , , ,
( )

( )
n

t

u x t g d G x t y
Td

dy
T

= τ τ τ ×∫ ∫
R

 

 1 2 2 1
0

( )( )( , ) ( ) ( )
T

sAu x s f N s N s dsβ
 × ∗ η − η + ∫ [ ]  

 0
0 0

1 , , ,( ) ( )( , ) ( )
( )

n

t T

dd G x t y Au x s f
Td T

y sβ
 + τ τ ∗ × ∫ ∫ ∫

R
 

 2 1 1 2 0( ) ( ) ( , )g s g s ds u x t× η − η +[ ] , (11) 

де  

 0 0 2 1 1 2
0 0

( )1( , ) ( ) , , , ( ) ( )
( )

n

t T

dyu x t g d G x t y N s N s
d T

= τ τ τ Φ − Φ +∫ ∫ ∫
R

[  

 1 2 2 1 1 0
0

1 (( ) ( ) , , ,
(

)
)

n

t

N P N P F s ds d G x t y
d T

dy+ − + τ τ ×∫ ∫
R

]  

 1 2 2 1 1 2 2 1 1
0

( ) ( ) ( )
T

g s g s P g P g F s ds× Φ − Φ + − +∫ ( )[ ]  

 1 1( , , ) ( ) ,    ( , )
n

G x t y F y dy x t Q+ ∈∫
R

. (12) 

Отже, для знаходження функції u  одержали інтегральне рівняння 

Фредгольма другого роду (11) у просторі ,( ) ( )aS Qγ
% .  

Лема 2. За припущень (А) і (9) трійка 1 2 ,( ) ,( )( )( , , ) ( )n
a au R R S Q Sγ γ∈ × ×% % R  

,( ) ( )n
aSγ× % R  є розв’язком задачі (2)–(4) тоді й тільки тоді, коли u  – роз-

в’язок рівняння (11), а 1R  і 2R  визначені формулами (10). 
Д о в е д е н н я .  Було показано, що розв’язок u  задачі (2)–(4) за-

довольняє рівняння (11), а 1R  і 2R  визначаються згідно з (10). Навпаки, не-

хай ,( )au S Qγ∈ % ( ) є розв’язком рівняння (11). Оскільки рівняння (11) збіга-
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ється з (6) при 1 2( ) ( )( , ) ( )F x t R x g t R x= + , якщо у (6) замість 1( )R x  і 2 ( )R x  
підставити вирази (10), то за теоремою 1 функція u  задовольняє пряму 
задачу – задачу Коші (2), (3). Покажемо, що u  задовольняє умову (4), якщо 

1R  і 2R  визначені формулами (10). 
Припустимо, що це не так. Нехай 

 
0

1 ( , ) ,       ,   1) ) ,( 2(
T

n
j ju x t t dt t x j

T
∗η = Φ ∈ ∈∫ R { } . 

Введемо позначення  

 
0

1 ( )( , )( ) ( ) ( )
T

j jH x Au x s f s s ds
T β

 = ∗ η ∫ , 

 
0

1( ) ( , ) ,       ,   1,( ) 2( )
T

n
j jH x Au x s f s s ds x j

T
∗ ∗

β
 = ∗ η ∈ ∈ ∫ R { }( ) , 

де u∗  – розв’язок рівняння (11), в якому у виразі для 0u  є функції j
∗Φ  

замість jΦ , 1, 2j ∈ { } . Тоді з (10) одержуємо 

 1 2 1 1 1 1(( ) :  ( ) () ( ))B Hx xx N x H x∗ ∗ = Φ − Φ − − − ( ) ( )  

 1 2 2 22( ) ( ) 0( ) ( )N x xx H x H∗ ∗ − Φ − Φ − − = ( ) ( ) , 

 2 1 2 2 2 2(( ) :  ( ) () ( ))B Hx xx g x H x∗ ∗ = Φ − Φ − − − ( ) ( )  

 *
2 1 1 11( ) ( ) 0( ) ( )g x Hx x H x∗ − Φ − Φ − − = ( ) ( ) , (13) 

звідки, враховуючи умову (9), матимемо  

 ( ) ( )( ) ( ),       ,   1,2n
j j j jx x H x H x x j∗ ∗Φ − Φ = − ∈ ∈R { } . 

Із (11) і (12)  

 
0

1( ) ( , ) ( , )( ) ( )
T

j j jx x u x t u x t t dt
T

∗ ∗ Φ − Φ = − η = ∫  

 
0

0 1
0

( ) ( ) ( )1 ( ) , , ,
( )

n

T t

j t g d G x t y B y dy
Td T

= η τ τ τ +
∫ ∫∫

R
 

 0 2
0

, , , ,       ,     ( ) ( ) 1,2
n

t
nd G x t y B y dy dt x j+ τ τ ∈ ∈∫ ∫

R
R { } . 

Тепер на підставі (13) одержуємо, що 0( ) ( )j jx x∗Φ − Φ = , nx ∈ R , 1, 2j ∈ { } . 

Лему доведено.   
Введемо простір  

 ,( ) ,( ) ,( ) ,( )0[ ],
( ) ( ) : max ( , )k a k a a k at T
T v S Q v v tγ ∈

 = = ∈ = < + ∞ 
 

%M M i , 

 2,3,k ∈ …{ } . 

Зауважимо, що ,( ) ,( )k p a k a+ ⊂M M  при p ∈ N . 
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Припущення (В):  ( )g t  не дорівнює тотожно одиниці і 

 min max 0,    0 ( ) [0, ]g g t g t T< ≤ ≤ ∈ . 

Лема 3. Існує 1 0 ]0[ ,T T∈  таке, що для всіх 1(0, )T T∈  за припущень 

(А), (В) і (9) для довільної 0 ,( )( )k au T∈ M  інтегральне рівняння (11) має 

єдиний розв’язок ,( ) ( )k au T∈ M .  

Д о в е д е н н я .  Введемо оператор  

 0
0

1( )( , ) (( ) , ,
(

),
)

n

t

Kv x t g d G x t y
Td T

= τ τ τ ×∫ ∫
R

 

 1 2 2 1
0

( )( , ( ) ( ) ( ))
T

Av y s f s N N ds s ds yβ
 × ∗ η − η +  ∫ ( )( )  

 0
0

1 , , ,
)

(
(

)
n

t

d G x t y
Td T

+ τ τ ×∫ ∫
R

 

 2 1 1 2 0
0

( ) ( )( ) ( ) ( )( , ) ,
T

Au y s f s g s g s ds dy u x tβ
× =

∗ η − η +
 ∫ ( )( )  

 0
0 0

( )1 ( ) , , )( (, ( ) ),
n

T t

g d G x t y Av y s dy f s
T β

 = τ τ τ ∗ ×  ∫ ∫ ∫
R

 

 1 2 2 1( (
(

)
)

)N s N s
d T

η − η
× +  

 0
0

( )( )( ) ( ), , , ,
n

t

d G x t y Av y s dy f sβ
 + τ τ ∗ × 
 ∫ ∫

¡

 

 2 1 1 2
0 ,( )

( ) ( )
( , ,     ( , ) ,   

( )
) k a

g s g s
ds u x t x t Q v

d T
η − η × + ∈ ∈

M . 

За означенням  

 
1/11

0, ,[ ]
)max sup )( ,(

n

a x
k

t T k x

Kv e D Kv x t
γ− α

∈ α ≤ ∈
=

R

( )
. 

Позначимо через mC , m ∈ N , додатні сталі. За лемою 1 при ,( ) ( )n
aSγµ ∈ % R , 

0 t T≤ τ < ≤ , 

 
1/11 1

0 1 ,( )
,

s ,( )up , , ( ) ( )
n n

a x
k

x k a
k x

e D G x t y y dy C t
γ− α β−

α ≤ ∈
τ µ ≤ − τ µ∫

R R

( )
. 

Тоді  

 11 1 2 2 1

]
1

,
0 0

[0

( )
max ( )( ) ( )

)
(

(
)

T t

t T

C N s N s
Kv g t d f f s

T d T
β−

β∈

η − η≤ τ − τ τ ∗ +∫ ∫ ( )  

 1 1 2 2 1
1 0

0

( ) ( )
( ) * ( )

( )

t g s g s
t d f f s ds v u

d T
β−

β
η − η + − τ τ +∫ ( ) . 

Зауважимо, що за припущень леми  
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 min 1 max 1
0

( )( ) ( ) ( )
t

g f t g f t d g f t+β β +β≤ τ − τ τ ≤∫ , 

a при 

 1 1 2 1 2
0

( ) ( ) ( ) ( )( ) : ( ) ,          (0, )
T

s f t s t t s dt s T+β −ω = η η η η ∈∫ [ ] , 

маємо 

 
2

0 0

1( ) ( ) ) ( )(
T s

d T g f s d s ds
T

β
 = τ − τ τ ω 
 ∫ ∫ , 

 2

min

01 2 1
1

0

0

( ) ( )
1 1( ) ( )

(
( )

( ) ( )

)

T

T

T

g f s s ds
N s N s

f s ds
T d T

g f s s ds
g

β

+β

β

∗ ω
η − η

≤

∗ ω

∫
∫

∫

( )

( )

, 

 2

min

01 2 1
1

0

0

( ) ( )
1 1( ) ( )

(
( )

( ) ( )

)

T

T

T

g f s s ds
g s g s

f s ds
T d T

g f s s ds
g

β

+β

β

∗ ω
η − η

≤

∗ ω

∫
∫

∫

( )

( )

ds . 

Тоді 

 
min

max
2 0 ,( )1              k a

g
Kv C T v u v

g
β≤ + + ∀ ∈ 

  
M ,  

аналогічно 

 max
1 2 2

i
1 2

m n

 
1   

g
g

Kv Kv C T v vβ  


+


−− ≤  

 1 2 ,( ), k av v∀ ∈ M . 

Отже, існує таке число 1 0 ]0( ,T T∈ , що ,( ) ,( ): k a k aK →M M  і при всіх 

1(0, )T T∈  оператор K  є оператором стиску. За теоремою Банаха про 

нерухому точку рівняння u Ku= , тобто інтегральне рівняння (11), має 
єдиний розв’язок ,( )k au ∈ M , 2,3,k ∈ …{ } .   

Теорема 2. Існує 1 0 ]0( ,T T∈  таке , що при всіх 1(0, )T T∈  за умов (А), 

(В) і (9) задача (2)–(4) має єдиний розв’язок 1 2 ,( ) ,( )( )( , , ( )) n
a au R R S Q Sγ γ∈ × ×% % R  

,( ) ( )n
aSγ× % R , причому u  – розв’язок рівняння (11), де 0u  визначена згідно з 

(12), а 1R  і 2R  визначені формулами (10). 

Д о в е д е н н я .  За припущень теореми 0 ,( )k au ∈ M  при всіх 

2,3,k ∈ …{ } . Тому згідно з лемою 3 існує таке число 1 0T > , що при всіх 

1(0, )T T∈  рівняння (11) однозначно розв’язне в ,( ) ( )n
aSγ

% R . За лемою 2 

визначена згідно з (11), (10) трійка функцій 1 2( , , )u R R  є розв’язком задачі 
(2)–(4). 

Покажемо єдиність розв’язку задачі (2)–(4). Якщо 1 11 21( , , )u R R , 

2 12 22( , , )u R R  – два розв’язки задачі (2)–(4) і 1 2u u u= − , 1 11 12R R R= − , 

2 21 22R R R= − , то трійка 1 2( , , )u R R  є розв’язком задачі  
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 1 2(( , ) ( ) ,   )   ( )  ( , )tD u A x D u R x g t R x x t Qβ − = + ∈ , 

 ( ,0) 0,        nu x x= ∈ R , 

 1 2
0 0

1 1( , ) 0,      ( , ) 0,   ( ) ( )    
T T

nu x t t dt u x t t dt x
T T

η = η = ∈∫ ∫ R . 

 Як вище, одержуємо, що кожний розв’язок ( , )u x t  цієї задачі є роз-

в’язком інтегрального рівняння (11) з 0 , 0( )u x t =  в області Q  і 

 1 1 2 2 1
0

1( ) ( )( , ) ( ( ) (
( )

) )
T

R x Au x s f N s N s ds
Td T

sβ
 = ∗ η − η  ∫ [ ] , 

 2 2 1 1 2
0

( )1( ) ( )( , ) ( ) ( ) ,    
( )

T
nR x Au x s f g s g s ds x

Td
s

T β
 = ∗ η − η ∈  ∫ R[ ] . (14) 

За лемою 3 існує таке число 1 0T > , що функція ( , ) 0u x t = , nx ∈ R , 

,[ ]0t T∈ , є єдиним розв’язком одержаного рівняння при всіх 1(0, )T T∈ . 

Тоді з (14) одержуємо, що 0jR =  в ,( ) ( )n
aSγ

% R , 1, 2j ∈ { } .  

Висновки. Знайдено достатні умови однозначної розв’язності оберненої 
задачі визначення двох невідомих функцій із простору типу Шварца глад-
ких швидко спадаючих на безмежності функцій у правій частині рівняння 
дифузії з дробовою похідною за часом. Розв’язування задачі зводиться до 
розв’язування інтегрального рівняння Фредгольма другого роду у просторі 
типу Шварца. 
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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ УРАВНЕНИЯ ДРОБНОЙ ДИФФУЗИИ В 
ПРОСТРАНСТВАХ ТИПА ШВАРЦА 
 
Установлены достаточные условия однозначной разрешимости обратной задачи 
определения двух неизвестных функций из пространства типа Шварца быстро 
убывающих на бесконечности гладких функций в правой части уравнения 
диффузии с производной Капуто – Джрбашяна дробного порядка по времени. 
Использваны два интегральные по времени условия переопределения. 

Ключевые слова: производная дробного порядка, обратная задача, пространства 
типа Шварца, интегральное по времени условие переопределения. 

 
INVERSE PROBLEM FOR FRACTIONAL DIFFUSION EQUATION 
IN SCHWARZ-TYPE SPACES 
 
The sufficient conditions of the unique solvability are found for an inverse problem of 
determining two unknown functions from the Schwarz-type space of smooth functions 
rapidly decreasing at infinity in a source term of a diffusion equation with the 
Djrbashian – Caputo time fractional derivative. The two time integral over-
determination conditions are used. 

Key words: fractional derivative, inverse problem, Schwarz type spaces, time integral 
over-determination condition. 
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