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АСИМПТОТИЧНИЙ ПІДХІД У ДИНАМІЧНИХ ЗАДАЧАХ ТЕОРІЇ ПРУЖНОСТІ 
ДЛЯ ТІЛ З ТОНКИМИ ПРУЖНИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 
 

Запропоновано єдиний підхід до дослідження процесів динамічної взаємодії 
тонких пружних неоднорідностей з оточуючим пружним середовищем. Він 
базується на методах теорії сингулярних збурень при побудові математич-
них моделей контакту складових пружної системи з подальшим викорис-
танням методу нульового поля для вивчення хвильових полів у композитах. 
Підхід ефективний при дослідженні явища взаємодії пружних хвиль із ло-
кальними чи множинними тонкими пружними неоднорідностями, а також 
при розв’язанні відповідних обернених задач. 

Ключові слова: тонкі пружні включення, композити з наповнювачами неканоніч-
ної форми, теорія сингулярних збурень, метод нульового поля, динамічні на-
вантаження. 

 
Вступ. Наукові результати, викладені у статті, започатковані в Інсти-

туті прикладних проблем механіки і математики ім. Я. С. Підстригача НАН 
України проф. Г. С. Кітом і його співробітниками [5, 14, 17, 68]. Вивчення 
впливу тонких неоднорідностей на фізико-механічні поля у середовищах за 
статичних навантажень в Інституті розпочалося з праць Я. С. Підстригача 
та Г. С. Кіта [12, 51, 52, 54, 55]. Одночасно подібні дослідження проводилися 
в інших вітчизняних і зарубіжних наукових школах. Детальний огляд цих 
досліджень можна знайти у монографіях Г. С. Кіта та його співавторів [9, 
11, 13], ґрунтовній праці Г. Т. Сулима [64], ряді статей, монографій і дисер–
таційних робіт [1, 4, 18, 36, 40, 48, 49, 50, 56, 57, 63, 66, 70, 80]. У переважній 
більшості цих праць розглядалися статичні задачі і їх вирішення базува–
лось на введені деяких додаткових припущень (гіпотез) фізичного або мате-
матичного характеру, що приводить до пониження розмірності вихідної 
задачі в околі тонкої неоднорідності. У зв’язку з цим спостерігається вели–
ка різноманітність моделей тонких пружних включень, які запропоновані 
для неоднорідностей з різними матеріальними властивостями; розглядалися 
окремо включення низької або великої жорсткості, створювались моделі, 
які охоплюють широкий діапазон властивостей дефекту (аналогічна ситу-
ація спостерігається при розгляді задач теплопровідності). Загальні ідейні 
принципи такого підходу були сформульовані при розгляді задач тепло-
провідності у працях Я. С. Підстригача [51, 52, 54]. У рамках розглянутого 
ним підходу до моделювання неідеального контакту тонкої неоднорідності з 
оточуючим середовищем розв’язано багато практично важливих задач в 
різних областях механіки суцільного середовища, описаних у цитованих 
вище оглядах. Стосовно питань теплопровідності (аналог задачі поздовж–
нього зсуву), то вперше конкретну задачу для теплопровідної неоднорід–
ності скінченної довжини дослідили Г. С. Кіт і Я. С. Підстригач [12], вводячи 
стрибок температури і вважаючи тепловий потік неперервним (аналог умов 
типу вінклерівської основи при поздовжньому зсуві). У праці [55] були 
отримані інтегральні рівняння загального типу у випадку теплопровідного 
включення; ці результати знайшли подальший розвиток у монографії [9]. 

Як було зазначено, в основу згаданих вище підходів до моделювання 
поведінки пружних включень покладено відповідні додаткові математичні 
або фізико-механічні припущення чи гіпотези. Причому наявність малого 
параметра, що характеризує малу відносну товщину об’єкта, відразу вка-
зувала на асимптоттичний характер запропонованої моделі. Однак вини-
кала проблема обґрунтування використаних процедур і визначення меж 
застосовності тої чи іншої моделі.  
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До розв’язання аналогічних динамічних задач теорії пружності було 
застосовано також методи теорії сингулярних збурень. Основні її положен-
ня викладено у працях [67, 71]. Базова ідея цих методів на основі асимпто-
тичного аналізу задачі теорії пружності для тонкого шару сформульована 
Л. Прандтлем при дослідженні явища пограничного шару, математично 
зумовленого наявністю малого параметра (оберненого числа Рейнольдcа) 
при старших похідних у рівняннях Нав’є – Стокса, що виникає у випадку 
обтікання тіл гідродинамічними потоками. Вона полягає у введенні внутріш-
ніх локальних координат (розтягу координат) поблизу поверхні об’єкта, на 
якій задано граничні умови та поблизу якої спостерігається швидка зміна 
розв’язку в напрямку цих координат. Оскільки подібну структуру роз-
в’язку було виявлено в інших задачах з малим параметром, сформувався 
підхід, згідно з яким ці розв’язки подаються у вигляді асимптотичних (зов-
нішніх) розкладів із подальшим додатковим їх вивченням (побудовою по-
граничних шарів, внутрішніх асимптотичних розкладів) в областях швидкої 
зміни розглядуваних процесів [67, 71]. У зв’язку з цим слід відмітити по-
дібність підходів до побудови асимптотичних розв’язків задач математичної 
фізики в тонких областях і в областях із тонкими неоднорідностями, які 
різняться між собою структурою відповідних пограничних шарів. 

Стосовно задач теорії пружності асимптотичні методи спочатку були 
використані при дослідженні напружено-деформованого стану тонких тіл. 
Побудова наближених теорій поведінки пластин та оболонок започаткована 
працями Й. І. Воровича, А. Л. Гольденвейзера, К. О. Фрідріхса та інших ав-
торів [3, 67]. Запропоновані в цих працях підходи використані пізніше 
В. Ф. Бутузовим, А. Б. Васільєвою, М. Г. Джавадовим, І. Є. Зіно, Н. Ф. Мо-
розовим, С. А. Назаровим, Е. А. Троппом та іншими вченими при дослід-
женні різних задач механіки суцільного середовища в тонких областях [6, 
45, 46]. Асимптотичне моделювання динамічної поведінки тонких пластин та 
оболонок проводилось А. Л. Гольденвейзером, Ю. Д. Каплуновим, В. Б. Лід-
ським, П. Е. Нольде, І. В. Симоновим та іншими авторами [18]. Окремі з цих 
результатів дозволили також провести асимптотичний аналіз та уточнення 
існуючих теорій пластин та оболонок. Щодо застосування методів теорії 
сингулярних збурень до розв’язування задач в областях з тонкими вирі-
зами, то слід відмітити роботи М. Д. Ван-Дайка, А. М. Ільїна, В. Г. Мазьї, 
Б. О. Мовчана, С. О. Назарова, Б. О. Пламеневського, М. В. Федорюка та 
інших авторів (див., наприклад, [2, 7, 45, 46]). 

Поєднання методик, викладених у згаданих працях, дозволило в рам-
ках асимптотичного підходу дослідити ряд задач для областей, що містять 
тонкі неоднорідності. Зазначимо, що структура асимптотичних розкладів 
розв’язків таких задач істотно залежить від співвідношення параметрів, що 
характеризують матеріальні властивості складових композита. Статичні 
просторові задачі для тіл із включеннями великої і малої жорсткості до-
сліджувались у працях С. К. Канауна, В. М. Левіна [8, 72]. У [17, 53] асимп-
тотичний підхід запропоновано стосовно до задач осесиметричного кручен-
ня, причому в [17] розглянуто випадок неоднорідності довільної жорсткості. 
Подібні задачі в рамках асимптотичного моделювання розглядалися і в 
інших областях механіки суцільного середовища, зокрема теплопровідності, 
електродинаміці, гідропружності (Е. Санчес-Паленсія [62], Ю. Д. Каплунов, 
І. Б. Симоненко та інші). Багато спільного мають методи розв’язання зга–
даних задач і підходи до вивчення поведінки просторових тіл з ниткопо–
дібними і малими вирізами та включеннями, способи побудови розв’язків 
звичайних диференціальних рівнянь і рівнянь математичної фізики з ма–
лим параметром при старших похідних тощо [70]). 

Зазначимо, що за допомогою теорії сингулярних збурень задачі дослід-
жувались двома способами. Згідно з одним спочатку записується система 
сингулярних інтегральних рівнянь, еквівалентна початково сформульованій 
задачі, після чого, з використання теорії асимптотичних розкладів інтегра-
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лів за малим параметром, теорії узагальнених функцій тощо, отримується 
інтегральне рівняння, задане на серединній поверхні (лінії) неоднорідності, 
що асимптотично наближено визначає шукані підінтегральні функції 
(О. П. Піддубняк, С. К. Канаун, В. Ю. Новокшенов та інші [8, 47, 53]). Згідно 
з другим підходом асимптотичні подання розв’язку підставляються у дифе-
ренціальне рівняння і граничні умови задачі з подальшим розщепленням 
відповідних операторів за малим параметром (М. Д. Ван-Дайк, А. М. Ільїн, 
В. Г. Мазья, Б. О. Пламеневський, С. О. Назаров, Б. О. Мовчан, Е. Санчес-
Паленсія та інші [2, 7, 45, 46]).  

У цій роботі використаємо другий спосіб дослідження, оскільки він 
менш трудомісткий і дозволяє чіткіше пояснити механічну суть отриманих 
моделей. Наведемо основні положення запропонованого підходу для моде-
лювання динамічної взаємодії тонкого пружного включення з пружною 
матрицею, базованого на методі зрощування асимптотичних розкладів 
(метод ЗАР). 

1. Загальна схема методу ЗАР при моделюванні взаємодії включення 
і матриці за динамічних навантажень. Базові положення схеми висвітлено 
в працях [14, 68, 73]. Вважається, що в однорідному пружному середовищі з 
модулями Ляме λ , µ  і густиною ρ  розміщене тонкостінне пружне вклю-

чення змінної товщини з відповідними параметрами 0λ , 0µ , 0ρ , що займає 

область 

 1 2 3 1 2 0 3 1 2 1 2( , , ) : ( , ) , 2 ( , ) ( , )W W g hε = α α α α α ∈ α ≤ ε α α = α α{ } , 

 
0

( )
max ,        1
x W

h x
a∈

ε = ε = . (1) 

Тут координати точок в околі неоднорідності у тривимірному просторі 
подано в триортогональній системі 1 2 3( , , )= α α α  за допомогою рівності 

1 2 3 1 2( , ) ( , )= α α + α α αx r n , де 1 2 3( , , )x x x=x  – декартові координати, 

1 2( , )α αr  – радіус-вектор серединної поверхні 0W , обмеженої гладким 

контуром 0W∂ , 1 2( , )α αn  – нормаль до поверхні 0W , 1 2( , )h α α  – товщина 

включення (рис. 1), 1 2( , )g α α  – достатньо гладка додатно визначена функ-

ція, a  – характерний розмір поверхні 0W , ε  – малий безрозмірний пара-

метр, що характеризує малу відносно a  товщину включення. 

 

Рис. 1 

Переміщення у пружній системі задовольняють динамічні рівняння 
Ляме. Розглянуто три випадки умов механічного контакту неоднорідності з 
оточуючим середовищем. При ідеальному механічному контакті складових 
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композита граничні умови на поверхні включення Wε∂  мають вигляд 

 
3

0 0 0

1

( , ) ( , ),      ( , ) ( , ) 0j j j
j

t t t t n
=

= σ − σ =∑u x u x x x[ ]l l , 

 1,2,3,      Wε= ∈ ∂xl , (2) 

де sc in( , ) ( , ) ( , )t t t= +u x u x u x  – повне поле зміщень у матриці; sc ( , )tu x  та 
0 ( , )tu x  – зміщення у дифрагованому неоднорідністю полі та у включенні 

відповідно; t  – час; пружна система збурюється заданим навантаженням із 

розподілом зміщень in ( , )tu x ; jσl , sc
jσl , in

jσl , 0
jσl  – компоненти тензорів на-

пружень, що відповідають зміщенням u , scu , inu  і 0u ; 0 0 0 0
1 2 3( , , )n n nn  – 

зовнішня нормаль до поверхні включення. 
У випадку одностороннього відшарування або жорсткого підкріплення 

включення по частині 1W∂  його поверхні Wε∂  маємо (на поверхні 1\W Wε∂ ∂  

виконуються співвідношення (2)): 
– у випадку відшарування по 1W∂   

 
3 3

0 0 0
1

1 1

0,      0,      1,2,3,      j j j j
j j

n n W
= =

σ = σ = = ∈ ∂∑ ∑ xl l l , (3) 

– у випадку жорсткого підкріплення включення 

 1 1 2 3 1 2 0 3 1 2( , , ) : ( , ) , ( , )/2W W h∂ = α α α α α ∈ α = − α α{ } , 

 0
1( , ) ( , ) 0,      t t W= = ∈ ∂u x u x x , (4) 

Повнота постановки задач забезпечується також нульовими початко-
вими умовами на переміщення і їхні часові похідні. 

Для розв’язання задач із часовою залежністю використаємо інтеграль-
не перетворення Фур’є за часом t , внаслідок чого отримаємо відповідні по-
становки стаціонарних динамічних задач у частотній області. Тоді спектри 

переміщень sc ( , )ωu x  та 0 ( , )ωu x  у композиті ( ω  – параметр перетворення 
Фур’є) будуть задовольняти відповідні стаціонарні рівняння Ляме, умови 
спряження (2)–(4) та умови випромінювання на безмежності. 

Спрощені моделі пружно-динамічної взаємодії включення і матриці за 
усталених коливань тіла отримано методом зрощування асимптотичних 
розвинень. Основна ідея методу полягає у поданні розв’язків задач асимп-
тотичними (зовнішніми) розвиненнями за малим параметром ε  (1) у всьому 
композиті з подальшим їх вивченням (побудовою пограничних шарів, внут-
рішніх асимптотичних розкладів) поблизу країв тонкого включення. Схему 
проілюструємо на прикладі задачі поздовжнього зсуву за ідеального кон-
такту складових композита. У цьому випадку форму поперечного перерізу 
тунельного включення можна подати у вигляді 1 2 1 0( , ) : ,W Wε = α α α ∈{  

2 1 12 ( ) ( )g hα ≤ ε α = α }  (де 1 2( , )= α αα  – ортогональна система координат, 

зв’язана із серединною лінією включення 0 ,W − += α α[ ] ). Асимптотика 

функції 1( )g α  при 1 ±α → α  має вигляд 

 1 0 1 1 0( ) ,      0,      const 0,      0g g gδτ = τ + τ → = ≠ δ ≥… , (5) 

де 1 2( , )= τ τ  – локальна система координат з початком в одній із точок 

( 1 ±α = α , 2 0α = ), введена таким чином, що вісь 1τ  напрямлена по дотичній 

до 0W , а вісь 2τ  напрямлена по граничній нормалі до 0W . Параметр δ  у 
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співвідношенні (5) визначає вигляд кінців неоднорідності. Розглянуто 
чотири якісно різні форми кінців включення: затуплені ( 0δ = ), гладкі 
( 0 1< δ < ), у формі кута малого розхилу ( 1δ = ) та гострі ( 1δ > ) (рис. 2). 
 

    

 а) б) в) г) 

Рис. 2 
Відмінні від нуля компоненти векторів переміщень у матриці і у вклю-

ченні sc ( , )u ωx  і 0 ( , )u ωx  задовольняють рівняння Гельмгольца, умову ви-
промінювання Зоммерфельда та умови спряження (2) складових композита, 
які в цьому випадку набувають вигляду 

 
0

0 0
0 0

( , ) ( , )
( , ) ( , ),    ,    ,    

u u
u u W

n n
ε

µ∂ ω ∂ ωω = ω = γ ∈ ∂ γ =
µ∂ ∂

x x
x x x . (6) 

Вважаємо також, що 0 ≤ γ ≤ ∞ , 
1 0

2 20 1( , ) max ( ) 1
W

k k h
α ∈

α = , де 2k , 20k  – хви-

льові числа поперечних хвиль у матриці та у включенні відповідно. 
Зовнішні асимптотичні розклади шукаємо у вигляді розвинень за ма-

лим параметром ε : 

 sc sc 2

0

( , ) ( , ),      \j
j

j

u u W
∞

ε
=

ω = ε ω ∈∑x x x R , 

 0 0
1 2 2 2

0

( , ) ( , , ),      ,      ,      0j
j

j

u u W
∞

ε
=

ω = ε α α ω α ∈ α = εα ε →∑ . (7) 

Підставивши ряди (7) у рівняння руху і умови (6) та прирівнявши 
вирази при однакових степенях ε , отримуємо спрощені умови контакту 
складових пружної системи, перенесені на серединну лінію включення 0W , 

для знаходження головних членів розвинень (7). Форма цих умов визна-
чається співвідношенням між параметром механічної контрастності неод-
норідності γ  та величиною ε . Тому розглянемо три різні діапазони зміни 
величини γ : 

 1°. 1/ε ≤ γ ≤ ε ; 2°. 0 ≤ γ ≤ ε ; 3°. 1/ε ≤ γ < ∞ . (8) 

Діапазон 1° відповідає випадку неконтрастної неоднорідності (припус-
каємо, що const 0γ = ≠  при 0ε → ). Діапазон 2° описує випадок, коли 
жорсткість включення набагато менша від жорсткості оточуючого сере-
довища порівняно з ε  ( γ = εγ  при constγ = , 0ε → ). Діапазон 3° описує 

випадок включення великої жорсткості ( 1−γ = ε γ  при constγ = , 0ε → ).  
З точністю до головних членів асимптотичних розвинень отримаємо 

умови динамічної взаємодії матриці та включення  
– діапазон 1°: 

 
2

in
sc sc

1 1 1
2 0
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( , 0, ) ( , 0, ) ( )

u
u u h

α =

− γ ∂ ωα + ω − α − ω = α
γ ∂α

α
, 

 
sc sc in

1 1 1 1

2 2 1 1 1 1

( , 0, ) ( , 0, ) ( ) ( ,0, )1(1 )
( ) ( )

u u h u
A A

∂ α + ω ∂ α − ω α ∂ α ω∂− = − γ +
∂α ∂α α ∂α α ∂α

 

 2 2 in
2 20 1 1 1 0( ) ( ) ( ,0, ),       k k h u W+ − γ α α ω α ∈ , 
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2

in
0 1

1 1 2
2 0

( ,0, )1( , ) ( , 0, ) ( , 0, )
2

u
u u u

α =

∂ α ω
ω ≈ α + ω + α − ω + α

∂α
[ ]α , 

 Wε∈ ; (9) 

– діапазон 2°: 

 
2

sc in
sc sc

1 1 1
2 2 0

( , ) ( , )1( , 0, ) ( , 0, ) ( )
u u

u u h
α =

∂ ω ∂ ω α + ω − α + ω = α + γ ∂α ∂α 
 

, 

 
sc sc

1 1
0

2 2

( , 0, ) ( , 0, )
,         

u u
W

∂ α + ω ∂ α − ω
= =

∂α ∂α
 , 

 
sc

0 1 1
1 1 2

2

( ,0, )1( , ) ( , 0, ) ( , 0, ) ,     
2

u
u u u W−

ε
∂ α ω

ω ≈ α + ω + α − ω + γ α ∈
∂α

[ ]  ; 

  (10) 

– діапазон 3°: 

 sc sc
1 1( , 0, ) ( , 0, )u uα + ω = α − ω , 

 
sc sc

1 1 1

2 2 1 1 1 1

( , 0, ) ( , 0, ) ( )1
( ) ( )

u u h
A A

∂ α + ω ∂ α + ω α ∂ ∂− = −γ +∂α ∂α α ∂α α ∂α
 

 2
1 20 1 0( ) ( , ),       h k u W

+ α ω α ∈
 , 

 0
1( , ) ( , 0, ),       u u Wεω ≈ α ω ∈  , (11) 

 1 1
1

( ,0, ) 0,       u ±
∂ α ω = α = α

∂α
 при 0δ = . (12) 

Тут позначено 1 1 1( ) ( ) /A d dα = α αr . 

Умова (12) забезпечує однозначність розв’язку задачі і означає, що 
дією зі сторони матриці на торець тонкого включення великої жорсткості 
можна знехтувати. 

Крім цього, головний член розкладу (7) в матриці задовольняє рівняння 
Гельмгольца та умову випромінювання на безмежності. 

Зауважимо, що застосувавши метод складених асимптотичних розкла-
дів до умов спряження (9)–(12), можемо отримати модель динамічної 
взаємодії включення з матрицею при довільних їхніх пружних власти-
востях. У випадку задачі поздовжнього зсуву маємо 

 1
1 1
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u u u
α ∂α + ω − α − ω = + ω +
γ ∂α
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A A

∂ α + ω ∂ α − ω αγ ∂ ∂− = − +∂α ∂α α ∂α α ∂α
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 1 1 1
1

( , 0, ) ( , 0, ) 0,       u u ±
∂ α + ω + α − ω = α = α

∂α
[ ]  при 0δ = . (13) 

Таким чином, за ідеального механічного контакту тонких пружних не-
однорідностей з оточуючим середовищем виділяються три діапазони (8) 
співвідношень між пружними властивостями складових композита, які при-
водять до різних класів контактних задач із відповідними типами гранич-
них умов, записаних на серединній поверхні недосконалості. Це, зокрема, 
включення малої жорсткості, які характеризуються стрибком переміщень і 
неперервністю напружень на серединній поверхні; включення великої 
жорсткості, коли зміщення є неперервними та наявний стрибок напружень; 
неконтрастні включення, що характеризуються відомими стрибками змі-
щень і напружень, які визначаються через прикладені до композита наван-
таження. 

Співвідношення (9)–(13) з точністю до величин порядку ε  визначають 
розв’язок задачі всюди, за винятком малих околів кінців включення, де ви-
никають пограничні шари внаслідок перенесення умов контакту на сере-
динну лінію неоднорідності. Для врахування форми краю дефекту в цих 
околах розв’язок шукаємо у вигляді внутрішніх асимптотичних розкладів, 
що узгоджуються із зовнішніми розкладами за допомогою принципу узгод-
ження. Зауважимо, що у випадку 1δ >  пограничні шари не виникають. 
Внутрішні поправки при 0 1≤ δ <  визначаються поведінкою зовнішнього 
розв’язку в околі краю неоднорідності.  

Для прикладу розглянемо випадок включення малої жорсткості із за-

тупленим кінцем. У цьому випадку sc ( , )u ωx  має асимптотику  

 sc
0 1( , , ) sin ,       0

2
u r a b r r

ϕϕ ω ≈ + → , 

 1 2cos ,       sin ,       r rτ = ϕ τ = ϕ − π < ϕ < π . (14) 

(Тут 0a , 1b  – сталі, що визначаються в процесі розв’язання зовнішніх за-

дач, а у випадку тріщини коефіцієнт 1b  безпосередньо зв’язаний із коефіці-
єнтом інтенсивності напружень).  

Ввівши внутрішні змінні 12 ( )i ig −τ = ε τ , 1,2i = , 12( )r g r−= ε , спрямува-

вши 0ε →  і скориставшись принципом зрощування асимптотичних роз-
кладів, бачимо (з урахуванням (14)), що кінець неоднорідності трансфор-
мується в напівбезмежну прямокутну область 1 2 1 2( , ) : 0, 1P = τ τ τ < τ <{ } . 

Тоді внутрішні асимптотичні розклади переміщень в композиті слід шукати 

у вигляді рядів ( 0
0 0 constv v= = ) 

 2
0 1( , , ) ( , ) ( , ) ,       ( , ) \u r v r v r r Pϕ ω = ϕ + ε ϕ + ϕ ∈… R , 

 0 0 0
0 1( , , ) ( , ) ( , ) ,       ( , )u r v r v r r Pϕ ω = ϕ + ε ϕ + ϕ ∈… , 

де функції пограничного шару 1v , 0
1v  є розв’язками статичних граничних 

задач 

 2 0
1 1 2 1 2 1( , ) 0,      ( , ) \ ,      ( , ) 0,      ( , )v P v r r P∆ τ τ = τ τ ∈ ∆ ϕ = ϕ ∈R , 

 01
1 10,       ,       ( , )

v
v v r P

n
∂

= = ϕ ∈ ∂
∂

, (15) 

 0 1 2
1 1 1 1 2 1 2( , ) sin ,     ( , ) ,       

2
v r ab r v ab r r−δ+ϕϕ = τ τ = τ → ∞ . (16) 

Таким чином, напружено-деформований стан тіла в малій прикінцевій 
області включення визначається відповідними статичними задачами з одно-
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рідними умовами контакту складових композита на границі їх поділу (15), 
навантаження у яких задаються умовами на безмежності (16). 

За допомогою запропонованої вище схеми розв’язано ряд двовимірних і 
просторових динамічних задач теорії пружності для тіл з тонкостінними 
пружними включеннями. Зокрема, досліджено концентрацію напружень по-
близу країв тонких неоднорідностей різної форми [10, 15, 19, 27, 44, 59], 
спектральні та імпульсні характеристики хвильових полів, розсіяних таки-
ми об’єктами у дальню зону [16, 28, 29, 30, 58]. Створено також моделі ди-
намічної поведінки міжфазних тонких включень і прошарків у кусково-од-
норідних пружних середовищах [32, 33, 38, 40]. 

Розглянуто також випадок тонкого п’єзоелектричного включення у 
пружній матриці [26, 31, 34, 35, 60, 65, 74]. За поздовжнього зсуву електро-
пружної системи отримуємо ефективні граничні умови, що відповідають 
співвідношенням (9)–(11) для пружного включення 

– діапазон 1°: 
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− γ ∂ ωα + ω − α − ω = α
γ ∂α

xl

l
, 

 
in

1 1 1

2 2 1 1 1 1
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A A

∂ α + ω ∂ α − ω − γ α ∂ ω∂− = +
∂α ∂α α ∂α α ∂α

xl  

 2 2 in
0 1 1 0 2( ) ( , ),    ,    0,    1,2k k h u W∗+ − γ α ω α ∈ α = =x( ) l , 

 0 0 in sc sc
1 1 1( , ) ( , ) ( ,0, ) ( , 0, ) ( , 0, )

2Pu u u uεω = ϕ ω = α ω + α + ω + α − ω +x x ( )  

 
in

1
2

2

( , 0, )1 ,       
u

Wε
∂ α ω

+ α ∈
γ ∂α

x
l

; (17) 

– діапазон 2°: 

 1
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2

( ) ( , )
( , 0, ) ( , 0, )

h u
u u

α ∂ ωα + ω − α − ω =
γ ∂α

x

l
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 1 1
1 0 2
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( , 0, ) ( , 0, )
,     ,     0,     1,2

u u
W

∂ α + ω ∂ α − ω
= α ∈ α = =

∂α ∂α
l , 

 0 0
1 1

1( , ) ( , ) ( , 0, ) ( , 0, )
2Pu u uω = ϕ ω = α + ω + α − ω +x x ( )  

 1
2

2

( ,0, )1 ,       
u

Wε
∂ α ω

+ α ∈
γ ∂α

x
l

; (18) 

– діапазон 3°: 

 1 1

2 2

( , 0, ) ( , 0, )u u∂ α + ω ∂ α − ω
− =

∂α ∂α
 

 21
1 0

1 1 1 1

( )
( ) ( , )

( ) ( )
h

h k u x
A A ∗

γ α ∂ ∂= − + γ α ω α ∂α α ∂α 
l , 

 1 1 1 0 2( , 0, ) ( , 0, ),       ,      0,     1,2u u Wα + ω = α − ω α ∈ α = =l , 

 0 0
1( , ) ( , ) ( , 0, ),      Pu u x Wεω = ϕ ω = α ω ∈x x . (19) 

Тут 1=l  та 2=l  відповідають заземленому та електрично ізольованому 

включенням; 1γ = γ , 2 ∗γ = γ , 2(1 )∗γ = γ + η ; 0k  – хвильове число попереч–

них хвиль у включенні. 
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Із наведених моделей видно, що у випадку заземлених включень малої 
жорсткості вплив п’єзоефекту на напружено-деформований стан композита 
нівелюється. Зазначимо також, що при певних співвідношеннях електроме-

ханічних параметрів композита ( 2
0 (1 )ρ = ρ + η , 0

44c = µ  для заземлених або 
0 2
44 (1 )cµ = + η  для електроізольованих включень) неоднорідність стає непо-

мітною у полі зондувальних хвиль. 
2. Математична модель згинних коливань пластини Кірхгофа з тон-

костінним пружним включенням. За допомогою запропонованої вище схе-
ми методу ЗАР можна отримати ефективні умови динамічної поведінки 
тонкого наскрізного пружного включення у тонкій необмеженій пластині за 
ідеального механічного контакту пружної системи [21]. Розглянемо пласти-
ну товщини h , що характеризується циліндричною жорсткістю D , коефі-
цієнтом Пуассона ν , густиною ρ . Наскрізне тонке прямолінійне пружне 

включення (рис. 3) з відповідними параметрами 0D , 0ν , 0ρ  займає область  

 1 2 1 2 0 0( , ) : ,  2 ,       / 1W x x x a x h h aε = < < ε = ={ } . 

 

Рис. 3 

Тут 1 2( , )x x=x  − декартові координати; 2a  і 0h  – довжина та по-

здовжня товщина включення (наскрізна товщина включення становить h ); 
ε  – малий безрозмірний параметр, що характеризує малу відносну по-
здовжню товщину неоднорідності. Методику моделювання пояснимо на 
прикладі неконтрастного включення при співвідношенні між пружними та 
геометричними параметрами композита 

 0 1D
D

ε < <
ε

. (20) 

Припускаємо, що в цьому випадку та за умови 0/ o( )h h = ε , 0ε → , ди-

намічна поведінка включення також моделюється в рамках гіпотез Кірхго-
фа. Тому прогини складових композита задовольняють рівняння руху [21] 

 2 4 2( ) ( ) 0,         \w k w Wε∆ − = ∈x x x R , 

 2 4
0 0 0( ) ( ) 0,       w k w Wε∆ − = ∈x x x , (21) 

 sc in( ) ( ) ( )w w w= +x x x , 

де ( )w x  та sc ( )w x  – повне та розсіяне неоднорідністю поля згинних хвиль 

у пластині; in ( )w x  – прогин однорідної пластини, що характеризує при-

кладене навантаження; 0 ( )w x  – прогин включення; 24 /k h D= ρ ω  та 0k =  

24
0 0/h D= ρ ω  – хвильові числа згинних хвиль пластини та включення; ω  – 

кругова частота коливань. 
Умови механічного контакту пластини та неоднорідності, згідно з мо-

деллю Кірхгофа, подамо у вигляді 

 0 0( ) ( ),       ( ) ( )w w= γ = γx x x x , 

 0 0( ) ( ),      ( ) ( ),      M M V V Wε= = ∈ ∂x x x x x , (22) 
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де γ , M , V  та 0γ , 0M , 0V  – кути повороту нормального елемента, згинні 

моменти та узагальнені перерізувальні сили у пластині та включенні відпо-
відно. Крім цього, виконується умова випромінювання на безмежності 

 sc ( /4)2( , ) ( ) o(1/ ),     i krw r e f r r
kr

−πθ = θ + → ∞
π

, 

 1 2cos ,     sin ,     0 2x r x r= θ = θ ≤ θ ≤ π , (23) 

де ( )f θ  – комплексна амплітуда розсіяння згинних хвиль; ( , )r θ  – полярні 
координати. 

Прогини у матриці та включенні подамо у вигляді асимптотичних роз-
винень 

 sc sc 2

0

( ) ( ),        \j
j

j

w w W
∞

ε
=

= ε ∈∑x x x R , (24) 

 0 0 1 2 2 2
0

( ) ( , ),     ,     ,     0j
j

j

w w x x W x x
∞

ε
=

= ε ∈ = ε ε →∑x x . (25) 

Підставимо подання (24), (25) у рівняння (21) та умови контакту (22), 
попередньо виконавши заміну змінної 2 2x x= ε  в області включення, і при-
рівняємо вирази з однаковими степенями ε . З урахуванням співвідношення 
(20) отримаємо систему звичайних диференціальних рівнянь для визначен-
ня невідомих коефіцієнтів асимптотичних розкладів (24), (25). З точністю до 
головних членів маємо 
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1 1 1 1
1 2 0 0 02 2

1 2

0,      w whD D D D D
x x

− − − − ∂ ∂Φ = Φ = ν − ν + − ∂ ∂ 
( ) ( ) , 

 
3 in 4 in 4 in

in
3 1 4 2 3 42 4 2 2

1 2 1 1 2

,     w w whDd hD d w d d
x x x x x
∂ ∂ ∂ Φ = Φ = + + 

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 1 2,       0x a x< = , (26) 

де 

 4 4
1 1 0 2 1 0(1 ) 1,            d d k k= − ν + ν − = −æ æ , 

 2
3 1 0 0 4 0 1 0(1 ) 1,         ,      /d d D D= − ν + νν − = ν − ν =æ æ , 

 1 1 1 2 1 1( , 0) ( , 0),       ( , 0) ( , 0)w x w x x xΦ = + − − Φ = γ + − γ − , 

 3 1 1 4 1 1( , 0) ( , 0),      ( , 0) ( , 0)M x M x V x V xΦ = + − − Φ = + − − . 

Узагальнені (ефективні) умови контакту (26) асимптотично точно моде-
люють реальні умови контакту (22) та істотно спрощують розв’язання 
поставленої задачі (21)–(23). 

3. Метод нульового поля. Для аналізу процесів хвилеутворення у ком-
позитних структурах з використанням запропонованих вище граничних 
умов, що асимптотично точно моделюють динамічну поведінку тонкого 
включення у матриці, необхідно мати також ефективний аналітико-число-
вий метод дослідження хвильових полів. У рамках запропонованого у статті 
єдиного підходу розв’язування динамічних задач таким методом є метод 
нульового поля (метод Т-матриць). Базуючись на загальних положеннях 
методу [82–84], отримано його розвиток щодо стаціонарних і нестаціонар-
них задач розсіяння пружних хвиль на тонкостінних криволінійних вклю-
ченнях змінної товщини, коли пружна система перебуває в умовах плоскої 
деформації або поздовжнього зсуву, а також задач розсіяння згинних хвиль 



85 

[24, 25, 37, 39, 41, 75–78]. Розглядалися випадки ідеального механічного кон-
такту включення і матриці, випадок односторонньо жорстко підкріпленого 
включення. Суть запропонованого числово-аналітичного алгоритму поясни-
мо на прикладі стаціонарної задачі поздовжнього зсуву та включення 
низької жорсткості (для рівняння Гельмгольца за умови (10)). Загальна її 
схема зображена на рис. 4. Припускається, що на тонкостінну неоднорід-
ність, що знаходиться в необмеженому середовищі, набігає під кутом inθ  

плоска хвиля in ( )u x . Нехай 1W  – доповнення серединної лінії включення 

0W  до замкнутої лінії W . Область 1Ω  розміщена зовні W , а область 2Ω  

обмежена нею. Граничні значення шуканих функцій і їхніх нормальних по-
хідних на W  задовольняють співвідношення 

 

Рис. 4 
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де ul , 1,2=l , – значення функцій scu  в областях Ωl . Подамо шукані 
функції у вигляді розкладів 
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Вибір форми подань продиктований структурою граничних умов (10). 
Враховуючи розклади (28), умови неперервності зміщень і напружень на 

1W , а також співвідношення (10), із (27) отримуємо систему лінійних алгеб-

ричних рівнянь нескінченного порядку для визначення коефіцієнтів mxσ
l , 

яку розв’язуємо методом редукції. 
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Такий підхід є ефективним при визначенні хвильових полів у дальній 
зоні, що важливо для задач неруйнівного контролю, його переваги незапе-
речні з огляду на простіші математичні викладки і значно більшу швид-
кість розрахунків значень досліджуваних хвильових параметрів порівняно 
з іншими методами. Метод нульового поля розвинуто також стосовно зна-
ходження дифракційних полів поблизу тонкого розсіювача. 

За допомогою запропонованого вище єдиного підходу до розв’язання 
динамічних задач та із залученням дисперсійного співвідношення Фолді [40, 
78] розроблено метод визначення усереднених швидкостей пружних хвиль і 
коефіцієнтів їх затухання у матричному композиті з випадково або впо-
рядковано сумісно розміщеними ансамблями пружних наповнювачів нека-
нонічної форми [20, 42, 43, 61, 79, 81]. 

4. Дистанційне визначення фізико-механічних параметрів і форми 
тонких плоских включень слабої контрастності. У статті [23], на прикладі 
задачі антиплоского зсуву, запропоновано методику знаходження модуля 
зсуву, густини та геометричних параметрів тонкостінних пружних дефек-
тів, що знаходяться в пружній матриці. Зондувальними хвилями є пружні 
SH -хвилі, а шукані параметри визначаються за амплітудою розсіяння цих 
хвиль у зоні Фраунгофера. Подібні обернені задачі розсіяння пружних 
хвиль на тріщинах, тріщиноподібних включеннях і включеннях великої 
жорсткості розглядалися раніше в [70]. Тут розглядаємо випадок некон-
трастної неоднорідності, тобто припускаємо, що жорсткість включення не-
значно відмінна від жорсткості матриці порівняно з малим параметром ε , 
який характеризує відносну товщину включення. 

Нехай в однорідному пружному середовищі з модулем зсуву µ  і 
густиною ρ  в умовах ідеального контакту знаходиться тонкостінне пружне 

включення з параметрами 0µ  та 0ρ , що займає область 1 2( , ) :W x xε = =x{  

1 2 1 1, ( ) ( )x a x g x h x≤ ≤ ε = }  (рис. 5). Тут 1 2( , )x x  – декартові координати, 

2a  – довжина включення, 1( )h x  – товщина включення, 1( )g x  – достатньо 
гладка додатно визначена функція. Припускаємо, що 

 0/ 1/ε ≤ µ µ ≤ ε , 

тобто розглядаємо випадок неконтрастної неоднорідності. 

 

Рис. 5 

За умов антиплоскої задачі розсіяння гармонічної хвилі зміщення у 
падаючій на дефект хвилі подаються у вигляді 

 in
0 2 in( ) exp cos( )u A ik ar= − θ − θx [ ] , 

 1 2sin ,      cos ,      x ra x ra= − θ = θ − π ≤ θ ≤ π , 

де ( , )r θ  – безрозмірні полярні координати. 
Використовуючи формулу Бетті, з урахуванням співвідношень (9) 

отримуємо інтегральне подання для розсіяного поля sc ( )u x . Зокрема, у зоні 
Фраунгофера маємо 
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 sc
0( , , ) ( , ),      u r A Lf r∗

∗θ ω ≈ θ ω → ∞ , 

 2 2 exp ( /4)
4
iL i r

r∗ ∗
∗

= εω ω − π
πω

[ ] , 

 0 in in
0

1 1( , ) ( ) cos cos sin sinf∗
∗

  θ ω = µ − µ θ θ − θ θ +  µ µ 
 

 0 ( , )J ∗
ρ − ρ 

+ θ ωρ 
, 

 
1

in 2
1

1( , ) ( ) exp (sin sin ) ,      J g ax i x dx k a
a∗ ∗ ∗

−

θ ω = ω θ + θ ω =∫ [ ] . (29) 

На рис. 6а наведено частотні залежності модуля амплітуди розсіяння 

p f∗=  при in 0θ = ° та 90θ = °. Приймаємо, що в дюралюмінієвій матриці 

з параметрами 42.7 10µ = ⋅ МПа, 2700ρ = кг/м3 знаходяться свинцеве 

( 4
0 0.7 10µ = ⋅ МПа, 0 11400ρ = кг/м3) або стальне ( 4

0 8.1 10µ = ⋅ МПа, 

0 7800ρ = кг/м3) включення, яким відповідають суцільна та штрих-пунк-

тирна лінії. При цьому у (29) вважаємо, що форма включення задається 
співвідношенням 

 2( ) (1 )g ax a x ν= −  (30) 

зі значенням 0ν = . 
 

   
 а) б) 

Рис. 6 

На рис. 6б зображено частотні характеристики цієї самої величини для 
задачі розсіяння SH -хвилі стальним включенням в дюралюмінієвій мат-
риці при різних формах включення. Суцільна крива відповідає значенню 

0.1ν =  у співвідношенні (30), а штрихова – 0.5ν = . 
Аналіз наведених вище результатів показує, що період pω  чергування 

максимумів і мінімумів у спектрі розсіяного поля не залежить ні від фізи-
ко-механічних характеристик матеріалів матриці та розсіювача, ні від фор-
ми включення і становить приблизно 

 
insin sinp

πω ≈
θ + θ

. (31) 

Цей факт дозволяє побудувати алгоритм розв’язку поставленої оберненої 
задачі таким чином. 
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Зафіксуємо довільно систему координат. Зондуючи дефект у моноста-
тичному режимі (кут падіння співпадає з кутом спостереження), за різних 

inθ  визначимо кут, при якому модуль амплітуди розсіяного поля набуває 

постійного значення (тобто pω → ∞ ) на скінченному інтервалі хвильових 

чисел зондування. Згідно зі співвідношенням (31) цей кут буде відповідати 
напрямкові нормального падіння хвилі на дефект. 

Знаючи орієнтацію включення, зі співвідношення (31) можемо визначи-
ти його довжину a . Заміряючи відстань k∆ , що відповідає періоду pω , зна-

ходимо 

  in
in

,        
(sin sin )

a
k

π≈ θ ≠ − θ
θ + θ ∆

. 

Наступний крок у розв’язанні оберненої задачі полягає у визначенні 
параметрів 0µ  і 0ρ . Вважаємо, що товщина включення є сталою ( 0ν = ), а 

кут падіння зондувальної хвилі in 0θ = . Заміряючи значення амплітуди 

розсіяння f∗  при кутах 0θ = ° ( f f∗ ∗
+= ) та 180θ = ° ( f f∗ ∗

−= ), на основі 
співвідношення (5) отримуємо 

 0 04 / (4 ),         (4 ) / 4f f f f∗ ∗ ∗ ∗
+ − + −µ = µ + − ρ = ρ − − .  

Аналогічні алгоритми ідентифікації неконтрастних розсіювачів отрима-
но також у випадку плоскої деформації і кругових в плані включень [22]. 
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АСИМПТОТИЧЕСКИЙ ПОДХОД В ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧАХ ТЕОРИИ 
УПРУГОСТИ ДЛЯ ТЕЛ С ТОНКИМИ УПРУГИМИ ВКЛЮЧЕНИЯМИ 
 
Предложен единый подход для исследования процессов динамического взаимодей-
ствия тонких упругих неоднородностей с окружающей упругой средой. Он бази-
руется на методах теории сингулярных возмущений при получении математи-
ческих моделей контакта составляющих упругой системы с последующим ис-
пользованием метода нулевого поля для изучения волновых полей в композитах. 
Подход эффективен при исследовании явления взаимодействия упругих волн с ло-
кальными или множественными тонкими упругими неоднородностями, а также 
при решении соответствующих обратных задач. 

Ключевые слова: тонкие упругие включения, композиты с наполнителями нека-
нонической формы, теория сингулярных возмущений, метод нулевого поля, 
динамические нагрузки. 

 
ASYMPTOTIC APPROACH IN DYNAMIC PROBLEMS OF THE ELASTIC THEORY 
FOR BODIES WITH THIN ELASTIC INCLUSIONS 
 
The unified approach to the study of the processes of the dynamic interaction of thin 
elastic inhomogeneities with the elastic environment is proposed. It is based on the 
methods of the theory of singular perturbations in obtaining mathematical models of 
the contact of the components of an elastic system with the subsequent use of the null 
field method for the study of wave fields in composites. The approach is effective in 
studying the phenomenon of the interaction of elastic waves with local or multiple thin 
elastic inhomogeneities, as well as in solving the corresponding inverse problems. 

Key words: thin elastic inclusions, composites with fillers of non-canonical form, null 
field method, dynamic loads. 
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