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ВПЛИВ ЗОСЕРЕДЖЕНИХ СИЛ І ТЕМПЕРАТУРНИХ ДЖЕРЕЛ 
НА РОЗПОДІЛ НАПРУЖЕНЬ У ПЛОЩИНІ З’ЄДНАННЯ ДВОХ РІЗНИХ 
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ІЗОТРОПНИХ ПІВПРОСТОРІВ 
 

Досліджено вплив зосереджених сил і джерел тепла на розподіл напружень у 
площині з’єднання двох різних трансверсально-ізотропних півпросторів. Для 
цього побудовано фундаментальні розв’язки для кусково-однорідного транс-
версально-ізотропного простору, який знаходиться під дією зосереджених 
нормальних і дотичних сил, а також зосереджених джерел тепла. Явні вира-
зи для них отримано шляхом зведення проблеми до матричної задачі Рімана 
в просторі узагальнених функцій повільного зростання, для якої записано 
точні розв’язки. В результаті отримано розподіл нормальних напружень в 
міжфазній площині для різних комбінацій трансверсально-ізотропних ма-
теріалів за наявності однієї або двох зосереджених сил, а також за наявнос-
ті зосереджених джерел тепла і зосереджених сил. Числовими розрахунками 
встановлено значний вплив на поле напружень у міжфазній площині термо-
пружних характеристик вибраних матеріалів трансверсально-ізотропних 
півпросторів та їхніх комбінацій при дії декількох зосереджених сил і зосе-
реджених джерел тепла. 

Ключові слова: фундаментальні розв’язки, матрична задача Рімана, трансвер-
сально-ізотропний неоднорідний простір, розподіл напружень, міжфазна 
площина. 

 
Міжфазні області, тобто області з’єднання різних матеріалів, які знахо-

дяться під дією пружних і температурних полів, завжди були предметом 
досліджень багатьох авторів як області можливого руйнування. 

Тому дослідження концентрації напружень поблизу таких областей як 
міжфазних, так і внутрішніх, скінченних і нескінченних у термопружних 
полях має важливе практичне значення. Для різних середовищ цим проб-
лемам присвячено чимало робіт. Зокрема, в [3–7] розглянуто задачі стаціо-
нарної термопружності для тіл з теплопроникним дисковим включенням, 
між поверхнями якого існує неідеальний тепловий контакт, а також задачі 
з тонким теплоактивним дисковим включенням. Задачі зведено до гіпер-
сингулярних інтегральних рівнянь першого та другого роду, для яких отри-
мано точні розв’язки. Неосесиметричні задачі пружності і термопружності 
для кусково-однорідних середовищ, які містять міжфазні і внутрішні кон-
центратори напружень різної природи розглядались а роботах [2, 9–12, 15, 
19]. Поставлені там задачі зведено за допомогою методу сингулярних інтег-
ральних співвідношень (СІС) [31] до систем двовимірних сингулярних інтег-
ральних рівнянь (СІР) і запропоновано метод їх розв’язування. Подібний 
підхід застосовано в роботах [8, 13, 14, 20–23] до розв’язання задач про 
міжфазні і внутрішні дефекти в кусково-однорідних анізотропних середо-
вищах. Аналогічні задачі для кусково-однорідного ізотропного і трансвер-
сально-ізотропного просторів розглядались також у роботах [35] і [34], 
відповідно, однак у праці [34] розв’язки мають достатньо громіздку струк-
туру. Функції Ґріна для кусково-однорідних трансверсально-ізотропних 
просторів за наявності зосередженого теплового джерела і за відсутності 
термодифузії побудовано у [25], а за наявності термодифузії – у [32]. У 
роботах [24, 33] побудовано функції Ґріна для шаруватого термопружного 
середовища. 

Для дослідження міжфазних і внутрішніх дефектів в кусково-однорід-
них анізотропних середовищах у роботах [17, 18] побудовано фундамен-
тальні розв’язки відповідно для дво- і чотирикомпонентних середовищ. За-
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дачу побудови фундаментальних розв’язків зведено до матричної задачі 

Рімана за частиною змінних у просторі 3( )′ℑ ¡  і запропоновано підхід до її 
розв’язання. Аналогічний підхід у роботах [16, 26] використано для побу-
дови фундаментальних розв’язків для кусково-однорідного трансверсально-
ізотропного простору, який перебуває під дією відповідно зосереджених сил 
або зосереджених джерел тепла.  

У цій роботі отримано фундаментальні розв’язки для кусково-однорід-
ного трансверсально-ізотропного простору, який перебуває під дією зосе-
реджених сил і зосереджених джерел тепла. За допомогою цих розв’язків 
досліджено розподіл напружень у міжфазній площині при різних видах 
силового і температурного навантажень. 

1. Постановка задачі. Нехай у довільній точці 0 0 0 0( , , )M x y z  кусково-

однорідного трансверсально-ізотропного простору діє зосереджена сили 

1 2 3( , , )P P P=P , а в довільній точці 1 1 1 1( , , )M x y z  – стаціонарне джерело 
тепла. Пружно-деформований стан простору описується вектором 

 1, ,9( , , ) , , , , , , , ,k k x y z yz xz xyv x y z u v w== = σ σ σ τ τ τv …{ } { } . (1) 

Скориставшись узагальненим законом Гука і рівняннями рівноваги 
відносно компонент вектора v , у просторі узагальнених функцій повільного 

зростання 3( )′ℑ ¡  запишемо таку крайову задачу: 

 3
1 2 3[ , , , ] ,       , ( )z ′∂ ∂ ∂ = ∈ ℑD v F v F ¡ , (2) 

 ( , , 0) ( , , 0),      1, ,9,      1,2,6k kv x y v x y k k+ = − = ≠… , (3) 

 
( , , )

( , , ) 0,     1, ,9k x y z
v x y x k→∞ = = … . (4) 

Тут введено позначення 
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, 

 ( ) ( )kj kj kjs z s z s+ −= θ + θ − ,  

0 0 0 0( , , )x x x x x xδ = δ − − −  – дельта-функція Дірака; kjs±  – коефіцієнти 

узагальненого закону Гука відповідно для верхнього 0z >  і нижнього 0z <  
півпросторів; k×O l  – нульова матриця розмірності k × l . 

Розподіл температури T  від зосередженого джерела тепла потужністю 
Q  отримано в роботі [15]: 
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 0 0 0 0 0( , ) ( , )z z z z+ −ξ = θ ξ + θ − − ξ , 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z z z z z+ + − −ξ = θ ξ + θ − ξ + θ − − ξ + θ − ξ
)

, 

 0 0 0 0 0 0 0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )z z z z z z z z− − + +ξ = θ ξ − θ − ξ + θ − − ξ − θ − ξ
(

, 

 1 1 3 3( , ) ( , ) ,   ( ) ( ),    1,2,3i i iQ z z Q z z Q x x i+ − + −= θ + θ − − λ = λ θ + λ θ − = , 

i
±λ  – коефіцієнти теплопровідності для верхнього 0z >  і нижнього 0z <  

півпросторів відповідно, 2 2
1 1 1( ) ( )r x x y y= − + − . 

2. Побудова розв’язку задачі. Розв’язки поставленої задачі, з огляду 
на її лінійність, можна подати так: 

 
3 6

1 4

( , , )k j kj kj j
j j

v x y z P w w F∗
= =

= − + ∗∑ ∑ , (5) 

де функції 3( , , ) ( )kjw x y z ′∈ ℑ ¡  – компоненти системи фундаментальних 

розв’язків 1j kj kw ==w 9{ } , 1,2, ,6j = … , задачі (2)–(4), тобто jw  є розв’яз-

ками системи крайових задач 

 0 0 3
1 2 3[ , , , ] , , ( )j jz ′∂ ∂ ∂ = ∈ ℑD w f w f ¡ , (6) 

 ( , , 0) ( , , 0),     1, ,9,    1,2,6kj kjw x y w x y k k+ = − = ≠… , (7) 

 ( , , )( , , ) 0,         1, ,9kj x y zw x y x k→∞ = = … , (8) 

де 

 0 9
0 0 0 1( , , )kj kx x y y z z == δ δ − − −f { } , 

kjδ  – символ Кронекера. 

Компоненти векторів jw  допускають подання 
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 ( ) ( )kj kj kj kj kjw z w z w w w+ −= θ + θ − = + , 

де 3( )kjw±
±

′∈ ℑ R , 3 2
± ±= ×R R R . Застосувавши до матричного рівняння (6) 

оператор тривимірного перетворення Фур’є 3F  із 3( )′ℑ R , враховуючи рів-

ності (7), умови (8) і результати робіт [8–23], відносно 1 2 3( , , )kjW± α α α =  

3
3 [ ] ( )kjF w± ′= ∈ ℑ ¡  отримаємо таке матричне рівняння: 

 0 0 3,       , ( ),     1,2,3j j j j j j+ + − − ± ′= + ∈ ℑ =M W M W F W F ¡ . (9) 

Тут позначено 

 9 0 9
1 1 2 3 0 1,     [ 0, , , ],    j kj k j kj kW i i i e± ± ±

= == = ± − α − α − α = δW M D F{ } { } , 

де 0 1 0 2 0 3 0exp ( )e i x i y i z= α + α + α . 

Враховуючи властивості узагальнених функцій і застосовуючи методи-
ку робіт [8–23], отримаємо розв’язок крайові задачі (9) і після застосування 
оберненого перетворення Фур’є знаходимо компоненти векторів j =w  

9
1kj kw == { } . Далі, застосувавши формулу (5), перші три компоненти вектора 

9
1( , , )k kv x y z ==v { }  запишемо так: 
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3. Поля напружень і переміщень у площині з’єднання півпросторів. 
Поклавши в отриманих виразах 0z = , отримаємо розподіл нормальних і 
дотичних напружень у площині з’єднання півпросторів, коли в довільній 
точці 0 0 0 0( , , )М x y z=  діє зосереджена сила 1 2 3( , , )P P P=P , ( 0)kP ≥ , а в 

довільній точці 1 1 1 1( , , )M x y z  – стаціонарне джерело тепла: 
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4. Результати обчислень. На рис. 1, 3, 5, 7, 9, зображено графіки роз-

поділу відношення ( , )z x y P+σ /  у площині 0z =  для комбінацій трансвер-

сально-ізотропних матеріалів [1] m1–m2, а на рис. 2, 4, 6, 8, 10 – для комбі-
нації матеріалів m3–m4. Тут матеріал m1 – кераміка А (ВаТіО3), матеріал 
m2 – кераміка В (ВаТіО3+5%СаTiO3), матеріал m3 – кадмій (Сd), матеріал 
m4 – магній (Mg). При цьому значення коефіцієнтів теплопровідності (в 
[Вт/(м ∙ К)]) є такими:  

для матеріалу m1: 1 2.61λ =  і 3 3.67λ = ;  

для матеріалу m2: 1 2.85λ =  і 3 4.6λ = ;  

для матеріалу m3: 1 93λ =  і 3 94λ = ;  

для матеріалу m4: 1 156λ =  і 3 157λ = .  

На рис. 1, 2 наведено графіки за наявності у верхньому півпросторі в 

точці (0, 0,1.2)M  зосередженої сили (0,0, )P+=P , а на рис. 3, 4 – за 

наявності двох однакових зосереджених сил (0,0, )P+=P  у точках 

1(0,0,1.2)M  і 2 (0.5, 0.5, 1.2)M − . На рис. 5, 6 подано графіки за наявності у 

верхньому півпросторі в точці 0 (0, 0,1)M  зосередженого джерела тепла 

потужності Q+ , а на рис. 7, 8 – за наявності двох зосереджених джерел 

тепла потужностей 2Q+  і Q+  відповідно в точках 3 (1, 1,1)M −  і 4 ( 1,1, 1)M − − . 
На рис. 9, 10 зображено графіки за наявності у верхньому півпросторі в 

точці (1,1,1.2)M  зосередженої сили (0,0, )P+=P , а в нижньому в точці 

0 (0.5,0.5, 1)M −  – зосередженого джерела тепла потужності Q P+= . 
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 m1–m2 m3–m4 

 Рис. 1 Рис. 2 

  

 m1–m2 m3–m4 

 Рис. 3 Рис. 4 

  

 m1–m2 m3–m4 

 Рис. 5 Рис. 6 
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 m1–m2 m3–m4 

 Рис. 7 Рис. 8 

  

 m1–m2 m3–m4 

 Рис. 9 Рис. 10 

Висновки. Отримані фундаментальні розв’язки дозволили дослідити 
поля нормальних напружень у площині з’єднання двох різних трансвер-
сально-ізотропних півпросторів за наявності однієї або декількох зосеред-
жених сил або джерел тепла. Встановлено, що на розподіл нормальних на-
пружень суттєво впливають кількість зосереджених сил і джерел тепла і їх 
розміщення, а також значення термопружних сталих матеріалів і їхніх 
співвідношень. Зокрема, нормальні напруження за наявності однієї зосеред-
женої сили у верхньому півпросторі більші у випадку комбінації матеріалів, 

для якої коефіцієнт 3 33 33s s+ −ζ = /  є меншим. Це видно із рис. 1 і 2 (відповідно 

для 3 0.97ζ =  і 3 1.92ζ = ). Така ж тенденція зберігається і за наявності двох 
однакових зосереджених сил, розташованих на однаковій відстані від 
площини з’єднання в різних півпросторах, але друга сила зміщена відносно 
центра (рис. 3, 4). Але в першому випадку (рис. 3), оскільки коефіцієнт 

3 0.97ζ =  близький до одиниці, спостерігаємо два приблизно однакових піки 
нормальних напружень. У другому випадку (рис. 4) також бачимо два піки 
напружень, але оскільки коефіцієнт 3 1.92ζ =  близький до двох, пік наван-
таження у нижньому просторі в два рази більший. Аналогічну картину 
спостерігаємо за наявності тільки зосереджених джерел тепла (рис. 5, 
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рис. 6), але при цьому більших значень напруження досягають для комбіна-
ції матеріалів m3–m4 (рис. 6). Це пояснюється тим, що коефіцієнти тепло-
провідності для матеріалів m3 і m4 більші, ніж для матеріалів m1, m2, а 

коефіцієнт 3 3 3
+ −ξ = λ λ/  менший для комбінації m3–m4 3( 0.599)ξ = , ніж для 

комбінації m1–m2 3( 0.797)ξ = . Ця закономірність зберігається і за наявнос-
ті двох джерел тепла, які розташовані в різних півпросторах на однаковій 
відстані від міжфазної площини симетрично відносно осі Z (рис. 7, рис. 8). 
Тут бачимо два максимуми нормальних напружень, але для другої комбіна-
ції m3–m4, оскільки коефіцієнт 3 0.599ξ =  значно менший від одиниці, 
другий максимум значно менший від першого. За наявності одночасно 
зосередженої сили і джерела тепла, потужність якого співпадає зі зна-
ченням зосередженої сили, для першої комбінації матеріалів (рис. 9) мак-
симальне значення напруження від дії сили значно перевищує максимум 
напружень від джерела тепла. Для другої комбінації ці максимуми спів-
ставні (рис. 10). Це пояснюється тим, що обидва коефіцієнти 3 1.92ζ =  і 

3 0.599ξ =  значно відрізняються від одиниці. Отже, врахування неоднорід-
ності матеріалів значно змінює термопружні поля у міжфазній площині. 

Отримані результати мають як самостійне значення, так і дозволяють 
більш точно формулювати задачі про міжфазні дефекти в кусково-однорід-
них трансверсально-ізотропних середовищах. 
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THE INFLUENCE OF CONCENTRATED FORCES AND HEAT SOURCES 
ON THE DISTRIBUTION OF STRESSES IN THE INTERFACE OF TWO DIFFERENT 
TRANSVERSELY ISOTROPIC HALF-SPACES  
 
The influence of concentrated forces and heat sources on the stress distribution in the 
interface of two different transversely isotropic half-spaces are studied. For this pur-
pose, fundamental solutions are constructed for a piecewise homogeneous transversely 
isotropic space, subjected to the concentrated normal and tangential forces, as well as 
concentrated heat sources. Explicit expressions for them are obtained by reducing the 
problem to the Riemann matrix problem in the space of generalized slowly increasing 
functions, for which exact solutions are written. As a result, the distribution of normal 
stresses in the interfacial plane for different combinations of transversely isotropic ma-
terials in the presence of one or two concentrated forces, as well as in the presence of 
concentrated heat sources and concentrated forces, is obtained. The important influence 
of thermomechanical characteristics of chosen materials of transversely isotropic half-
spaces and their combinations under action of several concentrated forces and 
concentrated heat sources on the stress field in the interfacial plane is established by 
numerical calculations. 

Keywords: fundamental solutions, Riemann matrix problem, transversely isotropic 
inhomogeneous space, stress distribution, interfacial plane.  
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