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Показано актуальність роботи, яка полягає в необхідності підвищення точності 

визначення середньоінтегральних значень динамічних параметрів, що вимірюються 

практично на всіх виробництвах машинобудування, енергетики та комунального сектора. 

Наведено аналіз методів визначення середньоінтегрального значення безперервного 

динамічного процесу за дискретними даними. 

Визначено величини похибок, обумовлених дискретністю вимірювання та методами 

математичної обробки сигналу. 

Показано залежності похибки визначення середнього значення вимірюваного 

параметра від частоти опитування датчиків і амплітуди коливання вимірюваної величини, що 

дозволяють визначати необхідну дискретність вимірювання з метою забезпечення необхідної 

точності. 

Показана похибка визначення середнього значення вимірюваного параметра, 

обумовлена математичним методом осереднення. Проведено аналіз різних методів 

опосередкування вимірюваної величини, таких як середньоквадратичний метод, метод 

сплайнів, метод Сімпсона та його модифікація. 

Визначено сфери застосування математичних методів визначення середнього 

значення вимірюваної величини, що забезпечують мінімум похибки математичної обробки 

результатів вимірювання. 

Ключові слова: точність, похибка виміру, динамічна складова, математична обробка 
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The urgency of the work consists in the necessity of increasing the accuracy of determining 

the average values of dynamic parameters measured practically at all machine building, power 

engineering and municipal sector enterprises. 

The results of an analysis of methods for determining the average integral value of a 

continuous dynamic process on discrete data are presented. 

The magnitudes of errors, caused by the discreteness of measurements and methods of 

mathematical processing of the signal, were determined. 

The dependence of the error in determining the mean value of the measured parameter on 

the sampling frequency of sensors and the amplitude of oscillation of the measured quantity, which 

allows determining the necessary discreteness of measurement in order to ensure the required 

accuracy, is demonstrated. 

The error in determining the mean value of the measured parameter, due to the mathematical 

method of averaging, is shown. An analysis of various methods of mediating the measured value, 

such as the mean square method, the spline method, the Simpson method and its modification, was 

carried out. 

The spheres of application of mathematical methods for determining the average value of 

the measured quantity, providing a minimum error of mathematical processing of measurement 

results, are specified. 

Keywords: accuracy, measurement error, dynamic component, mathematical processing. 

 

Постановка проблеми та її зв’язок з важливими науковими і практичними 

завданнями 

Сучасна теорія математичного аналізу використовує безліч методів визначення 

середньоінтегрального значення змінної, заданої функціонально, графічно або таблично, а 

цифрова обробка кодів миттєвих значень сигналів ведеться із застосуванням методів 

чисельного інтегрування. Все це вимагає чіткого уявлення про можливості, як 

математичного апарату, так і обчислювальної техніки. 

Залежно від необхідної точності, методи чисельного інтегрування експериментальних 

даних можуть бути різними, починаючи від найпростіших (середньоарифметичне значення) і 

закінчуючи методами, алгоритми яких складні і громіздкі. 

Вимірювання динамічних параметрів здійснюється майже у всіх галузях виробництва: 

машинобудуванні, енергетиці, побутовому секторі тощо. Наприклад, модельні випробування 

гідротурбін є найточнішим і широко використовується на сьогоднішній день методом 

визначення енергетичних, кавітаційних та деяких інших характеристик турбіни. Міжнародна 

електротехнічна комісія рекомендує вимірювати коефіцієнт корисної дії моделей гідротурбін 

з відносною похибкою не більше 0,5%. ККД у 0,1% дає втрати у грошовому еквіваленті 

близько 100 тис. грн. на рік для турбіни потужністю 100 МВт. Тобто зниження загальної 

похибки вимірювання ККД є важливим технічним завданням, вирішення якої можливе 

шляхом виявлення всіх складових похибки та зниження найбільш значущих з них. 

 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 

Як відомо, вибір того чи іншого методу усереднення визначається не лише його 

номінальною точністю, а й умовами, за яких даний метод реалізується. Завади, спотворення і 

шуми на деякі методи не мають практично ніякого впливу, на інших же їх вплив настільки 

великий, що точність методу різко знижується і його застосування стає недопустимим. 

Питання цифрової обробки сигналів у літературі висвітлено досить широко, проте, 

розбіжність думок з цієї проблеми все ж таки є. Так у роботах [1-6] стверджується, що з 

відомих формул чисельного інтегрування, у тому числі квадратурних формул вищих 

порядків, доцільно використовувати найпростішу формулу прямокутників, так як вона, як 
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правило, має найменше значення похибки дискретизації та найменше значення випадкової 

похибки. І справді, якщо сигнал зашумлений, то інтерполюючі квадратичні і кубічні сплайни 

дають велику похибку [7]. 

Тим не менш, у роботах [8-14] розглянуті формули чисельного інтегрування для 

зашумлених даних і наведені тексти програм для ЕОМ з розрахунку кубічних сплайнів, а в 

роботах [7-15] дано аналіз узагальненої формули Сімпсона, що показує, що похибка методу 

складає четвертий порядок малості кроку вимірів. 

Зі сказаного вище ясно, що дана проблема вимагає подальшого вивчення і є 

актуальною для дослідження тих процесів, точність вимірювання яких повинна бути 

максимальною. 

 

Метою роботи є порівняльний аналіз деяких способів реалізації алгоритму 

усереднення, і вибір найбільш точного з них, що дозволяє максимально знизити похибку 

математичної обробки результатів виміру. 

 

Виклад основного матеріалу 

Розглянемо похибки, які лежать у основі методів. 

Визначення миттєвого значення вимірюваної величини рахунково-імпульсним 

методом полягає у вимірі інтегрального значення за порівняно невеликий інтервал часу, 

тривалість якого вибирається з умови, щоб закон зміни процесу в інтервалі часу 

вимірювання був досить близьким до лінійного. Дійсно, якщо процес змінюється лінійно, то 

по теоремі про середнє миттєве значення на середині інтервалу вимірювання відповідає 

середньому значенню вимірюваної величини. 

При вимірі миттєвих значень процесу, що відносяться до середини інтервалу 

вимірювання, лічильно-імпульсні пристрої вносять похибку, що визначається виразом: 

0
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y y t y t dt


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


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де (-τ/2; + τ/2) – інтервал часу виміру. 

Одним із найпростіших і водночас досить ефективних способів відновлення 

безперервного процесу є кусково-лінійна апроксимація. 

При кусково-лінійній апроксимації, отримані сусідні миттєві значення процесу 

з'єднуються відрізками прямих ліній (див. рис. 1). 

 

Рис. 1 –  Кусково-лінійна  апроксимація 

Так як максимальна абсолютна похибка апроксимації виникає при з'єднанні точок, в 

кожній з яких миттєві значення визначені з похибкою одного знака, то з (1) випливає, що для 

середини ділянки апроксимації: 
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тобто похибка апроксимації визначається так само, як і похибка миттєвого значення, але 

тільки на подвоєному інтервалі часу виміру. 

Очевидно, що максимальне значення похибки буде в точці екстремуму, де y'(t) = 0, a 

y"(t) – максимальна. 

Тоді вираз (2) можна, розклавши в ряд Тейлора, уявити у вигляді: 
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Максимальна відносна похибка: 
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Інтервал виміру: 
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Отримані формули справедливі для стаціонарних випадкових процесів, що мають 

математичне очікування похибки апроксимації М∆у=0, причому формула (4) в середньому 

дає виграш в оцінці похибки, хоча в окремих точках похибка може перевищувати обчислене 

за формулою значення, але ймовірність цого мала. 

Якщо вимірюваний процес нестаціонарний на всьому своєму протязі, то можна 

розбити його на ряд окремих ділянок, на яких з відомим наближенням процес можна 

вважати стаціонарним. При цьому на кожній ділянці процес має різні характеристики, і, 

отже, пред'являються різні вимоги до засобів вимірювання. Зазвичай заздалегідь межі 

ділянок не відомі. Тому доцільно вимірювати такого роду процеси за допомогою апаратури, 

що веде обробку за програмою, складеною за відомою реалізації процесу [15]. 

Найчастіше вимірюваний процес можна як суперпозицію більш простих процесів 

мають загальний характер, але відрізняються кількома незалежними параметрами. Тобто 

будь-яке коливання параметра можна представити як суперпозицію гармонійних коливань: 
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де Аω – амплітуда ω-ї частоти; А0 – середнє значення параметру;  

Якщо прийняти начальне значення змінної y(t0) = А0 , то необхідний часовий інтервал, 

згідно (5) та (6) складе: 

max
0

2

6

cos
i i

А

А





 



     (7) 



ISSN 2079 – 1747 Машинобудування, 2021, №28 

DOI 10.32820/2079-1747-2021-28 

Метрологія та інформаційно-вимірювальна техніка 

 

 

© Канюк Г.І., Мезеря А.Ю., Чеботарьов А.М., Близниченко Г.С., Бондаренко Ю.О., 2021 70 

Аналіз формули (7) показує, що низькочастотні коливання збільшують час τ, отже їх 

внесок у похибку дискретизації невелик, і розглядати необхідно високочастотні коливання 

параметра, з максимально значущою амплітудою. Поріг значимості визначається в 

залежності від характеру коливань і пред'явленої точності. 

Замінивши в (6) суму ряду одним його членом, отримаємо: 

   0
cos

t
y A A t


        (8) 

а інтервал виміру: 
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 ,    (9) 

де А – відносна амплітуда коливань параметра. 

Заміна (6) на (8) не зовсім правомірна, внаслідок чого похибка у визначенні часу τ 

буде незрівнянно більшою за необхідну похибку виміру. 

Введемо поняття відносної частоти коливань  f ′ = f / fД,  де частота коливального 

процесу f =2·π·ω  а частота опитування датчика fД = 1/τ . 

Відносна похибка виміру визначається: 

cp Т
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y y

y
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де уср – усереднене значення параметра, отримане для ряду миттєвих значень рівняння (8), 

виміряних через рівні проміжки часу τ; ут – точне інтегральне значення параметра: 
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   ,      (11) 

З метою визначення загального характеру похибки, на підставі формул (8), (10) і (11) 

побудуємо залежність похибки апроксимації (див. рис. 2 а) від відносної частоти опитування 

датчика, задавшись наступними умовами, що мають місце в установках: відносна амплітуда 

коливань А = 0,1; час. На рис 2. (б) показано така ж залежність, але побудована за формулою 

(9). Обидві залежності мають хорошу збіжність, що дає підставу вважати формулу (9) досить 

точною для дослідження незашумлених процесів. 
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Рис. 2 – Залежність похибки апроксимації 
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На сьогоднішній день на багатьох виробництвах інтегральне значення параметра 

визначається середньоарифметичним методом: 

cp

0

1

1

M

i

i

y y
M 



       (12) 

Для тих самих умов (А = 0,1; Т = 1с.; τ = 0,05с.) побудуємо залежність погрішності 

методу від відносної частоти коливального процесу (8) (див. рис. 3). 
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Рис. 3 – Залежність погрішності методу від відносної частоти коливального процесу 

 

Похибка середньоарифметичного методу практично не залежить від частоти процесу, 

проте її величина значно більша, ніж при використанні апроксимації, за тих же умов. 

При порівняльній оцінці похибки інших методів доцільно зупинитися на класичному 

методі Сімпсона, узагальненому методі Сімпсона, запропонованому професором Литвиним 

О.М. [6], і на параболічному сплайні. 

Інтегральне значення вимірюваної величини за класичною формулою Сімпсона може 

бути виражене у вигляді: 

СІМП 0
4 2

3
M v k

v k

y y y y y
T

   
         

  ,    (13) 

де v – непарні значення y; k – парні значення y. yМ – кінцеве значення параметра при t 

=T. 

Скориставшись розглянутим раніше алгоритмом, побудуємо залежність похибки 

класичного методу Сімпсона від відносної частоти коливань параметра (див. рис. 4). 
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Рис. 4 – Залежність похибки класичного методу Сімпсона від відносної частоти коливань 
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На низьких частотах метод Сімпсона точніше за апроксимацію (рис.2. а), а на високих 

частотах похибки практично рівні. Недоліком методу є можливість обробки лише непарного 

числа точок виміру. При вимірі парної кількості показань точність методу різко знижується, 

чого не відбувається при використанні узагальненої формули Сімпсона: 
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На рис. 5 (а) показана залежність похибки величини, що визначається за формулою 

(14), від відносної частоти опитування, а на рис. 5 (б) подібна залежність для параболічного 

сплайну. Рівень похибки у разі використання узагальненої формули Сімпсона збігається з 

рівнем похибки при використанні параболічного сплайну, що є одним з найбільш точних 

методів інтегрування дискретних сигналів з малим рівнем завад. 
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Рис. 5 – Залежність похибки величини 
 

Детальний опис алгоритмів сплайн-обчислень і деякі характеристики сплайн-функцій 

можна знайти в роботах [2, 5, 6, 7, 15]. Відзначимо лише, що сплайни зручно 

диференціюються і добре інтегруються, завдяки чому вони знайшли широке застосування 

для вирішення інтегральних рівнянь та обробки таблично заданих функцій. 

При збільшенні часу вимірювання Т, похибка всіх без винятку розглянутих методів 

знижується, але тільки до певного рівня, після чого подальше збільшення часу вимірювання 

не має відчутного ефекту. Більше того, підвищення точності вимірювання за рахунок 

збільшення часу опосередкування є ефектом точності, що здається, і не може бути засобом 

зниження похибки, якщо тільки воно не обґрунтоване іншими фізичними явищами [15]. 
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При вимірюванні та градуюванні вимірювальних установок, типовий характер яких 

(коливання витрати рідини) показано на рис. 6 (а), характер коливань можна подати згідно 

(6) у вигляді суми Фур'є. 
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Рис.  6 – Характер коливань  вимірюваних та градуйованих 

вимірювальних установок 

 

З рис. 6 (б) видно, що домінує вища частота коливань витрати ω становить близько 12 

рад/с, а відносна амплітуда коливань А = 0,1. Тоді для забезпечення похибки, що дорівнює 

0,01%, частота опитування датчика, при використанні методу апроксимації, згідно (9), 

повинна бути не менше 16 Гц. 

Можливість попереднього запису характеру процесу з подальшим його 

неодноразовим відтворенням дозволяє зробити більш глибокий аналіз процесу, а 

перемикання часу вимірювання за програмою дозволяє отримати мінімальну похибку 

вимірювання, а також порівняно просто оптимізувати обсяг отриманої інформації після 

обробки. 

За наявності в спектрі сигналу низькочастотних коливань (щодо частоти опитування 

датчика) методи Симпсона і сплайну можуть дати меншу похибку, тоді як метод 

апроксимації буде найбільш оптимальним при обробці сигналів вищих частот. 

 

Висновки 

Методи апроксимації, Сімпсона і сплайну можуть бути використані як в якості 

основних, так і в якості додаткових методів розрахунку середнього значення параметра при 

визначенні середнього значення коливального процесу. 

Отримані аналітичні вирази похибки для методу апроксимації дозволяють визначати в 

процесі виміру мінімальний рівень частоти опитування датчиків, з метою зниження похибки 

дискретизації. 

Показано можливе зниження похибки за рахунок застосування одного з наведених 

методів, або поперемінного їх застосування за заданою програмою в залежності від 

характеристик досліджуваного процесу. 
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