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The Dirichlet spectral problem for an elliptic operator of the fourth order with singularly
perturbed coefficients is considered. The problem describes the eigenmodes of a plate with
finite number of the stiff and light-weight inclusions of an arbitrary shape. The asymptotic
behavior of eigenvalues and eigenfunctions is studied. The number-by-number convergence of
the eigenvalues and the corresponding eigenspaces is established. The limit eigenvalue problem
involves a non-local boundary conditions. Justification of the asymptotic formulas is based on
the norm resolvent convergence of a family of unbounded self-adjoint operators.

Ю. Д. Головатий, В. М. Гут. Асимптотика спектра неоднородной пластины с легким
жесткими включениями // Мат. Студiї. – 2013. – Т.40, №1. – C.79–94.

Рассмотрена спектральная задача Дирихле для эллиптического оператора четвертого
порядка с сингулярно возмущенными коэффициентами. Задача моделирует собственные
колебания упругой пластины с конечным числом жестких и одновременно легких вклю-
чений произвольной формы. Изучено асимптотическое поведение собственных значений
и собственных функций задачи. Найдены главные члены асимптотики собственных эле-
ментов с учетом их кратности. Предельная спектральная задача содержит нелокальные
краевые условия, а обоснование асимптотических формул базируется на равномерной ре-
зольвентной сходимости некоторого семейства неограниченных самосопряженных опера-
торов.

1. Вступ. У цiй статтi ми дослiджуємо сингулярно збурену крайову задачу для дифе-
ренцiального оператора четвертого порядку, а саме, асимптотичну поведiнку спектра
та власних пiдпросторiв. Така задача моделює власнi коливання жорстко закрiпленої
пластини, яка мiстить надмiцнi легкi включення.

Процеси рiзноманiтної природи, що протiкають в сильно неоднорiдних середовищах,
зазвичай моделюють крайовими задачами для диференцiальних операторiв з сингуляр-
ною залежнiстю вiд малого параметра як в коефiцiєнтах операторiв, так i в геометрiї
областей. Задачi такого типу виникають в багатьох роздiлах природознавства, тому їх
активно дослiджують в останнi тридцять рокiв ( [1–4]).

Моделi зi скiнченною кiлькiстю жорстких включень вивчали в [5–7]. Значну кiль-
кiсть робiт присвячено коливним системам з концентрованими масами ([8–12], див. та-
кож огляд результатiв в [13]). Механiчнi систем з масами, якi концентруються в околi
одновимiрних многовидiв, дослiджувались в [14]. В [15–17] дослiдженi моделi середовищ
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складної геометрiї з одночасним збурення як густини маси, так i коефiцiєнтiв жорстко-
стi.

Спектральнi властивостi мембран зi скiнченним числом включень, якi вiдносно
основного матерiалу вiдрiзнялись як жорсткiстю, так i густиною, розглянуто в [18–20].
Одновимiрну модель розглянуто в [18], в [19] — модель пружної коливної системи зi
скiнченним числом жорстких i одночасно легких включень, а в [20] — випадок важких
i м’яких включень. В усiх цих працях дослiджувались збiжнiсть спектрiв та власних
пiдпросторiв, побудованi асимптотики власних значень.

У цитованих вище роботах вивчали сингулярно збуренi задачi для диференцiальних
операторiв другого порядку. Метою цiєї працi є отримання аналогiчних результатiв для
елiптичних операторiв четвертого порядку. Ми дослiджуємо асимптотичну поведiнку
власних значень та власних функцiй пластини, в якої при ε → 0 вiдношення коефi-
цiєнтiв жорсткостi включень та “матрицi” є порядку ε−1, а вiдношення густин маси
— порядку εm, де m > 0. Крайовi та спектральнi задачi для операторiв четвертого
порядку з iншим характером збурення коефiцiєнтiв вивчали в [21–26], див. також мо-
нографiю [27].

Структура статтi є такою. В роздiлi 2 сформульовано сингулярно збурену задачу
та описано найпростiшi властивостi її спектру. В наступному роздiлi побудовано гра-
ничний оператор та встановленi його властивостi. В роздiлi 4 побудовано операторну
в’язку Tε(µ), яка вiдповiдає збуренiй задачi. Оператори цiєї в’язки дiють в тому ж про-
сторi, що й граничний оператор. В п’ятому роздiлi доведено рiвномiрну резольвентну
збiжнiсть операторiв Tε(µ) до граничного оператора. Цей результат є основним при до-
веденi теорем збiжностi спектра та власних пiдпросторiв в останньому шостому роздiлi.

2. Формулювання задачi та допомiжнi твердження. Нехай U — обмежена область
в R2 з гладкою межею Γ = ∂U . Припустимо, що U є об’єднанням двох множин Ω та
ω, причому ω — строго внутрiшня вiдкрита пiдмножина, яка має скiнченну кiлькiсть
компонент зв’язностi, а область Ω — зв’язна (Рис. 1). Межу ω позначимо через γ i
вважатимемо її гладкою.

В областi U розглянемо елiптичний диференцiальний оператор четвертого порядку

L = 2(1− σ(x))∂x1x2
(
κ(x)∂x1x2

)
+

+∂x1x1
(
κ(x)(∂x1x1 + σ(x)∂x2x2)

)
+ ∂x2x2

(
κ(x)(∂x2x2 + σ(x)∂x1x1)

)
.

Тут κ — додатна гладка функцiя в замиканнi кожної з пiдобластей Ω i ω. На кривiй γ

Рис. 1: Приклад областi Ω.



НЕОДНОРIДНА ПЛАСТИНА З ЛЕГКИМИ ЖОРСТКИМИ ВКЛЮЧЕННЯМИ 81

функцiя κ може мати розрив першого роду. Функцiя σ = σ(x) =

{
σΩ, x ∈ Ω,

σω, x ∈ ω,
є кусково сталою, причому сталi σΩ, σω набувають значень з iнтервалу (0, 1).

Введемо в околi меж Γ та γ диференцiальнi оператори

M = −σκ∆ + (σ − 1)κ(ν2
1∂x1x1 + 2ν1ν2∂x1x2 + ν2

2∂x2x2),

K = ν1 ∂x1(κ(∂x1x1 + σ∂x2x2)) + ν2 ∂x2(κ(∂x2x2 + σ∂x1x1))+

+(1− σ)ν2 ∂x1
(
κ(ν1ν2 (∂x1x1 − ∂x2x2) + 2ν2

2∂x1x2)
)
+

+(1− σ)ν1 ∂x2
(
κ(ν1ν2 (∂x2x2 − ∂x1x1) + 2ν2

1∂x1x2)
)
, (1)

де ν = (ν1, ν2) — гладке векторне поле, яке на кривих Γ i γ збiгається з полем зовнiшнiх
нормалей до Ω.

Нехай m — дiйсне додатне число, а функцiї r та ρ є неперервними, обмеженими i
додатними в областях Ω та ω вiдповiдно. Вивчатимемо асимптотичну поведiнку при
ε→ 0 власних значень λε та власних функцiї uε крайової задачi

εLuε = λεruε в Ω, Luε = λεεmρuε в ω, (2)
uε = 0, ∂νuε = 0 на Γ, (3)

[uε]γ = 0, [∂νu
ε]γ = 0, εMuε|γ+ = Muε|γ− , εKuε|γ+ = Kuε|γ− , (4)

де [f ]γ — стрибок функцiї f при переходi через криву γ, а f |γ− та f |γ+ — границi f в
точках γ при пiдходi до цiєї кривої збоку областей ω та Ω вiдповiдно.

Задача (2)–(4) описує власнi коливання жорстко закрiпленої неоднорiдної пластини,
яка виготовлена з двох рiзних матерiалiв з коефiцiєнтами Пуассона σΩ та σω. Вiдно-
шення коефiцiєнтiв Юнга цих матерiалiв є малою величиною порядку ε, а вiдношення
густин — великим порядку ε−m. Така модель вiдповiдає пластинi, в якiй м’який i важ-
кий матерiал мiстить жорсткi i одночасно легкi включення.

Надалi через W s
2 (G) позначатимемо простори Соболєва, а через

◦
W 2

2(G) — пiдклас
функцiй з W 2

2 (G), якi разом з першими частинними похiдними мають нульовi слiди на
межi областi G.

Нехай L2(rε, U) — гiльбертiв простiр з ермiтовим скалярним добутком (u, v)ε =∫
U
rεuv dx та нормою ‖u‖ε = (u, u)

1/2
ε , де rε(x) = εmρ(x) для x ∈ ω та rε(x) = r(x)

для x ∈ Ω. Тодi задачi у просторi L2(rε, U) вiдповiдає самоспряжений оператор Aε з
дiєю Aεf = ε−mρ−1Lf в пiдобластi ω, Aεf = εr−1Lf в Ω та з областю визначення

domAε =
{
f ∈ W 4

2 (U \ γ) : f = ∂νf = 0 на Γ,[
u
]
γ

=
[
∂νu
]
γ

= 0, εMf
∣∣
γ+

= Mf
∣∣
γ−
, εKf

∣∣
γ+

= Kf
∣∣
γ−

}
.

Легко переконатися, що оператор Aε є додатним i має компактну резольвенту. Тому, при
кожному ε ∈ (0, 1) задача (2)–(4) є стандартною спектральною задачею з дискретним
додатним спектром ( [32, Т. XIII.64]). Перенумеруємо його власнi значення з врахува-
нням кратностi 0 < λε1 < λε2 6 · · · 6 λεn 6 · · · → ∞, n → ∞. Власнi функцiї {uεn}∞n=1

виберемо так, щоб вони утворювали ортонормовану базу в L2(rε, U).
Введемо пiвторалiнiйнi форми

αΩ(u, v) =

∫
Ω

κE(u, v) dx, αω(u, v) =

∫
ω

κE(u, v) dx, (5)
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де E(u, v) = 2(1−σ)ux1x2vx1x2 +
(
ux1x1 +σux2x2

)
vx1x1 +

(
ux2x2 +σux1x1

)
vx2x2 , i нехай також

αε = αω + εαΩ.
Задача (2)–(4) має варiацiйне формулювання: знайти число λε та ненульову функ-

цiю uε ∈
◦
W 2

2(U), для яких виконується тотожнiсть αε(u
ε, v) = λε (uε, v)ε для всiх

v ∈
◦
W 2

2(U).
Встановимо деякi властивостi власних значень збуреної задачi.

Лема 1. Власнi значення λεn є неперервними функцiями змiнної ε ∈ (0, 1). Для кожного
власного значення виконується оцiнка cnε 6 λεn 6 Cnε, де сталi cn i Cn не залежать вiд ε,
причому cn → +∞ при n→ +∞.

Доведення. За варiацiйним принципом Куранта маємо λεn = inf
En

sup
u∈En\{0}

αε(u, u)

(u, u)ε
, де iн-

фiмум беруть за всiма n-вимiрними пiдпросторами En в
◦
W 2

2(U). На кожному вiдрiзку
[ε1, ε2] ⊂ (0, 1) квадратичнi форми αε(u, u) i (u, u)ε є рiвномiрно неперервнi стосовно ε на
кожнiй обмеженiй множинi з

◦
W 2

2(U). Звiдси отримуємо неперервнiсть власних значень
на iнтервалi (0, 1). Далi для всiх натуральних n маємо

λεn = inf
En

sup
u∈En\{0}

αε(u, u)

(u, u)ε
> inf

En

sup
u∈En\{0}

ε(αω(u, u) + αΩ(u, u))

(u, u)1

= ελn > 0,

де (u, u)1 — скалярний добуток (u, u)ε при ε = 1, а λn — n-те власне значення задачi
(2)–(4) у випадку ε = 1. Нехай тепер v1, . . . , vn — власнi функцiї задачi

Lv = µrv в Ω, v = 0, ∂νv = 0 на ∂Ω, (6)

що вiдповiдають першим n власним значенням. Через Pn позначимо пiдпростiр в
◦
W 2

2(U), який породжують цi власнi функцiї, якщо їх продовжити нулем на всю
область U . Тодi

λεn 6 sup
u∈Pn\{0}

αε(u, u)

(u, u)ε
= sup

u∈Pn\{0}

εαΩ(u, u)

(u, u)L2(r,Ω)

= εµn,

де µn — n-те власне значення задачi (6).

3. Граничний оператор. Побудуємо асимптотику власних значень та власних фун-
кцiй задачi (2)–(4). З огляду на лему 1, вважатимемо, що при ε→ 0

λε ∼ ε(µ+ o(1)), uε(x) ∼

{
u(x) + εu1(x) + o(ε), x ∈ Ω,

w(x) + εw1(x) + o(ε), x ∈ ω.
Пiдставивши цi наближення у (2)–(4), отримаємо, що функцiя w є розв’язком однорiд-
ної задачi

Lw = 0 в ω, Mw|γ− = 0, Kw|γ− = 0, (7)

а функцiя w1 є розв’язком неоднорiдної задачi

Lw1 = 0 в ω, Mw1|γ− = Mu|γ+ , Kw1|γ− = Ku|γ+ (8)

з похiдними функцiї u у крайових умовах. Функцiя ж u в свою чергу мусить задоволь-
няти такi спiввiдношення

Lu = µru в Ω, u = ∂νu = 0 на Γ, u = w, ∂νu = ∂νw на γ. (9)
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Задачi (7) вiдповiдає самоспряжений оператор B в просторi L2(ρ, ω)

Bf = ρ−1Lf, domB =
{
f ∈ W 4

2 (ω) : Mf |γ− = 0, Kf |γ− = 0
}
.

Вiдомо ( [30, c. 82]), що ядро оператора B нетривiальне i мiстить всi лiнiйнi фун-
кцiї, т. з. жорсткi перемiщення. Якщо множина ω має s компонент зв’язностi, то
dim kerB = 3s. Тому розв’язок w1 задачi (8) iснуватиме лише при виконаннi деяких
3s умов ортогональностi на вхiднi данi.

Нехай S(ω) — простiр лiнiйних функцiй ` = a1x1 + a2x2 + a0 на множинi ω. Введемо
позначення M±f = Mf |γ± , K±f = Kf |γ± та ω =

⋃s
k=1 ωk, γ =

⋃s
k=1 γk, де γk — межа

компоненти зв’язностi ωk. Тодi цi умови матимуть вигляд∫
γk

(M+u ∂ν`+K+u `) dl = 0 для всiх ` ∈ S(ωk) та k ∈ {1, . . . , s}. (10)

Необхiднiсть умов (10) випливає з формули Грiна

(Lϕ, ψ)L2(ω) = αω(ϕ, ψ)−
s∑

k=1

∫
γk

(M−ϕ∂νψ +K−ϕψ) dl, (11)

коли вiзьмемо ϕ = w1 та ψ = `, де ` ∈ S(ω). Справдi, з (8) та (5) маємо, що Lw1 = 0, а
також αω(w1, `) = 0 для всiх ` ∈ S(ω), причому лiнiйнi функцiї можна вибирати неза-
лежно на кожнiй з компонент зв’язностi ωk. Достатнiсть умов випливає з альтернативи
Фредгольма.

Позаяк u = w та ∂νu = ∂νw на γ, а w є елементом ядра оператора B, то функцiя u
та її нормальна похiдна ∂νu на кривих γk збiгаються з `k та ∂ν`k вiдповiдно для деякої
лiнiйної функцiї `k на ωk.

Тепер ми можемо сформулювати спектральну задачу

Lu = µru в Ω,

u = ∂νu = 0 на Γ,

u = `k, ∂νu = ∂ν`k на γk для деякої лiнiйної функцiї `k ∈ S(Ω),∫
γk

(M+u ∂ν`+K+u `) dl = 0 для всiх ` ∈ S(Ω) та k ∈ {1, . . . , s}.

(12)

Зауважимо, що функцiї `1, . . . , `s у формулюваннi задачi є невiдомими. Цю задачу на-
далi називатимемо граничною.

Формальнi мiркування, наведенi вище, дозволяють сформулювати таку гiпотезу.
Нехай λεn — власне значення задачi (2)–(4) з власною функцiєю uεn. Тодi вiдношення
ε−1λεn прямує до деякого власного значення µ задачi (12), а uεn збiгається до вiдповiдної
власної функцiї u в областi Ω та до лiнiйних функцiй `k на кожнiй з компонент зв’язностi
ωk областi ω.

Введемо вiдображенняDk, Nk : W 4
2 (Ω)→ L2(γk)×L2(γk), якi функцiям на Ω ставлять

у вiдповiднiсть т. з. данi Дiрiхле та Неймана на кривих γk
Dkv = (v|γk , ∂νv|γk), Nkv = (K+v|γk ,M+v|γk), k ∈ {1, . . . , s}.

Нехай пiдпростори Vk в L2(γk)×L2(γk) є образами множини лiнiйних функцiй S(Ω) пiд
дiєю вiдображення Dk. Граничну задачу (12) тепер можна переписати так{

Lu = µru в Ω, u = ∂νu = 0 на Γ;

Dku ∈ Vk, Nku ∈ V⊥k , k ∈ {1, . . . , s},
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де V⊥k — ортогональне доповнення до Vk в прямому добутку L2(γk)×L2(γk). В просторi
L2(r,Ω) введемо оператор Tf = r−1Lf,

domT =
{
f ∈ W 4

2 (Ω) : f = ∂νf = 0 на Γ, Dkf ∈ Vk, Nkf ∈ V⊥k , k ∈ {1, . . . , s}
}
,

що вiдповiдає граничнiй задачi.

Лема 2. Оператор T самоспряжений i додатний, а його спектр — дискретний.

Доведення. Нехай f — функцiя з областi визначення T i `k = f |γk . Тодi виконується
рiвнiсть

(Lf, g)L2(r,Ω) = (f, Lg)L2(r,Ω) +

∫
Γ

(M+f ∂νg +K+f g) dl−

−
s∑

k=1

∫
γk

(∂ν`kM+g + `kK+g) dl +
s∑

k=1

∫
γk

(M+f ∂νg +K+f g) dl (13)

для всiх g ∈ W 4
2 (Ω). Опишемо область визначення спряженого оператора T ∗, вказавши

максимальний клас функцiй g, для яких криволiнiйнi iнтеграли в (13) дорiвнюють нулю
для всiх f ∈ domT . Iнтеграл на межi Γ буде нульовим тодi i лише тодi, коли g = 0 та
∂νg = 0 на Γ. Далi, нехай f збiгається з `k не лише на межi γk, але й в деякому її околi.
Тодi M+f = 0 та K+f = 0 на γk, що випливає з вигляду цих операторiв (див. (1)). Для
таких функцiй f остання сума в правiй частинi (13) буде нульовою, а враховуючи, що
лiнiйнi функцiї `1, . . . , `s можна вибирати незалежно, матимемо∫

γk

(∂ν`M+g + `K+g) dl = 0 для всiх ` ∈ S(Ω).

Отже, вектори Nkg є ортогональними до пiдпросторiв Vk для всiх k ∈ {1, . . . , s}.
Залишилося довести, що для кожної функцiї g ∈ domT ∗ вектори Dkg належать пiд-

просторам Vk для k ∈ {1, . . . , s}. Виберемо k. Тодi для кожної пари гладких функцiй ϕk
та ψk, заданих на межi γk, iснує гладка функцiя f в областi Ω, яка вiдмiнна вiд нуля
лише в околi кривої γk, а на самiй кривiй виконуються рiвностi

f = 0, ∂νf = 0, M+f = ϕk, K+f = ψk.

Функцiя f належатиме областi визначення T , коли вектор Nkf = (ψk, ϕk) ортогональ-
ний до Vk. Тепер з (13) матимемо∫

γk

(ϕk ∂νg + ψk g) dl = 0

для всiх гладких векторiв (ϕk, ψk) з V⊥k . Оскiльки такi вектори щiльнi в цьому пiдпро-
сторi, то вектор (g, ∂νg) належить до Vk, тобто iснує така лiнiйна функцiя `k в Ω, що
g = `k та ∂νg = ∂ν`k на γk. Отже, ми довели, що областi визначення операторiв T та T ∗
збiгаються, тобто T — самоспряжений.

Додатнiсть оператора T випливає з рiвностi (Tu, u)L2(r,Ω) = αΩ(u, u). Компактнiсть
його резольвенти є наслiдком компактностi вкладення просторiв W 4

2 (Ω) та L2(Ω), тому
спектр цього оператора є дискретним.

4. Збурена задача як операторна в’язка Tε(µ). Переконаємося, що побудований
вище оператор T справдi має стосунок до асимптотичної поведiнки власних значень
та власних функцiй задачi (2)–(4). Для цього реалiзуємо останню як сiм’ю операторiв
Tε(µ) в цьому ж просторi L2(r,Ω), в якому дiє оператор T , i доведемо близькiсть Tε(µ)
i T при ε→ 0 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi.
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Зробимо в задачi (2)–(4) замiну спектрального параметра λε = εµε

Luε = µεruε в Ω, Luε = εm+1µερuε в ω, (14)
uε = 0, ∂νuε = 0 на Γ, (15)

[uε]γ = 0, [∂νu
ε]γ = 0, εM+u

ε = M−u
ε, εK+u

ε = K−u
ε. (16)

Розглянемо також крайову задачу

Lv = θρv в ω, v = ϕ, ∂νv = ψ на γ, (17)

де ϕ ∈ W 7/2
2 (γ) та ψ ∈ W 5/2

2 (γ). Якщо θ не є власним значенням задачi (17) при ϕ = 0
i ψ = 0, то iснує єдиний її розв’язок v ∈ W 4

2 (ω) i можна обчислити граничнi значення
M−v та K−v на γ. Нехай

Λ(θ) : W
7/2
2 (γ)×W 5/2

2 (γ)→ W
1/2
2 (γ)×W 3/2

2 (γ)

— вiдображення, яке вектору (ϕ, ψ) ставить у вiдповiднiсть пару (K−v,M−v). Це вiд-
ображення коректно визначене для всiх θ, що не належать до спектра задачi Дiрiхле

Lv = λρv в ω, v = 0, ∂νv = 0 на γ. (18)

Введемо також позначення для граничних даних Дiрiхле Dg = (g, ∂νg) та даних Не-
ймана Ng = (K+g,M+g) на межi γ для функцiй g класу W 4

2 (Ω).
В наступних мiркуваннях uε буде власною функцiєю задачi (14)–(16), що вiдповi-

дає власному значенню µε. Беручи до уваги неперервнiсть функцiї uε та її нормальної
похiдної на γ, звуження uε на ω можна трактувати як розв’язок задачi Дiрiхле (17)
з θ = εm+1µε та даними Дiрiхле ϕ = uε|γ+ , ψ = ∂νu

ε|γ+ . Тому, скориставшись опера-
тором Λ(θ), умови спряження εM+u

ε = M−u
ε, εK+u

ε = K−u
ε можна записати так

Λ(εm+1µε)Duε = εNuε за умови, що число εm+1µε не є власним значенням задачi (18).
Насправдi остання рiвнiсть iнтегрує в собi всi чотири умови (16).

Тепер звуження uε на Ω є розв’язком крайової задачi з нелiнiйною залежнiстю вiд
спектрального параметра

Luε = µεruε в Ω, uε = ∂νu
ε = 0 на Γ, (Λ(εm+1µε)D − εN)uε = 0. (19)

У просторi L2(r,Ω) введемо сiм’ю операторiв
Tε(µ)f = r−1Lf, domTε(µ) =

{
f ∈ W 4

2 (Ω) : f = ∂νf = 0 на Γ, Λ(εm+1µ)Df = εNf
}
,

де µ ∈ R. Оператори коректно визначенi, коли εm+1µ не є власним значенням задачi
Дiрiхле (18). Для вiд’ємних µ таке виконується для всiх ε ∈ (0, 1). У випадку додатно-
го µ добуток εm+1µ завжди можна зробити меншим за перше власне значення задачi
(18), вибравши ε достатньо малим.

Ми фактично довели, що звуження на область Ω власної функцiї uε з власним зна-
ченням µε задовольняє операторне рiвняння

(Tε(µ
ε)− µε)uε = 0. (20)

Тому природно число µ називати власним значенням задачi (19), якщо µ належить
до дискретного спектра оператора Tε(µ). Очевидно, що виконується i таке твердження:
якщо µε є точкою дискретного спектра оператора Tε(µε), то µε — власне значення задачi
(14)–(16).

Хоча спектральнi задачi (14)–(16) та (19) не є еквiвалентними, проте справджується
таке твердження.
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Лема 3. Нехай (−∞, a) — iнтервал спектральної осi Rµ. Тодi для достатньо малих ε
множини тих власних значень задач (14)–(16) та (19), що лежать в iнтервалi (−∞, a),
збiгаються.

Доведення. За лемою 1 всi власнi значення µεk = ε−1λεk задачi (14)–(16) є обмеженими
функцiями параметра ε: ck 6 µεk 6 Ck, ε ∈ (0, 1). Оскiльки ck необмежено зростає при
k →∞, то в кожному iнтервалi (−∞, a) лежить лише скiнченна кiлькiсть таких власних
значень. Нехай при заданому ε в цьому iнтервалi лежить n = n(a, ε) власних значень
µε1, . . . , µ

ε
n. Зауважимо, що число n(a, ε) є обмеженим при ε → 0. Тодi, взявши ε доста-

тньо малим, всi числа εm+1µε1, . . . , ε
m+1µεn будуть меншими за перше власне значення

задачi (18). Отже, всi оператори Λ(εm+1µε1), . . . ,Λ(εm+1µεn) визначенi, а числа µε1, . . . , µεn
i лише вони є одночасно власними значеннями обох задач (14)–(16) та (19).

Лема 4. Оператор Tε(µ) є самоспряженим i його спектр дискретний.

Доведення. Нехай D0f = (f, ∂νf) — граничнi данi Дiрiхле на межi Γ, а N0a = (Kf,Mf)
— данi Неймана на цiй межi для функцiй з класу W 4

2 (Ω). Введемо також позначення
Λε(µ) = Λ(εm+1µ). Тодi для всiх f з областi визначення Tε(µ) та g ∈ W 4

2 (Ω) маємо
формулу

(Lf, g)L2(r,Ω) = (f, Lg)L2(r,Ω) +

∫
Γ

〈N0f,D0g〉 dl + ε−1

∫
γ

〈Λε(µ)Df,Dg〉 dl −
∫
γ

〈Df,Ng〉 dl,

де 〈a, b〉 = a1b1 +a2b2 – ермiтiв скалярний добуток в C2. Крiм того, з формули Грiна (11)
та ермiтовостi форми αω легко отримати рiвнiсть∫

γ

〈Λ(θ)Dϕ,Dψ〉 dl =

∫
γ

〈Dϕ, Λ(θ)Dψ〉 dl

для всiх ϕ, ψ ∈ domΛ(θ) та дiйсних значень θ поза спектром задачi (18). Тодi

(Lf, g)L2(r,Ω) = (f, Lg)L2(r,Ω) +

∫
Γ

〈N0f,D0g〉 dl + ε−1

∫
γ

〈
Df, (Λε(µ)D − εN)g

〉
dl.

Зауважимо також, що вiдображення
N0 : domTε(µ)→ L2(Γ)× L2(Γ), D : domTε(µ)→ L2(γ)× L2(γ)

мають щiльнi образи. Тому рiвнiсть (Tε(µ)f, g)L2(r,Ω) = (f, T ∗ε (µ)g)L2(r,Ω) виконувати-
меться для всiх f ∈ domTε(µ) тодi i лише тодi, коли g ∈ domTε(µ). Отже, оператор Tε(µ)
є самоспряженим. Компактнiсть його резольвенти, яка гарантує дискретнiсть спектра,
випливає з елiптичностi диференцiального оператора L та компактностi вкладення про-
сторiв W 4

2 (Ω) ⊂ L2(Ω).

5. Рiвномiрна резольвентна збiжнiсть операторiв Tε(µ). Доведення збiжностi вла-
сних значень та власних функцiй збуреної задачi опиратиметься на таку теорему.

Теорема 1. Для кожного дiйсного µ оператори Tε(µ) збiгаються до оператора T при
ε→ 0 в сенсi рiвномiрної резольвентної збiжностi.

Розiб’ємо доведення теореми на низку лем. Розглянемо два рiвняння (Tε(µ)− ζ)vε =
f, (T − ζ)v = f для деякої функцiї f з L2(Ω) та числа ζ з ненульовою уявною частиною.
Функцiї vε та v є розв’язками класу W 4

2 (Ω) таких крайових задач

Lvε − ζrvε = rf в Ω, vε = ∂νv
ε = 0 на Γ, (Λ(εm+1µ)D − εN)vε = 0; (21)

Lv − ζrv = rf в Ω, v = ∂νv = 0 на Γ, Dkv ∈ Vk, Nkv ∈ V⊥k , (22)
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де k ∈ {1, . . . , s}. Згадуючи властивостi оператора Λ(θ), функцiю vε можна продовжити
на всю область Ω, трактуючи її як розв’язок крайової задачi

Lvε − ζrvε = rf в Ω, vε = ∂νv
ε = 0 на Γ, (23)

Lvε = εm+1µρvε в ω, (24)
[vε]γ = 0, [∂νv

ε]γ = 0, εM+v
ε = M−v

ε, εK+v
ε = K−v

ε (25)

i зберiгши за продовженням це ж саме позначення.
Далi ми отримаємо деякi апрiорнi оцiнки для сiм’ї функцiй vε при ε → 0. Усi цi

оцiнки будуть рiвномiрними стосовно L2-норми правої частини f .

Лема 5. Розв’язок vε задачi (23)–(25) при малих ε задовольняє оцiнку

‖vε‖W 2
2 (U) 6 C1‖f‖L2(Ω). (26)

Крiм того, iснує сiм’я лiнiйних функцiй `ε таких, що

‖vε − `ε‖W 2
2 (ω) 6 C2

√
ε ‖f‖L2(Ω), (27)

max
x∈ω
|`ε(x)| 6 C3 ‖f‖L2(Ω). (28)

Тут сталi Ck не залежать вiд ε та f .

Доведення. Спершу зауважимо, що

‖vε‖L2(Ω) 6 c1‖f‖L2(Ω). (29)

Ця нерiвнiсть є наслiдком рiвномiрної обмеженостi резольвент сiм’ї самоспряжених опе-
раторiв Tε(µ), а саме ‖(Tε(µ)− ζ)−1‖ 6 |Imζ|−1.

Далi, домножимо рiвняння (23) на εvε, а рiвняння (24) — на vε. Тодi, iнтегруючи
частинами iз врахуванням умов спряження (25), отримаємо рiвнiсть

αω(vε, vε) + εαΩ(vε, vε)− ζ ε
∫

Ω

r |vε|2 dx = εm+1µ

∫
ω

ρ |vε|2 dx+ ε

∫
Ω

rfvε dx. (30)

Ермiтова форма α1 = αω+αΩ задає в просторi
◦
W 2

2(U) скалярний добуток, еквiвалентний
до стандартного ( [28, c. 275]). Тому з (30) та (29) випливає нерiвнiсть

αω(vε, vε) + εαΩ(vε, vε) 6 c2ε
m+1α1(vε, vε) + c3ε‖f‖2

L2(Ω),

яку можна записати так
(1− c2ε

m+1)αω(vε, vε) + ε
(
1− c2ε

m)αΩ(vε, vε) 6 c3ε‖f‖2
L2(Ω).

Для малих ε обидва доданки злiва додатнi, тому

αΩ(vε, vε) 6 c4‖f‖2
L2(Ω), αω(vε, vε) 6 c5ε‖f‖2

L2(Ω) (31)

де сталi c4 та c5 не залежать вiд ε та f . Звiдси маємо ‖vε‖W 2
2 (U) 6 c6

√
α1(vε, vε) 6

c7‖f‖L2(Ω), що завершує доведення нерiвностi (26).
Вiдомо ( [28, с.432]), що для кожної функцiї g ∈ W 2

2 (ω) iснує лiнiйна функцiя ` така,
що ‖g− `‖W 2

2 (ω) 6 C
√
αω(g, g) i стала C не залежить вiд g. Тодi оцiнка (27) є безпосере-

днiм наслiдком з другої нерiвностi (31). Далi, лiнiйнi функцiї `ε мають зображення

`ε(x1, x2) = 〈∂x1vε〉k
(
x1 − 〈x1〉k

)
+ 〈∂x2vε〉k

(
x2 − 〈x2〉k

)
+ 〈vε〉k, (32)
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на кожнiй з компонент зв’язаностi ωk, де 〈g〉k — середнє значення функцiї g в областi ωk.
Зауважимо також, що з (31) випливає оцiнка ‖vε‖W 2

2 (U) 6 C‖f‖L2(Ω). Тому

max
x∈ω
|`ε(x)| 6 c9 max

k∈{1,...,s}
max{|〈vε〉k|, |〈∂x1vε〉k|, |〈∂x2vε〉k|} 6 c10‖vε‖W 2

2 (U) 6 c11‖f‖L2(Ω),

що завершує доведення.

НехайW — пiдпростiр в W 2
2 (Ω) таких функцiй ϕ, що ϕ = 0 та ∂νϕ = 0 на Γ. Через B

позначимо гiльбертiв простiрW 3/2
2 (γ)×W 1/2

2 (γ) з нормою ‖g‖B = ‖g1‖W 3/2
2 (γ)

+‖g2‖W 1/2
2 (γ)

,
де g = (g1, g2).

Лема 6. Iснують незалежнi вiд ε i f сталi C1 та C2 такi, що для всiх g ∈ B виконується
нерiвнiсть ∣∣∣ ∫

γ

〈Nvε, g〉 dl
∣∣∣ 6 C1‖f‖L2(Ω)‖g‖B, (33)

а також ∣∣∣ ∫
γ

〈Nvε, D`〉 dl
∣∣∣ 6 C2ε

m ‖f‖L2(Ω) max
ω
|`| (34)

для всiх ` з S(ω).

Доведення. Нехай Z : B → W — неперервний оператор продовження такий, що кожно-
му вектору g = (g1, g2) з простору B ставить у вiдповiднiсть функцiю u = Zg з W ,
причому u|γ = g1, ∂νu|γ = g2. Домноживши рiвняння (23) на u та проiнтегрувавши
частинами, отримаємо∫

γ

〈Nvε, g〉 dl = −αΩ(vε, u)− ζ
∫

Ω

rvε u dx+

∫
Ω

rf u dx. (35)

Усi доданки в правiй частинi є лiнiйними неперервними функцiоналами стосовно u в
просторi W . Тому∣∣∣ ∫

γ

〈Nvε, g〉 dl
∣∣∣ 6 c(‖vε‖W 2

2 (Ω) + ‖f‖L2(Ω))‖u‖W 2
2 (Ω) 6 c1‖f‖L2(Ω)‖Zg‖W 2

2 (Ω) 6 c2‖f‖L2(Ω)‖g‖B

з огляду на нерiвнiсть (26) та неперервнiсть оператора Z.
Для доведення оцiнки (34) скористаємося рiвнянням (24). Домножимо його на лi-

нiйну функцiю ` та проiнтегруємо частинами в ω. Тодi матимемо∫
γ

(M−v
ε ∂ν`+K−v

ε `) dl = εm+1µ

∫
ω

ρ vε ` dx,

оскiльки αω(vε, `) = 0 для всiх ` ∈ S(ω). Беручи до уваги умови спряження (25), останню
рiвнiсть можна записати так∫

γ

〈Nvε, D`〉 dl = εmµ

∫
ω

ρ vε ` dx.

Звiдси, нерiвнiсть (34) випливає безпосередньо з (26).

Зауважимо, що розв’язок задачi (22) задовольняє нерiвностi

‖v‖W 2
2 (Ω) 6 C3‖f‖L2(Ω),

∣∣∣ ∫
γ

〈Nv, g〉 dl
∣∣∣ 6 C4‖f‖L2(Ω)‖g‖B для всiх g ∈ B, (36)

доведення яких таке ж, як i для функцiй vε.
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Доведення теореми 1. Переконаємося, що розв’язки vε i v задач (21) i (22) вiдповiдно
є близькими в просторi L2(Ω), причому ця близькiсть є рiвномiрною стосовно правої
частини f . Нехай wε = vε − v. Ця рiзниця є розв’язком рiвняння Lwε − ζrwε = 0 в Ω та
задовольняє умови wε = ∂νw

ε = 0 на Γ. Тому

αΩ(wε, wε)− ζ
∫

Ω

r|wε|2 dx = −
∫
γ

〈Nwε, Dwε〉 dl =

=

∫
γ

〈Nvε, Dv〉 dl +

∫
γ

〈Nv,Dvε〉 dl −
∫
γ

〈Nvε, Dvε〉 dl −
∫
γ

〈Nv,Dv〉 dl. (37)

Зауважимо, що
∫
γ
〈Nv,Dv〉 dl =

∑s
k=1

∫
γk
〈Nkv,Dkv〉 dl = 0 з огляду на ортогональнiсть

векторiв Dkv та Nkv в L2(γk)× L2(γk) для всiх k ∈ {1, . . . , s}.
Далi, згiдно з умовами (22) iснує функцiя `v ∈ S(ω) така, що Dv = D`v. Зрозумiло

також, що max
ω
|`v| 6 c‖f‖L2(Ω). Тодi, скориставшись нерiвнiстю (34) з леми 6, матимемо∣∣∣ ∫

γ

〈Nvε, Dv〉 dl
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
γ

〈Nvε, D`v〉 dl
∣∣∣ 6 c1ε

m ‖f‖L2(Ω) max
ω
|`v| 6 c2ε

m ‖f‖2
L2(Ω).

Вектори Nkv ортогональнi до пiдпросторiв Vk, зокрема вони ортогональними до
векторiв Dk`

ε, де `ε — сiм’я функцiї з леми 5. Тому∣∣∣ ∫
γ

〈Nv,Dvε〉 dl
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫
γ

〈Nv,D(vε − `ε)〉 dl
∣∣∣ 6 c3‖f‖L2(Ω)‖D(vε − `ε)‖B 6

6 c4‖f‖L2(Ω)‖vε − `ε‖W 2
2 (ω) 6 c5

√
ε ‖f‖2

L2(Ω),

що випливає з оцiнок (36) та (27), а також неперервностi операторiв слiду
‖D(vε − `ε)‖B 6 c‖vε − `ε‖W 2

2 (ω).

Нарештi∣∣∣ ∫
γ

〈Nvε, Dvε〉 dl
∣∣∣ 6 ∣∣∣ ∫

γ

〈Nvε, D(vε − `ε)〉 dl
∣∣∣+
∣∣∣ ∫

γ

〈Nvε, D`ε〉 dl
∣∣∣ 6 c6‖f‖L2(Ω)‖D(vε − `ε)‖B+

+c7ε
m ‖f‖L2(Ω) max

ω
|`ε| 6 c8(

√
ε+ εm)‖f‖2

L2(Ω) = c8ε
2δ(m)‖f‖2

L2(Ω),

де δ(m) = min{m/2, 1/4}. Тут ми скористалися лемою 6.
Повертаючись до (37), бачимо, що

∣∣αΩ(wε, wε)− ζ
∫

Ω
r|wε|2 dx

∣∣ 6 c9ε
2δ(m) ‖f‖2

L2(Ω).

Звiдси ‖wε‖L2(Ω) = ‖vε − v‖L2(Ω) 6 c10ε
δ(m) ‖f‖L2(Ω), бо уявна частина ζ вiдмiнна вiд

нуля. Тому маємо ‖vε − v‖L2(Ω) =
∥∥(Tε(µ)− ζ)−1f − (T − ζ)−1f

∥∥
L2(Ω)

6 c11ε
δ(m) ‖f‖L2(Ω),

що еквiвалентне до рiвномiрної збiжностi резольвент (Tε(µ) − ζ)−1 → (T − ζ)−1 при
ε→ 0.

6. Збiжнiсть спектра та власних пiдпросторiв. Нехай H — гiльбертiв простiр зi
скалярним добутком (·, ·) та нормою ‖·‖, а B — самоспряжений оператор в H з областю
визначення domB.

Означення 1. Квазiмодою з нев’язкою ε для оператора B будемо називати таку пару
(µ, v) ∈ R× domB, що ‖Bv − µv‖ 6 ε i ‖v‖ = 1.

Означення 2. Нехай (µ, v1), . . . , (µ, vN) — квазiмоди оператора B. Говоритимемо, що
вони утворюють сiм’ю квазiмод з нев’язкою ε та вiдхиленням вiд ортогональностi τ ,
якщо ‖Bvj − µvj‖ 6 ε та |(vj, vk) − δjk| 6 τ для всiх j, k ∈ {1, . . . , N}, де δjk — символ
Кронекера.
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Твердження 1 ( [33]). Нехай {(µ, vj)}Nj=1 — сiм’я квазiмод оператора B з нев’язкою ε
та вiдхиленням вiд ортогональностi τ , а також для деякого h > 0 спектр B на вiдрiзку
[µ−h, µ+h] є дискретним. Якщо εh−1 +τ < N−1, то оператор B на множинi [µ−h, µ+h]
має власнi значення сумарної кратностi не менше N .

6.1. Збiжнiсть власних значень. Нехай {λεn}∞n=1 та {µn}∞n=1 — власнi значення задач
(2)–(4) та (12) вiдповiдно, перерахованi iз врахуванням кратностi.

Лема 7. Для кожного n ∈ N послiдовнiсть µεn = ε−1λεn має скiнченну границю при
ε→ 0, яка є точкою спектра оператора T .

Доведення. Припустимо вiд супротивного, що µ∗ = lim
ε→0

µεn < lim
ε→0

µεn = µ∗ для деякого n.

Числа µ∗ та µ∗ є скiнченними, оскiльки, згiдно з лемою 1, послiдовнiсть µεn є обмеженою.
Доведемо, що спектр оператора T є скрiзь щiльний на iнтервалi (µ∗, µ

∗).
Величина µεn є неперервною за змiнною ε згiдно з цiєю ж лемою 1, тому кожна точка

µ ∈ (µ∗, µ
∗) є границею деякої пiдпослiдовнiсть µε′n при ε′ → 0. Нехай ∆h(µ) = (µ−h, µ+

h). Виберемо число h таким, що ∆h(µ) ⊂ (µ∗, µ
∗). Iнтервал ∆h(µ) при малих ε′ мiстить

власнi значення операторiв Tε′(µε
′
n ). З рiвномiрної резольвентної збiжностi операторiв

Tε′(µ
ε′
n ) до T випливає, що цей iнтервал мiстить власнi значення оператора T ( [31, Т.

VIII.23]).
З довiльностi µ i h випливає, що спектр оператора T мав би бути скрiзь щiльним в

(µ∗, µ
∗), шо суперечить структурi спектра цього оператора (див. лему 2). Отже, числа

µ∗ i µ∗ рiвнi та збiгаються з одним iз власних значень оператора T .

Теорема 2. Нехай {λεn}∞n=1 та {µn}∞n=1 — власнi значення задач (2)–(4) та (12) вiдповiд-
но, перерахованi iз врахуванням кратностi. Для кожного натурального n вiдношення
ε−1λεn збiгається до µn при ε→ 0.

Доведення. Нагадаємо, що збуренiй задачi вiдповiдає самоспряжений оператор Aε в
просторi L2(rε, U) зi скалярним добутком (u, v)ε =

∫
U
rεuv dx та нормою ‖u‖ε = (u, u)

1/2
ε .

Нехай µ є власним значенням оператора T кратностi p. Виберемо h таким, щоб
окiл ∆h(µ) не мiстив iнших точок спектра T , окрiм µ. Згiдно з теоремою 1 та теоре-
мою VIII.23 з монографiї [31] для достатньо малих ε в iнтервалi ∆h(µ) лежать власнi
значення оператора Tε(µ) сумарної кратностi p. Позначимо їх µε1, . . . , µεp. Нехай vε1, . . . , vεp
— вiдповiднi ортонормованi в L2(r,Ω) власнi функцiї, якi є розв’язками задач

Lvεk = µεkrv
ε
k в Ω, vεk = ∂νv

ε
k = 0 на Γ, (Λε(µ)D − εN)vεk = 0 на γ.

Кожну з функцiй vεk продовжимо на всю область U , як розв’язок задачi

Lvεk = µεk rv
ε
k в Ω, Lvεk = µ εm+1ρvεk в ω, (38)

vεk = ∂νv
ε
k = 0 на Γ, [vεk]γ = [∂νv

ε
k]γ = 0, εM+v

ε
k = M−v

ε
k, εK+v

ε
k = K−v

ε
k (39)

зберiгши для продовження теж саме позначення. Очевидно, що

1 6 ‖vεk‖ε 6 c (40)

для деякої сталої c, незалежної вiд ε.
Нехай v̂εk = ‖vεk‖−1

ε vεk. Доведемо, що пари (εµ, v̂ε1), . . . , (εµ, v̂εp) утворюють сiм’ю майже
ортогональних квазiмод оператора Aε. Безпосередньо з (38) отримуємо, що (Aε−εµ)v̂εk =
f εk , де f εk = ε (µ − µεk) ‖vεk‖−1

ε vεk в Ω та f εk = 0 в ω. Тому ‖(Aε − εµ)v̂εk‖ε 6 ε|µ − µεk| < εh
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для всiх k ∈ {1, . . . , p}. Далi, скориставшись ортогональнiстю власних функцiй vεk в
просторi L2(r,Ω) та (40), для j 6= k матимемо

|(v̂εj , v̂εk)ε| 6 εm
∫
ω

ρ|vεj ||vεk| dx 6 c1ε
m.

А це означає, що {(εµ, v̂εk)}
p
k=1 — сiм’я квазiмод оператора Aε з нев’язкою εh та вiдхи-

ленням вiд ортогональностi c1ε
m. Згiдно з твердженням 1, як тiльки ε + c1ε

m < p−1,
то оператор Aε в iнтервалi ∆h(µ) має власнi значення сумарної кратностi не менше p.
Позаяк ∆h(µ) мiстить лише одну точку спектра T , то за лемою 7 всi цi власнi значення,
подiленi на ε, збiгаються до µ.

Якщо сiм’я квазiмод {(εµ, v̂εk)}
p
k=1 апроксимує не весь спектр оператора Aε, що мi-

ститься в околi εµ, то iснує власне значення εηε та власна функцiя wε оператора Aε
такi, що

ηε → µ, (wε, v̂εk)ε → 0, ε→ 0, k ∈ {1, . . . , p}, (41)
а wε нормована умовою

∫
Ω
r|wε|2 dΩ = 1. Доведемо, що тодi µ повинно бути власним

значенням оператора T кратностi бiльшої за p.
Загалом, звуження wε на Ω неналежить до domTε(µ). Розглянемо допомiжну задачу

Lzε = ζεrz
ε в Ω, zε = ∂νz

ε = 0 на Γ, (Λε(µ)D − εN)zε = ψε на γ, (42)

де ψε =
(
Λε(µε) − Λε(µ)

)
Dwε. Послiдовнiсть чисел ζε вибираємо так, щоб ζε → µ при

ε → 0 та dist{ζε, σ(Tε(µ))} > ε. Нехай ψε = (ψε1, ψ
ε
2)>. Оскiльки wε ∈ W 4

2 (U \ γ), то
ψ̃ε = (ψε2, ψ

ε
1)> ∈ B та iснує єдиний розв’язок zε ∈ W 4

2 (Ω) задачi (42). Функцiю zε можна
подати у виглядi zε = zε0 +zε1, де zε1 ∈ W 4

2 (Ω)∩W i задовольняє умову (Λε(µ)D−εN)zε1 =

ψε. Крiм того, ‖zε1‖W 4
2 (Ω) 6 c‖ψ̃ε‖B. Функцiя zε0 ∈ domTε(µ) є розв’язком такого рiвняння

(Tε(µ)− ζε)zε0 = fε, де fε = −(L− ζε)zε1.
Звiдси маємо
‖zε‖L2(Ω) 6 ‖(Tε(µ)− ζε)−1fε‖L2(Ω) + ‖zε1‖L2(Ω) 6 ‖(Tε(µ)− ζε)−1‖‖fε‖L2(Ω) + ‖zε1‖L2(Ω) 6

6
c1‖zε1‖W 4

2 (Ω)

dist{ζε, σ(Tε(µ))}
6
c2

ε
‖ψ̃ε‖B 6

c2

ε

∥∥∥Λε(ηε)− Λε(µ)
∥∥∥ ‖Dwε‖B 6 c2Mεm|ηε − µ| 6 c3ε

m,

бо на кожному вiдрiзку [θ1, θ2] ⊂ R, що не мiстить власних значень задачi (18), викону-
ється нерiвнiсть ‖Λ(θ)−Λ(θ′)‖ 6M |θ− θ′| для всiх θ, θ′ ∈ [θ1, θ2], де стала M залежить
лише вiд вибраного вiдрiзка.

За побудовою функцiї zε сума wε∗ = wε + zε належить областi визначення оператора
Tε(µ), а коректор zε є нескiнченно малим в L2-нормi. Далi,

(Tε(µ)− µ)wε∗ =
1

r
Lwε − µwε +

1

r
Lzε − µzε = (ηε − µ)wε + (ζε − µ)zε,

тому величина hε∗ = ‖(Tε(µ)−µ)wε∗‖L2(r,L) нескiнченно мала порядку |ηε−µ|+ |ζε−µ|εm
при ε→ 0. З (40) та (41) випливає, що (wε, vεk)L2(r,Ω) → 0 при ε→ 0 для всiх k. Беручи
до уваги малiсть zε, добутки (wε∗, v

ε
k)L2(r,Ω) теж прямують до нуля. Отже, (µ, vε1), . . . ,

(µ, vεs), (µ,wε∗) є сiм’єю квазiмод оператора Tε(µ) з нескiнченно малими нев’язкою та
вiдхиленням вiд ортогональностi. Згiдно з твердженням 1 вимiрнiсть спектрального
проектора для Tε(µ), що вiдповiдає iнтервалу ∆h(µ), буде не меншою нiж p+1. Оскiльки,
резольвенти Tε(µ) збiгаються до резольвенти T рiвномiрно, а кратнiсть µ як власного
значення оператора T рiвна p, отримуємо суперечнiсть.

6.2. Збiжнiсть власних пiдпросторiв. Нехай V1 та V2 — пiдпростори гiльбертового
простору H, а P1 i P2 — вiдповiднi ортогональнi проектори. Розхилом мiж пiдпросто-
рами V1 та V2 називатимемо величину δH(V1, V2) = ‖P1 − P2‖.
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Твердження 2 ([8]). Нехай dimV1 = dimV2 = p < ∞ i для довiльного нормованого
вектора u ∈ V1 iснує вектор v ∈ V1 такий, що виконується нерiвнiсть ‖u − v‖H 6 β зi
сталою β ∈ (0, p−1). Тодi δH(V1, V2) 6 Cβ, де стала C залежить лише вiд p.

Через V 0
µ позначимо власний пiдпростiр оператора T , що вiдповiдає власному зна-

ченню µ. Оскiльки звуження елементiв пiдпростору V 0
µ на γk збiгаються зi звуження

деяких лiнiйних функцiй на цю межу, то їх можна продовжити цими лiнiйними функцi-
ями з Ω на всю область U , отримавши пiдпростiр Vµ в L2(U). Очевидно, що простори
V 0
µ i Vµ мають однакову вимiрнiсть.

Теорема 3. Нехай V ε
µ — пiдпростiр в L2(U), породжений усiма такими власними фун-

кцiями uεk оператора Aε, що ε−1λεk → µ при ε → 0. Тодi для кожної точки µ зi спектра
оператора T маємо

δL2(U)(V
ε
µ , Vµ)→ 0 при ε→ 0. (43)

Якщо µ = µn — просте власне значення, то власна функцiя uεn оператора Aε збiгається
в L2(U) до власної функцiї vn оператора T , яка продовжена за неперервнiстю лiнiйними
функцiями в область ω.

Доведення. З теореми 2 випливає, що пiдпростори V ε
µ та Vµ мають однакову вимiр-

нiсть для достатньо малих ε. Нехай dimVµ = p, а v довiльна нормована функцiя з Vµ.
Доведемо, що iснує такий елемент uε ∈ V ε

µ , що ‖uε − v‖L2(U) 6 c(ε+ εm).
Знайдемо таку функцiю w, що елемент vε = v + εw лежить в domAε. Виберемо

функцiю w так, що на множинi ω вона є одним з розв’язкiв задачi
Lw = 0 в ω, M−w = M+v, K−w = K+v на γ.

Розв’язок w iснує, бо виконуються умови
∫
γk
〈Nkv, Dkl〉 dl = 0 для всiх l ∈ S(Ω) та

k ∈ {1, . . . , s}. Продовжимо його в область Ω так, що [w]γ = [∂νw]γ = 0,M+w = K+w = 0
та w = ∂νw = 0 на Γ, причому звуження w на Ω є класу W 4

2 . Отже, vε ∈ domAε та∣∣‖vε‖ε − 1
∣∣ 6 c1ε.

Введемо позначення v̂ε = ‖vε‖−1
ε vε i доведемо, що пара (εµ, v̂ε) є квазiмодою операто-

ра Aε з нескiнчено малою нев’язкою. Безпосередньо переконуємося, що Aεv̂ε−εµv̂ε = fε,

де fε =
1

‖vε‖ε
·

{
−εµ(v + εw)) в ω,
ε2(1

r
Lw − µw) в Ω.

Тому виконується оцiнка

‖fε‖2
ε = ε2+mµ2‖v + εw‖2

L2(ρ, ω) + ε4‖r−1Lw − µw‖2
L2(r,Ω) 6 c2ε

2β,
де β = min{1 +m/2, 2}.

Нехай iнтервал [µ−h, µ+h] не мiстить власних значень оператора Т, окрiм µ. Згiдно
з лемою [29] для всiх достатньо малих ε iснує нормований вектор uε ∈ V ε

µ такий, що
‖uε − v̂ε‖ε 6 2c2

h
εβ. Тодi

‖uε − v‖ε 6 ‖uε − v̂ε‖ε + ‖v̂ε − v‖ε 6 c3ε
β +

∥∥‖vε‖−1
ε (v + εw)− v

∥∥
ε
6 c3ε

β + c4ε‖w‖ε 6 c5ε.

Звiдси, uε → v в L2(Ω). Доведемо також, що функцiї uε та v близькi в просторi L2(U).
Для нормованого вектора uε ∈ V ε

µ маємо зображення uε = cε1u
ε,1 + . . . + cεpu

ε,p, де че-
рез uε,j(k) перенумерованi uεk власнi функцiї Aε, для яких ε−1λεk → µ при ε → 0. Крiм
того, кожна власна функцiя задовольняє тотожнiсть αε(uεl , uεl ) = λεl (u

ε
l , u

ε
l )ε. Домножи-

мо почергово цi рiвностi на (cεl )
2 i додамо їх. Оскiльки λεl обмеженi, а ‖uε‖ε = 1 то в

результатi одержимо оцiнку αω(uε, uε) + εαΩ(uε, uε) 6 cε. Нагадаємо, що ермiтова фор-
ма αω + αΩ задає в просторi

◦
W 2

2(U) скалярний добуток еквiвалентний стандартному,
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тому ‖uε‖ ◦
W2

2(U)
6 C. Отже, iснує слабко збiжна в

◦
W 2

2(U) пiдпослiдовнiсть uε′ , яка збiга-
ється сильно L2(Ω). З оцiнки αω(uε, uε) 6 c1ε та нерiвностi Фрiдрiхса випливає, що в
областi ω ця пiдпослiдовнiсть збiгається до лiнiйної функцiї. Звiдси, врахувавши, що по-
слiдовнiсть uε збiгається сильно в просторi L2(Ω) отримуємо збiжнiсть ‖uε−v‖L2(U) → 0
при ε → 0. Згiдно з твердженням 2 δL2(U)(V

ε
µ , Vµ) → 0, що завершує доведення (43). У

випадку одновимiрних просторiв Vµ та V ε
µ , збiжнiсть до нуля їхнього розхилу еквiва-

лентна збiжностi одиничних векторiв, якi їх породжують. Тобто, функцiя uεn збуреної
задачi збiгається в L2(Ω) до власної функцiї vn граничної задачi (12), яка продовжена
за неперервнiстю лiнiйними функцiями на всю область U .
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