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The theorems on construction of rational approximation by means of the method of gene-
ralized moment representations are generalized. Under conditions of the generalized theorems
the formulas for the errors of approximation are established. The two–dimensional Padé ap-
proximants for some analytic two–variable functions are constructed.

Л. А. Чернецкая. Обобщенные моментные представления и аппроксиманты Паде ана-
литических функций двух переменных // Мат. Студiї. – 2014. – Т.41, №2. – C.201–213.

Обобщены теоремы о построении рациональной аппроксимации с помощью метода
обобщенных моментных представлений, установлено формулы для погрешностей аппрок-
симации в условиях обобщенных теорем. Построены двумерные аппроксиманты Паде для
некоторых аналитических функций двух переменных.

У статтях [1], [2] метод узагальнених моментних зображень В. К. Дзядика ([3]) по-
ширено на випадок двовимiрних (двопараметричних) числових послiдовностей i побу-
довано апроксиманти Паде для деяких гiпергеометричних рядiв Аппеля та Гумберта.

Зауважимо, що рiзноманiтнi модифiкацiї багатовимiрних i, зокрема, двовимiрних
апроксимацiй Паде дослiджувалися у статтях [4]–[11].

Говоритимемо, що двовимiрна числова послiдовнiсть {sk,m}∞k,m=0 має узагальнене
моментне зображення на добутку лiнiйних просторiв X та Y за означеною на цьому
добутку бiлiнiйною формою 〈·, ·〉, якщо в просторi X вказано двовимiрну послiдовнiсть
елементiв {xk,m}∞k,m=0, а в просторi Y — двовимiрну послiдовнiсть елементiв {yj,n}∞j,n=0

такi, що
sk+j,m+n = 〈xk,m, yj,n〉, k, j,m, n ∈ Z+. (1)

Наступна теорема узагальнює встановлене в [1, теорема 1] твердження.

Теорема 1. Нехай формальний подвiйний степеневий ряд має вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm, (2)
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Keywords: Padé approximation; biorthogonal polynomial; Appell series.

c©Л. О. Чернецька, 2014



202 Л. О. ЧЕРНЕЦЬКА

а двовимiрна послiдовнiсть {sk,m}∞k,m=0 має узагальнене моментне зображення вигля-
ду (1). Якщо для деяких N1, N2 ∈ N та M1,M2 ∈ Z+ iснує нетривiальний узагальнений
многочлен

Y
(M1,M2)
N1,N2

=

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n yj,n (3)

такий, що виконуються умови бiортогональностi

〈xk,m, Y (M1,M2)
N1,N2

〉 = 0 (4)

при (k,m) ∈ ([M1,M1 +N1]×[M2,M2 +N2]) \ {(M1 +N1,M2 +N2)} i c(N1,N2),(M1,M2)
N1,N2

6= 0,
то рацiональна функцiя

1

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)

{N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,N2−n sk−j,m−n+

+zN1

M1+N1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+wN2

N1−1∑
k=0

M2+N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,n sk−j,m+n+

+zN1wN2

∑
(k,m)∈ΓM1,M2

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n

}
,

де ΓM1,M2 = ([0,M1 +N1]× [0,M2 − 1]) ∪ ([0,M1 − 1]× [M2,M2 +N2]) ,

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,N2−n zjwn,

має розвинення у степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгаються з коефiцiєнтами ря-
ду (2) для всiх (j, n) ∈ ([0, 2N1 +M1]× [0, 2N2 +M2]) \ {(2N1 +M1, 2N2 +M2)}.
Доведення. Домножимо рiвнiсть sk+j+M1,m+n+M2 = 〈xk+M1,m+M2 , yj,n〉, k, j,m, n ∈ Z+,
на zkwm i просумуємо по k та m вiд 0 до досить великих чисел k̃ та m̃, вiдповiдно.
Отримаємо рiвнiсть, права частина якої має вигляд〈 k̃∑

k=0

m̃∑
m=0

zkwmxk+M1,m+M2 , yj,n

〉
,

а лiва частина
k̃∑
k=0

m̃∑
m=0

sk+j+M1,m+n+M2z
kwm =

1

zj+M1wn+M2

{
f(z, w)−

k̃+j+M1∑
k=j+M1

n+M2−1∑
m=0

sk,mz
kwm−

−
j+M1−1∑
k=0

m̃+n+M2∑
m=n+M2

sk,mz
kwm −

j+M1−1∑
k=0

n+M2−1∑
m=0

sk,mz
kwm −

∞∑
k=k̃+j+M1+1

m̃+n+M2∑
m=0

sk,mz
kwm−

−
k̃+j+M1∑
k=0

∞∑
m=m̃+n+M2+1

sk,mz
kwm −

∞∑
k=k̃+j+M1+1

∞∑
m=m̃+n+M2+1

sk,mz
k

}
.
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Домножимо тепер отриманi рiвностi на коефiцiєнти c(N1,N2),(M1,M2)
j,n i пiдсумуємо по j

вiд 0 до N1 i по n вiд 0 до N2. Права частина отриманої рiвностi матиме вигляд〈 k̃∑
k=0

m̃∑
m=0

zkwmxk+M1,m+M2 , Y
(M1,M2)
N1,N2

〉
.

Враховуючи спiввiдношення бiортогональностi (4), розвинення отриманої у правiй
частинi рiвностi функцiї в ряд за степенями z та w матиме нульовi коефiцiєнти при
zkwm для всiх пар (k,m) ∈ ([M1,M1 +N1]× [M2,M2 +N2]) \ {(M1 +N1,M2 +N2)}.

При цьому лiва сторона нашої рiвностi має вигляд

1

zN1+M1wN2+M2

{
f(z, w)Q

(M1,M2)
N1,N2

(z, w)−
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n zN1−jwN2−n

∑
(k,m)∈D∗

sk,mz
kwm

}
,

де D∗ = D0,0 ∪D0,1 ∪D1,0 ∪D0,2 ∪D2,0 ∪D1,2 ∪D2,1 ∪D2,2, а

D0,0 = [0, j +M1 − 1]× [0, n+M2 − 1], D0,1 = [0, j +M1 − 1]× [n+M2, m̃+ n+M2],

D1,0 = [j +M1, k̃ + j +M1]× [0, n+M2 − 1], D0,2 = [0, j +M1 − 1]× [m̃+ n+M2 + 1,∞],

D2,0 = [k̃+ j+M1 +1,∞]× [0, n+M2−1], D1,2 = [j+M1, k̃+ j+M1]× [m̃+n+M2 +1,∞],

D2,1 = [k̃+j+M1+1,∞]×[n+M2, m̃+n+M2], D2,2 = [k̃+j+M1+1,∞]×[m̃+n+M2+1,∞].

Звiдки,

f(z, w)Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)−
N1∑
j=1

N2∑
n=1

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n zN1−jwN2−n

j+M1−1∑
k=0

n+M2−1∑
m=0

sk,mz
kwm−

−
N1∑
j=1

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n zN1−jwN2−n

j+M1−1∑
k=0

m̃+n+M2∑
m=n+M2

sk,mz
kwm−

−
N1∑
j=0

N2∑
n=1

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n zN1−jwN2−n

k̃+j+M1∑
k=j+M1

n+M2−1∑
m=0

sk,mz
kwm =

= O
(
wm̃
)

+O
(
zk̃
)

+ zN1+M1wN2+M2

〈 k̃∑
k=0

m̃∑
m=0

zkwmxk+M1,m+M2 , Y
(M1,M2)
N1,N2

〉
.

Звiдси, з огляду на довiльнiсть вибору досить великих k̃ та m̃, отримуємо твердження
теореми 1.

Зауваження 1. В [12, c. 323] двовимiрнi апроксиманти Паде визначаються множинами
N , D та E двовимiрної цiлочислової гратки Z2

+ такими, що iндекси коефiцiєнтiв чи-
сельника належать до множини N , iндекси коефiцiєнтiв знаменника — до D , а iндекси
коефiцiєнтiв рiзницi f(z, w)− PN (z,w)

QD(z,w)
, що перетворюються в 0, належать до множини E .

Отже, для побудованої в теоремi 1 апроксиманти Паде маємо

D = [0, N1]× [0, N2],

N = ([0, 2N1 +M1]× [0, 2N2 +M2]) \ ([N1+M1, 2N1+M1]× [N2+M2, 2N2+M2]) ,

E = ([0, 2N1 +M1]× [0, 2N2 +M2]) \ {(2N1 +M1, 2N2 +M2)} .
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M1 N1 N1 + M1 2N1+M1−1 2N1+M1

M2

N2

N2 + M2

2N2+M2 − 1
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(заштрихована частина — це множина N , а обмежена жирним контуром — E ).
Подiбно можна узагальнити твердження доведеної в [1] теореми 1′.

Теорема 2. Якщо за умов теореми 1 для деяких N1, N2 ∈ N та M1,M2 ∈ Z+ iснує не-
тривiальний узагальнений многочлен

Y
(M1,M2)
N1,N2

=

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n yj,n

такий, що при (k,m) ∈ {(k,m) : (k,m) = (M1,M2)+(k0,m0), (k0,m0) ∈H } виконуються
умови бiортогональностi 〈xk,m, Y (M1,M2)

N1,N2
〉 = 0, де множина H ⊂ Z2

+ обмежена графiком
деякої функцiї ρ = ρ(ϕ) (ϕ ∈ [0, π

2
]) i мiстить точно (N1+1) (N2+1)−1 точок, i при цьому

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1,N2

6= 0, то рацiональна функцiя

1

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)

{N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,N2−n sk−j,m−n+

+zN1

N2−1∑
m=0

M1+y(m)−N1∑
k=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+wN2

N1−1∑
k=0

M2+x(k)−N2∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,n sk−j,m+n+

+zN1wN2

∑
(k,m)∈Γx,y

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n

}
, (5)

де Γx,y = {(k,m) : k ∈ [0,M1−1],m ∈ [0,M2+x(k)−N2]} ∪ {(k,m) : k ∈ [0,M1+y(m)−N1],
m ∈ [0,M2−1]}, x(k), y(m) — деякi функцiї з Z+ в Z+ : x(k)>N2, y(m)>N1 для всiх
значень k та m, а знаменник апроксиманти має вигляд

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,N2−n zjwn,
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матиме розвинення у подвiйний степеневий ряд, коефiцiєнти якого збiгатимуться з ко-
ефiцiєнтами ряду (2) для всiх

(k,m) ∈ E = ([0, N1 +M1 − 1] × [0, N2 +M2 − 1])∪
∪{(k,m) : k ∈ [0, N1 +M1 − 1],m ∈ [N2 +M2, x(k)]}∪
∪{(k,m) : m ∈ [0, N2 +M2 − 1], k ∈ [N1 +M1, y(m)]}∪

∪{(k,m) : k > N1 +M1,m > N2 +M2, (k −N1 −M1,m−N2 −M2) ∈H } .
Тобто, рацiональна функцiя (5) є апроксимантою Паде ряду (2) зi знаменником, кое-

фiцiєнти якого мають iндекси з множини D = [0, N1] × [0, N2], а коефiцiєнти чисельника
— з множини N = ([0, N1 +M1 − 1] × [0, N2 +M2 − 1]) ∪ {(k,m) : k ∈ [0, N1 +M1 − 1],
m ∈ [N2 +M2, x(k)]} ∪ {(k,m) : m ∈ [0, N2 +M2 − 1], k ∈ [N1 +M1, y(m)]} .

N1 + M1N1 + M1 − 1

m = x(k)

ρ = ρ(ϕ)

k = y(m)

N2 + M2

N2 + M2 − 1

k

m

-

6

У випадку, якщо простори X та Y є нормованими, бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 є нарiзно
неперервною ([13, c. 63]) i в просторi X задано обмеженi лiнiйнi оператори A,B : X →
X , що комутують мiж собою, i такi, що (∀(k,m) ∈ Z2

+) : Axk,m = xk+1,m, Bxk,m =
xk,m+1, а в просторi Y iснують обмеженi лiнiйнi оператори A?, B? : Y → Y , спряженi,
вiдповiдно, до операторiв A та B вiдносно бiлiнiйної форми 〈·, ·〉, то за умов теореми 1
справджується така формула для похибки апроксимацiї

f(z, w)− PN (z, w)

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)
=

1

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)

{
zN1+M1wN2+M2〈R̂z(A)R̂w(B)xM1,M2 , Y

(M1,M2)
N1,N2

〉+

+zN1wN2

∞∑
k=N1+M1+1

M2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n+

+zN1

∞∑
k=N1+M1+1

N2−1∑
m=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+zN1wN2

M1−1∑
k=0

∞∑
m=N2+M2+1

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n+

+wN2

N1−1∑
k=0

∞∑
m=N2+M2+1

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,n sk−j,m+n

}
,
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де R̂s(F ) = (I − sF )−1 позначає резольвентну функцiю оператора F ∈ {A,B}.
За умов теореми 2 ця формула набуває вигляду

f(z, w)− PN (z, w)

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)
=

1

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)

{
zN1+M1wN2+M2〈R̂z(A)R̂w(B)xM1,M2 , Y

(M1,M2)
N1,N2

〉+

+zN1wN2

M2−1∑
m=0

∞∑
k=M1+y(m)−N1+1

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n+

+zN1

N2−1∑
m=0

∞∑
k=M1+y(m)−N1+1

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,N2−n sk+j,m−n+

+zN1wN2

M1−1∑
k=0

∞∑
m=M2+x(k)−N2+1

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n sk+j,m+n+

+wN2

N1−1∑
k=0

∞∑
m=M2+x(k)−N2+1

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
N1−j,n sk−j,m+n

}
.

Нехай на добутку лiнiйних просторiв X1 × Y1 маємо узагальнене моментне зобра-
ження вигляду s(1)

k+j = 〈x(1)
k , y

(1)
j 〉1, k, j ∈ Z+, де 〈·, ·〉1 — бiлiнiйна форма на X1×Y1. На

добутку лiнiйних просторiв X2 × Y2 також маємо узагальнене моментне зображення
вигляду s(2)

k+j = 〈x(2)
k , y

(2)
j 〉2, k, j ∈ Z+, де 〈·, ·〉2 — бiлiнiйна форма на X2 × Y2.

Нехай на добутку просторiв X1 ×X2 задано лiнiйну операцiю, яка кожнiй парi
(x(1), x(2)) ∈ X1 ×X2 ставить у вiдповiднiсть певний елемент x деякого лiнiйного про-
стору X . Позначимо цю операцiю символом ◦ : x(1) ◦ x(2) = x ∈X .

Нехай на добутку просторiв Y1 × Y2 задано таку лiнiйну операцiю, яка кожнiй парi
(y(1), y(2)) ∈ Y1×Y2 ставить у вiдповiднiсть певний елемент y деякого лiнiйного просто-
ру Y . Позначимо цю операцiю символом � : y(1) � y(2) = y ∈ Y .

На декартовому добутку X × Y визначимо бiлiнiйну форму 〈., .〉 таку, що якщо
x = x(1) ◦ x(2), а y = y(1) � y(2), то 〈x, y〉 = 〈x(1), y(1)〉1 · 〈x(2), y(2)〉2.

Тодi, на X ×Y отримаємо двовимiрне узагальнене моментне зображення sk+j,m+n=

〈xk,m, yj,n〉 = 〈x(1)
k , y

(1)
j 〉1 · 〈x

(2)
m , y

(2)
n 〉2 = s

(1)
k+j · s

(2)
m+n.

Вiдповiдна функцiя вiд двох змiнних матиме вигляд

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

sk,mz
kwm = f (1)(z) · f (2)(w) =

∞∑
k=0

s
(1)
k zk ·

∞∑
m=0

s(2)
m wm.

Для того, щоб побудувати апроксиманти Паде функцiї f(z, w), за теоремою 1 нам
потрiбно побудувати узагальненi многочлени (3), що мають властивостi бiортогональ-
ностi (4) при (k,m) ∈ ([M1,M1 +N1]× [M2,M2 +N2]) \ {(M1 +N1,M2 +N2)}.

Умови бiортогональностi запишуться у виглядi
N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n 〈x(1)

k , y
(1)
j 〉 · 〈x(2)

m , y(2)
n 〉 = 0.

Очевидно, що коефiцiєнти c(N1,N2),(M1,M2)
j,n можна вибрати у виглядi

c
(N1,N2),(M1,M2)
j,n = c

(1),(N1)
j · c(2),(N2)

n ,
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де c(1),(N1)
j i c(2),(N2)

n — коефiцiєнти бiортогональних многочленiв Y
(1)
N1

=
∑N1

j=0 c
(1),(N1)
j y

(1)
j

та Y (2)
N2

=
∑N2

n=0 c
(2),(N2)
n y

(2)
n , вiдповiдно, що мають властивостi бiортогональностi

〈x(1)
k , Y

(1)
N1
〉 = 0, k ∈ {M1, . . . ,M1 +N1 − 1}, 〈x(2)

m , Y
(2)
N2
〉 = 0, m ∈ {M2,M2 +N2 − 1}.

Тому, за схемою теореми 1 отримаємо знаменник апроксиманти Паде Q(M1,M2)
N1,N2

(z,w) у
виглядi Q(M1,M2)

N1,N2
(z, w) = Q

(1)
N1

(z) ·Q(2)
N2

(w), де Q(1)
N1

(z), Q
(2)
N2

(w) — знаменники апроксимант
Паде функцiй f (1)(z), f (2)(w), вiдповiдно.

Отже, використовуючи теорему 1 для побудови двовимiрних апроксимант Паде фун-
кцiй вигляду f(z, w) = f (1)(z) · f (2)(w), ми отримаємо апроксиманти вигляду

[N /D ]f (z, w) = [N1 +M1 − 1/N1]f (1)(z)[N2 +M2 − 1/N2]f (2)(w).

Нехай тепер X = Y — простори функцiй, iнтегровних з квадратом за мiрою (з
вагою) dµ(t, u) = uνtσ(1− t)ρdudt на трикутнику ∆ = {(t, u) : 0 6 t 6 1− u, 0 6 u 6 1},
де ν, σ, ρ > −1. Введемо на декартовому добутку X × Y нарiзно неперервну бiлiнiйну
форму

〈x, y〉 =

∫ 1

0

∫ 1−t

0

x(t, u)y(t, u)uνtσ(1− t)ρdudt. (6)

У просторi X розглянемо оператори множення на незалежнi змiннi (Aϕ)(t, u) =
tϕ(t, u), (Bϕ)(t, u) = uϕ(t, u). Тодi, якщо покласти x0,0(t, u) = y0,0(t, u) ≡ 1, то

xk,m(t, u) = (AkBmx0,0)(t, u) = tkum. (7)

Тому,

sk,m = 〈xk,m, y0,0〉 =

∫ 1

0

∫ 1−t

0

tkumuνtσ(1− t)ρdudt =

∫ 1

0

tk+σ(1− t)ρ
∫ 1−t

0

um+νdudt =

=

∫ 1

0

tk+σ(1− t)ρ (1− t)m+ν+1

m+ ν + 1
dt =

Γ(k + σ + 1)Γ(ρ+m+ ν + 2)

(m+ ν + 1)Γ(k +m+ σ + ρ+ ν + 3)
.

Побудована функцiя

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

Γ(k + σ + 1)Γ(ρ+m+ ν + 2)

(m+ ν + 1)Γ(k +m+ σ + ρ+ ν + 3)
zkwm (8)

при ρ = 0 є частинним випадком гiпергеометричного ряду Аппеля

F3(α, α′, β, β′, γ, z, w) =
∞∑

k,m=0

(α)k(α
′)m(β)k(β

′)m
(γ)k+mk!m!

zkwm

(див. [14], c. 220, формула (8)) при α = σ + 1, α′ = ν + 1, β = β′ = 1, γ = σ + ν + 3.
Задача побудови апроксимант Паде функцiї (8) зводиться до задачi побудови бiор-

тогональних многочленiв вигляду (3), що мають властивостi бiортогональностi (4) при
(k,m) ∈ ([M1,M1 +N1]× [M2,M2 +N2]) \ {(M1 +N1,M2 +N2)}.



208 Л. О. ЧЕРНЕЦЬКА

Лема 1. Нехай ∆ — компактна множина з R2, що має непорожню внутрiшнiсть, а dµ
— строго додатна мiра на D. Тодi, для будь-яких N1, N2 ∈ Z+ iснує єдиний з точнiстю
до сталого множника нетривiальний многочлен вiд двох змiнних

YN1,N2(t, u) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

c
(N1,N2)
j,n tjun

такий, що
∫∫

∆
tkumYN1,N2(t, u)dµ(t, u) = 0 для всiх (k,m) ∈ ([0, N1]× [0, N2]) \ {(N1, N2)},

i при цьому c(N1,N2)
N1,N2

6= 0.

Доведення. Розглянемо простiр L2[∆, dµ] дiйснозначних функцiй вiд двох змiнних, iн-
тегровних з квадратом на компактi ∆ за мiрою dµ

L2[∆, dµ] =
{
ϕ(t, u) :

∫
∆

|ϕ(t, u)|2dµ(t, u) < +∞
}
.

Зрозумiло, що L2[∆, dµ] є дiйсним гiльбертовим простором зi скалярним добутком
(ϕ, ψ) =

∫
∆
ϕ(t, u)ψ(t, u)dµ(t, u). Система функцiй {tkum, (k,m) ∈ ([0, N1]× [0, N2])}, оче-

видно, є лiнiйно незалежною у цьому просторi. Тому, за теоремою про ортогоналiзацiю
за Шмiдтом ([15, с. 168–169]) отримуємо всi твердження леми.

Сформулюємо допомiжну лему про побудову згаданих вище многочленiв.

Лема 2. Бiортогональний многочлен Y (M1,M2)
N1,N2

(t, u), для якого виконуються умови бiо-
ртогональностi

〈xk+M1,m+M2 , Y
(M1,M2)
N1,N2

〉 = 0, (k,m)∈([0, N1]×[0, N2])\{(N1, N2)}, (9)

де бiлiнiйна форма 〈·, ·〉 визначається рiвнiстю (6), має вигляд

Y
(M1,M2)
N1,N2

(t, u) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

cj,nt
jun, (10)

де cj,n =

N2∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=1

α(m)
r

N1−j∑
k=0

(−1)N1+r−j−k
(

N1 + r

N1 + r − j − k − n

)(
n− 1 + k

k

)
×

×(N1 + r +m+M2 + ρ+ ν + j + k + n+ 2)!

(M1 + σ + j + k + n+ 1)!
+ ω̃N2,nα

(N2)
0

N1−j∑
k=0

(−1)N1−j−k×

×
(

N1

N1 − j − k − n

)(
n− 1 + k

k

)
(N1 +N2 +M2 + ρ+ ν + j + k + n+ 2)!

(M1 + σ + j + k + n+ 1)!
, (11)

ω̃m,n = (−1)m+n (M2 + n+ ν + 1)N2+1(M2 +m+ ν + 1)N2+1

(M2 +m+ n+ ν + 1)m!(N2 −m)!n!(N2 − n)!
,

а коефiцiєнти α
(m)
r (m ∈ {0, . . . , N2}, r ∈ {1, . . . , N2}) є розв’язками системи лiнiйних

рiвнянь

N2∑
m=0

ω̃m,n
N2∑

r=n+1

α
(m)
r (−1)r−n−1

(
N1+r
r−n−1

) (2N1+M1+M2+r+m+σ+ρ+ν+n+3)!
(N1+M1+σ+n+2)!

= 0,

при 0 6 n 6 N2 − 1;
N2∑
m=0

ω̃m,n
N2∑
r=1

α
(m)
r γm

(
N1+r

N1+r−k

) (N1+r+m+M1+M2+σ+ρ+ν+k+2)!k!
(m+M2+ρ+ν+k+2)!

=

= −ω̃N2,nα
(N2)
0 γN2

(
N1

N1−k

) (N1+N2+M1+M2+σ+ρ+ν+k+2)!k!
(N2+M2+ρ+ν+k+2)!

, при 1 ≤ n ≤ N2, 0 ≤ k ≤ n− 1,
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α
(N2)
0 — деяке фiксоване число, γm = (N1+r+m+M2+ρ+ν+1)!

(N1+r+M1+σ)!
.

Доведення. Многочлен (10) запишемо у виглядi Y (M1,M2)
N1,N2

(t, u) =
∑N2

n=0 u
nY

(n)
N1

(t), де

Y
(n)
N1

(t) =

N1∑
j=0

cj,nt
j. (12)

Зафiксуємо m ∈ [0, N2 − 1]. Тодi, умова бiортогональностi (9) справджується для
k ∈ [0, N1] i на основi (6) та (7) набуває вигляду∫ 1

0

∫ 1−t

0

tk+M1um+M2Y
(M1,M2)
N1,N2

(t, u)uνtσ(1− t)ρdudt =

=

N2∑
n=0

∫ 1

0

Y
(n)
N1

(t)tk+M1+σ(1− t)ρ (1− t)n+m+M2+ν+1

n+m+M2 + ν + 1
dt =

=

∫ 1

0

( N2∑
n=0

(1− t)n

n+m+M2 + ν + 1
Y

(n)
N1

(t)

)
tktM1+σ(1− t)m+M2+ρ+ν+1dt = 0.

Отже, алгебраїчний многочлен
∑N2

n=0
(1−t)n

n+m+M2+ν+1
Y

(n)
N1

(t) степеня N1 + N2 є ортого-
нальним до кожного алгебраїчного многочлена степеня, що не перевищує N1 з вагою
tM1+σ(1 − t)m+M2+ρ+ν+1. Тому, його можна зобразити у виглядi лiнiйної комбiнацiї ал-
гебраїчних многочленiв степенiв N1 + 1, N1 + 2, . . . , N1 +N2, ортогональних на [0, 1] з
вiдповiдною вагою. Отже, отримуємо рiвнiсть

N2∑
n=0

(1− t)n

n+m+M2 + ν + 1
Y

(n)
N1

(t) =

N2∑
r=1

α(m)
r P

(M1+σ,m+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t), (13)

де P (α,β)
N (t) — ортогональний зсунутий на [0, 1] многочлен Якобi з вагою tα(1− t)β, явний

вигляд якого (див. [16], с. 581)

P
(α,β)
N (t) = γN

N∑
j=0

(−1)j
(
N

j

)
(2N + α + β + 1− j)!

(N + α + 1− j)!
tN−j, (14)

де γN — деяка стала. Не обмежуючи загальностi, можемо вважати, що γN = 1.
При m = N2 умова бiортогональностi виконуватиметься тiльки до xk,N2 при k ∈

{0, . . . , N1 − 1}, тому, отримаємо, що

N2∑
n=0

(1− t)n

n+N2 +M2 + ν + 1
Y

(n)
N1

(t) =

N2∑
r=0

α(N2)
r P

(M1+σ,N2+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t). (15)

Запишемо рiвняння (13) та (15) у векторному виглядi. Для цього позначимо

Ỹ
(n)
N1

(t) = (1− t)nY (n)
N1

(t),
−→
Y (t) =

(
Ỹ

(0)
N1

(t), Ỹ
(1)
N1

(t), . . . , Ỹ
(N2)
N1

(t)
)T

,

Ω =


1

M2+ν+1
1

M2+ν+2
. . . 1

M2+N2+ν+1
1

M2+ν+2
1

M2+ν+3
. . . 1

M2+N2+ν+2
...

...
...

...
1

M2+N2+ν+1
1

M2+N2+ν+2
. . . 1

M2+2N2+ν+1

 .
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Праву частину кожного з рiвнянь (13) та (15) позначимо через P̃m(t) i
−→
P (t) =

(P̃0(t), P̃1(t), . . . , P̃N2(t))
T . Тодi, система рiвнянь (13) та (15) набуде вигляду Ω

−→
Y (t) =

−→
P (t). Отже,

−→
Y (t) = Ω−1−→P (t). (16)

Елементи оберненої матрицi Ω−1 матимуть вигляд

ω̃m,n =
Ωm,n

∆Ω
, (17)

де Ωm,n — алгебраїчне доповнення елемента ωm,n = 1
M2+m+n+ν+1

матрицi Ω.
Оскiльки матриця Ω породжена ядром Кошi K(s, t) = 1

s+t
i її елементи ωm,n =

1
M2+m+n+ν+1

= 1
sm+tn

, де sm = M2 + m + ν+1
2
, tn = n + ν+1

2
, то визначник матрицi обчис-

люється за формулою (див. [17], с. 22)

∆Ω =

∏
m>n(sm − sn)(tm − tn)∏N2

m,n=0(sm + tn)
=

∏
m>n(m− n)2∏N2

m,n=0(M2 +m+ n+ ν + 1)
=

=

∏N2

m=1(m!)2∏2N2

k=0(M2 + k + ν + 1)N2+1−|N2−k|
.

Алгебраїчне доповнення Ωm,n за тiєю ж формулою дорiвнюватиме

Ωm,n = (−1)m+n

∏
j>i

i,j 6=m
(sj−si)

∏
j>i

i,j 6=n
(tj−ti)∏N2

i=0
i 6=m

∏N2
j=0
j 6=n

(si + tj)
.

Чисельник та знаменник алгебраїчного доповнення Ωm,n можна записати, вiдповiдно, у
виглядi ∏

j>i
i,j 6=m

(sj−si)
∏

j>i
i,j 6=n

(tj−ti) =

=

∑N2

j=1

∑j−1
i=0 (sj − si)∑m−1

i=0 (sm−si)
∑N2

j=m+1(sj−sm)

∑N2

j=1

∑j−1
i=0 (tj − ti)∑n−1

i=0 (tn−ti)
∑N2

j=n+1(tj−tn)
=

∏N2

j=1(j!)2

m!(N2 −m)!n!(N2 − n)!
,

∏N2

i=0
i6=m

∏N2

j=0
j 6=n

(si + tj) =
(sm + tn) ·

∑N2

i,j=0(si + tj)∑N2

i=0(si + tn)
∑N2

j=0(sm + tj)
=

=

∏2N2

k=0(M2 + k + ν + 1)N2+1−|N2−k|(M2 +m+ n+ ν + 1)∏N2

i=0(M2 + i+ n+ ν + 1)
∏N2

j=0(M2 + j +m+ ν + 1)
.

Отже, елементи оберненої матрицi (17) дорiвнюють

ω̃m,n = (−1)m+n (M2 + n+ ν + 1)N2+1(M2 +m+ ν + 1)N2+1

(M2 +m+ n+ ν + 1)m!(N2 −m)!n!(N2 − n)!
.

Тому, рiвнiсть (16) переписується у виглядi

(1− t)nY (n)
N1

(t) =

N2∑
m=0

ω̃m,nP̃m(t) =

N2−1∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=1

α(m)
r P

(M1+σ,m+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t)+

+ω̃N2,n

N2∑
r=0

α(N2)
r P

(M1+σ,N2+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t). (18)
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Якщо тепер подiлити обидвi частини рiвностi (18) на (1 − t)n i врахувати (12) та (14),
то отримаємо коефiцiєнти cj,n у виглядi (11).

Залишається обчислити коефiцiєнти α(m)
r . Для цього треба врахувати двi умови:

1. Злiва в рiвностi (18) степiнь многочлена дорiвнює N1 + n, n ∈ {0, . . . , N2}. Тому i
справа степiнь многочлена не може перевищувати N1 + n, n ∈ {0, . . . , N2}.

Отже, при 0 6 n 6 N2 − 1

N2∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=n+1

α(m)
r (−1)r−n−1

(
N1 + r

r−n−1

)
(2N1 +M1 +M2 + r +m+ σ + ρ+ ν + n+ 3)!

(N1 +M1 + σ + n+ 2)!
= 0.

(19)
Кiлькiсть рiвнянь вигляду (19) дорiвнює N2 + (N2 − 1) + . . .+ 1 = N2(N2+1)

2
.

2. Оскiльки лiва частина (18) дiлиться на (1− t)n, n ∈ {1, . . . , N2}, то

dk

dtk

{N2−1∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=1

α(m)
r P

(M1+σ,m+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t)+ (20)

+ω̃N2,n

N2∑
r=0

α(N2)
r P

(M1+σ,N2+M2+ρ+ν+1)
N1+r (t)

}∣∣∣∣
t=1

= 0

при k ∈ {0, . . . , n − 1}. Враховуючи, що P (α,β)
N (1) = (−1)N (N+β)!

(N+α)!
P

(β,α)
N (0), рiвнiсть (20)

запишемо у виглядi

dk

dtk

{N2−1∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=1

α(m)
r

(N1 + r +m+M2 + ρ+ ν + 1)!

(N1 + r +M1 + σ)!
P

(m+M2+ρ+ν+1,M1+σ)
N1+r (t)+ (21)

+ω̃N2,n

N2∑
r=0

α(N2)
r

(N1 +N2 + r +M2 + ρ+ ν + 1)!

(N1 + r +M1 + σ)!
P

(N2+M2+ρ+ν+1,M1+σ)
N1+r (t)

}∣∣∣∣
t=0

= 0

при k ∈ {0, . . . , n− 1}. Отже, отримуємо систему з N2
2 +N2 рiвнянь.

Кiлькiсть невiдомих α(m)
r , r ∈ {1, . . . , N2} при 0 6 m 6 N2 − 1 i α(N2)

r , r ∈ {0, . . . , N2}
складає: N2 ·N2 +N2 + 1 = N2

2 +N2 + 1.
Продиференцiювавши (21) i зафiксувавши α(N2)

0 , отримаємо

N2∑
m=0

ω̃m,n

N2∑
r=1

α(m)
r γm

(
N1 + r

N1 + r − k

)
(N1 + r +m+M1 +M2 + σ + ρ+ ν + k + 2)!k!

(m+M2 + ρ+ ν + k + 2)!
=

= −ω̃N2,nα
(N2)
0 γN2

(
N1

N1 − k

)
(N1 +N2 +M1 +M2 + σ + ρ+ ν + k + 2)!k!

(N2 +M2 + ρ+ ν + k + 2)!
, (22)

де γm = (N1+r+m+M2+ρ+ν+1)!
(N1+r+M1+σ)!

. Отже, з (19) та (22) знаходимо коефiцiєнти α(m)
r .

За теоремою 2, поклавши x(k) = 4N2 + 2M2 − 4N2+2M2−1
4N1+2M1−1

k − 1, y = 4N1 + 2M1 −
4N1+2M1−1
4N2+2M2−1

m − 1, побудуємо для функцiї вигляду (8) рацiональнi апроксиманти. Отри-
маємо наступний результат.

Теорема 3. Для ряду вигляду (8)

f(z, w) =
∞∑

k,m=0

Γ(k + σ + 1)Γ(ρ+m+ ν + 2)

(m+ ν + 1)Γ(k +m+ σ + ρ+ ν + 3)
zkwm
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при довiльних N1, N2 ∈ N та M1,M2 ∈ Z+ рацiональна функцiя

[N /D ]f (z, w) =
P

(M1,M2)
N (z, w)

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w)
,

де

Q
(M1,M2)
N1,N2

(z, w) =

N1∑
j=0

N2∑
n=0

cN1−j,N2−nz
jwn, P

(M1,M2)
N (z, w) =

=

N1−1∑
k=0

N2−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

m∑
n=0

cN1−j,N2−n
Γ(k − j + σ + 1)Γ(m− n+ ρ+ ν + 2)

(m− n+ ν + 1)Γ(k +m− j − n+ σ + ρ+ ν + 3)
+

+zN1

N2−1∑
m=0

3N1+3M1− 4N1+2M1−1
4N2+2M2−1

m−1∑
k=0

zkwm
N1∑
j=0

m∑
n=0

cj,N2−n
Γ(k + j + σ + 1)Γ(m− n+ ρ+ ν + 2)

(m−n+ν+1)Γ(k+m+j−n+σ+ρ+ν+3)
+

+wN2

N1−1∑
k=0

3N2+3M2− 4N2+2M2−1
4N1+2M1−1

k−1∑
m=0

zkwm
k∑
j=0

N2∑
n=0

cN1−j,n
Γ(k − j + σ + 1)Γ(m+ n+ ρ+ ν + 2)

(m+n+ν+1)Γ(k+m+n−j+σ+ρ+ν+3)
+

+zN1wN2

∑
(k,m)∈Ωx,y

zkwm
N1∑
j=0

N2∑
n=0

cj,n
Γ(k + j + σ + 1)Γ(m+ n+ ρ+ ν + 2)

(m+ n+ ν + 1)Γ(k +m+ j + n+ σ + ρ+ ν + 3)
,

коефiцiєнти cj,n обчислюються за формулами (11),

Ωx,y =

{
(k,m) : k ∈ [0,M1 − 1],m ∈

[
0, 3N2 + 3M2 −

4N2 + 2M2 − 1

4N1 + 2M1 − 1
k − 1

]}
∪

∪
{

(k,m) : k ∈
[
0, 3N1 + 3M1 −

4N1 + 2M1 − 1

4N2 + 2M2 − 1
m− 1

]
,m ∈ [0,M2 − 1]

}
,

матиме розвинення у подвiйний степеневий ряд, коефiцiєнти якого дорiвнюватимуть
коефiцiєнтам ряду (8) для всiх (j, n) ∈ E = {(j, n) ∈ Z2

+ : j = 3N1+2M1−1− 4N1+2M1−1
4N2+2M2−1

n}.
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5. Cuyt A. How well can the concept of Padé approximant be generalized to the multivariate case?//
J. Comput. Appl. Math. – 1999. – V.105, №1,2. – P. 25–50.

6. Hughes Jones R. General rational approximants in N variables// J. Approx. Theory. – 1976. – V.16. –
P. 201 – 233.



ПОБУДОВА ДВОВИМIРНИХ АПРОКСИМАНТ ПАДЕ 213

7. Lutterodt C. A two-dimensional analogue of Padé approximant theory// J. Phys. A.: Math. – 1974. –
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