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We introduce the notion of equi-feeblycontinuity which ressembles S. Kempisty’s equi-
quasicontinuity. Using this fresh notion and weak horizontal quasicontinuity, we obtain new
generalizations of Sierpinski theorem on separately continuous functions.

1. Вступ. В. Серпiнський [1] встановив, що коли двi нарiзно неперервнi функцiї f : R2 →
R i g : R2 → R збiгаються на деякiй всюди щiльнiй в R2 множинi E, то f = g. Iншими
словами, нарiзно неперервнi функцiї f : R2 → R, як i неперервнi, визначаються своїми
значеннями на довiльнiй всюди щiльнiй множинi в R2. Вiдомi також узагальнення цiєї
теореми Серпiнського. Так, З. Пьотровський i Е. Вiнґлер [2] помiтили, що коли кожна
нарiзно неперервна функцiя f : X → Z, що задана на добутку X = X1 × . . . × Xn

топологiчних просторiв i набуває значень у цiлком регулярному просторi Z, є ледь
неперервною, то кожна така функцiя визначається своїми значеннями на всюди щiльнiй
пiдмножинi добутку X. У цiй статтi згадуються й iншi результати на цю тему (див. працi
[3–7]). Наскiльки нам вiдомо, останнiм у списку узагальнень теореми Серпiнського був
результат В. Михайлюка [8]: якщо X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр
з не бiльш, нiж злiченним π-характером i Z — топологiчний простiр, у якому двi рiзнi
точки можуть бути вiдокремленi замкненими околами, то кожна нарiзно неперервна
функцiя f : X × Y → Z однозначно визначається своїми значеннями на всюди щiльнiй
пiдмножинi добутку X × Y .

У працi [9] був анонсований результат про сталiсть нарiзно неперервного вiдображе-
ння, з якого випливало певне узагальнення теореми Серпiнського, отримане незалежно
вiд усiх попереднiх її узагальнень в результатi дослiдження нарiзно неперервних фун-
кцiй з не бiльш, нiж злiченною множиною значень. Пiзнiше пiд впливом результату
В. Михайлюка, який виступав у ролi каталiзатора, була отримана така загальна теоре-
ма [10]: якщо X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр, який у кожнiй точцi
y з Y має не бiльш, нiж злiченну локальну псевдобазу, Z — гаусдорфовий топологiчний
простiр, f : X × Y → Z — слабко горизонтально квазiнеперервне вiдображення, яке
ледь неперервне вiдносно першої i неперервне вiдносно другої змiнної, c ∈ Z i прообраз
f−1(c) всюди щiльний у добутку X ×Y , то f(p) = c на X ×Y . Те узагальнення теореми
Серпiнського, яке безпосередньо випливало з цiєї теореми, було слабшим, нiж результат
В. Михайлюка, та автори зазначили, що, застосувавши метод доведення їх теореми про
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сталiсть, можна довести i результат В. Михайлюка. У самiй роботi [8] метод доведен-
ня був iнакшим: вiн використовував властивостi топологiї нарiзної неперервностi. При
подальшому аналiзi виявилось, що нашим методом можна отримати значно загальнiшi
результати на цю тему, якi використовують поняття одностайної ледь неперервностi,
що спорiднене з поняттям одностайної квазiнеперервностi, введеним у працi С. Кемпi-
стого [11]. Доведенню цих результатiв i буде присвячена дана стаття.
2. Квазiнеперервнiсть i спорiдненi з нею поняття. Нехай X i Y — топологiчнi про-
стори. Нагадаємо, що вiдображення f : X → Y називається квазiнеперервним у точцi
x0 з X, якщо для довiльних околiв U i V точок x0 i y = f(x0) в X та Y вiдповiдно iснує
така вiдкрита в X непорожня множина G, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V , i просто квазiнеперерв-
ним, якщо воно є таким у кожнiй точцi з простору X. Вiдомо, що квазiнеперервнiсть
вiдображення f : X → Y рiвносильна такiй властивостi: для довiльної вiдкритої в X
множини G i довiльної пiдмножини A в X з умови G ⊆ A випливає, що f(G) ⊆ f(A).

Вiдображення f : X × Y → Z, де Z — ще один топологiчний простiр називається
горизонтально квазiнеперервним у точцi p0 = (x0, y0) з добутку X × Y , якщо для до-
вiльних околiв U , V i W точок x0, y0 i z0 = f(p0) в просторах X, Y i Z вiдповiдно iснують
вiдкрита в X непорожня множина G i точка b ∈ V , такi, що G ⊆ U i f(G× {b}) ⊆ W , i
просто горизонтально квазiнеперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi з добутку
X × Y . Горизонтально квазiнеперервнi вiдображення мають таку властивiсть: для до-
вiльних вiдкритих множин G i H у просторах X i Y вiдповiдно i будь-якої пiдмножини
A простору X, такої що G ⊆ A виконується включення f(G×H) ⊆ f(A×H). На вiдмiну
вiд квазiнеперервностi, ця властивiсть не є характеристичною для горизонтальної ква-
зiнеперервностi. Вiдображення f : X×Y → Z, якi мають таку властивiсть, називаються
слабко горизонтально квазiнеперервними (див. [12] i вказану там лiтературу).

Нагадаємо, що псевдобаза топологiчного простору X — це така система B вiдкритих
непорожнiх множин простору X, що для кожної вiдкритої непорожньої множини G в
X iснує така множина B ∈ B, що B ⊆ G.

Нам буде потрiбний такий результат [13], [14].
Теорема A. Нехай X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр, що має не
бiльш, нiж злiченну псевдобазу, Z — регулярний топологiчний простiр i f : X × Y → Z
— горизонтально квазiнеперервне вiдображення, яке квазiнеперервне вiдносно другої
змiнної. Тодi f — це квазiнеперервне вiдображення.

Нарештi, вiдображення f : X → Y називається ледь неперервним у точцi x0 з X,
якщо для кожного околу V точки f(x0) в Y iснує така вiдкрита непорожня множина G
в X, що f(G) ⊆ V , i просто ледь неперервним, якщо воно є таким у кожнiй точцi з X.

Ясно, що з квазiнеперервностi вiдображення випливає його ледь неперервнiсть, але
не навпаки.
3. Одностайно квазiнеперервнi i ледь неперервнi функцiї. Нехай X i Y — то-
пологiчнi простори, x0 ∈ X i f, g : X → Y — два вiдображення. Кажуть, що вони
одностайно квазiнеперервнi у точцi x0, якщо для довiльних околiв V1 i V2 точок f(x0)
i g(x0) у просторi Y вiдповiдно i довiльного околу U точки x0 в X iснує така вiдкрита
непорожня множина G в X, що G ⊆ U i f(G) ⊆ V1, а g(G) ⊆ V2. Вiдображення f i g
називаються одностайно ледь неперервними в точцi x0, якщо для довiльних околiв V1

i V2 точок f(x0) i g(x0) вiдповiдно iснує така вiдкрита непорожня множина G в X, що
f(G) ⊆ V1 i g(G) ⊆ V2. Кажуть, що f i g одностайно квазiнеперервнi чи одностайно
ледь неперервнi, якщо вони є такими у кожнiй точцi з простору X.
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Нагадаємо, що дiагональ h = f∆g двох вiдображень f, g : X → Y — це вiдображення,
яке задається правилом h(x) = (f(x), g(x)). Легко перевiрити, що вiдображення f i g
будуть одностайно квазiнеперервними /одностайно ледь неперервними/ у точцi x0 тодi
i тiльки тодi, коли їх дiагональ h = f∆g є квазiнеперервною /ледь неперервною/ в
точцi x0.

Очевидно, що з одностайної квазiнеперервностi функцiй f i g випливає їх одностайна
ледь неперервнiсть. Найпростiшими прикладами пари двох одностайно квазiнеперерв-
них функцiй служить пара двох неперервних функцiй f i g. Бiльше того, якщо f непе-
рервна, а g квазiнеперервна у точцi x0, то f i g будуть одностайно квазiнеперервними у
точцi x0. Справдi, нехай V1 i V2 — околи точок f(x0) i g(x0) вiдповiдно i U — довiльний
окiл точки x0. З неперервностi функцiї f у точцi x0 випливає, що iснує такий окiл U1

точки x0 в X, що f(U1) ⊆ V1. З квазiнеперервностi функцiї g у точцi x0 випливає, що
iснує така вiдкрита непорожня множина G в X, що G ⊆ U1 ∩ U i g(G) ⊆ V2. В тако-
му разi G ⊆ U i f(G) ⊆ V1, а g(G) ⊆ V2, що i дає нам одностайну квазiнеперервнiсть
функцiй f i g у точцi x0. Одностайно квазiнеперервними в точцi x0 будуть i функцiї
f, g : R → R, якi неперервнi справа чи неперервнi злiва у точцi x0. Характеристичнi
функцiї f = χ(−∞;0] та g = χ[0;+∞) служать прикладом квазiнеперервних функцiй, якi
не є нi одностайно квазiнеперервними, нi навiть одностайно ледь неперервними у точцi
x0 = 0.

Можна запропонувати i таке узагальнення. Нехай O — вiдкрита множина у топо-
логiчному просторi X i x0 — точка iз замикання O в X. Вiдображення f : X → Y ми
будемо називати O-неперервним у точцi x0, якщо для кожного околу V точки f(x0)
iснує такий окiл U точки x0, що f(U ∩O) ⊆ V . Легко перевiрити, що два O-неперервних
у точцi x0 вiдображення f i g будуть одностайно квазiнеперервними в цiй точцi.

Наведемо приклад двох квазiнеперервних функцiй f, g : R → R, якi одностайно ледь
неперервнi, але не є одностайно квазiнеперервними. Для цього досить покласти f =
χ(−∞;0) та g = χ(−∞;0]∪[1;+∞).

Наведенi приклади можна розмножити з допомогою наступних загальних теорем.
Як це прийнято, для вiдображення f : X × Y → Z i точки p = (x, y) ∈ X × Y ми
покладаємо fx(y) = fy(x) = f(p).

Теорема 1. Нехай X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр з не бiльш, нiж
злiченною псевдобазою, Z — регулярний простiр, i f, g : X × Y → Z — слабко гори-
зонтально квазiнеперервнi вiдображення, такi, що для кожного x ∈ X вiдображення
fx, gx : Y → Z та для кожного y ∈ Y вiдображення fy, gy : X → Z є одностайно ледь
неперервними. Тодi i f та g є одностайно ледь неперервними.

Доведення. Нехай

p0 = (x0, y0) ∈ P = X × Y, z1 = f(p0), z2 = g(p0)

i W̃i — довiльний окiл точки zi у Z, де i = 1, 2. З регулярностi простору Z випливає, що
iснують такi вiдкритi околи Wi (i = 1, 2) точок zi в Z, що W i ⊆ W̃i при i = 1, 2.

Вiдображення fy0 та gy0 одностайно ледь неперервнi. Тому iснує така вiдкрита непо-
рожня множина G в X, що fy0(G) ⊆ W1 i gy0(G) ⊆ W2.

Нехай B = {Bn : n ∈ N} — псевдобаза в Y , що складається з вiдкритих непорожнiх
множин. Для кожного номера n розглянемо множину

An = {x ∈ G : fx(Bn) ⊆ W1 i gx(Bn) ⊆ W2}.
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Доведемо, що
∪∞

n=1 An = G. Нехай x ∈ G. Оскiльки fx(y0) = fy0(x) ∈ W1 i gx(y0) =
= gy0(x) ∈ W2, а множини W1 i W2 вiдкритi в Z, то вони є околами точок fx(y0) та
gx(y0) вiдповiдно. Але за умовою вiдображення fx та gx одностайно ледь неперервнi
у точцi y0. Тому iснує така вiдкрита непорожня множина H в Y , що fx(H) ⊆ W1 i
gx(H) ⊆ W2. Але B — псевдобаза в Y , отже, iснує такий номер n, що Bn ⊆ H. В такому
разi fx(Bn) ⊆ W1 i gx(Bn) ⊆ W2, а тому x ∈ An.

З беровостi простору X випливає, що G — це множина другої категорiї, отже, iснує
такий номер n, що множина An десь щiльна, тобто вiдкрита множина U0 = intAn непо-
рожня. Розглянемо множину A = U0 ∩ An. Оскiльки U0 ⊆ An i множина U0 вiдкрита,
то U0 ⊆ A, звiдки випливає, що A ̸= ∅. Покладемо U = U0 ∩G. Множина U вiдкрита i
U ⊆ A. Крiм того, A ⊆ U0 i A ⊆ An ⊆ G, отже, ∅ ̸= A ⊆ U ⊆ A, зокрема, U ̸= ∅.

Розглянемо вiдкриту непорожню множину V = Bn. Оскiльки A ⊆ An, то для ко-
жного x ∈ A

f({x} × V ) = fx(Bn) ⊆ W1 i g({x} × V ) = gx(Bn) ⊆ W2,

отже, f(A×V ) ⊆ W1 i g(A×V ) ⊆ W2. Тепер зi слабкої горизонтальної квазiнеперервностi
вiдображень f i g ми отримуємо, що

f(U × V ) ⊆ f(A× V ) ⊆ W 1 ⊆ W̃1 i g(U × V ) ⊆ g(A× V ) ⊆ W 2 ⊆ W̃2.

Оскiльки U × V — це вiдкрита непорожня множина в добутку P , то встановленi вклю-
чення показують, що f i g одностайно ледь неперервнi у точцi p0.

Аналогiчне до теореми 1 твердження для одностайно квазiнеперервних функцiй мо-
жна довести подiбними мiркуваннями, але простiше його вивести з теореми А.

Теорема 2. Нехай X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр, що має не
бiльш, нiж злiченну псевдобазу, Z — регулярний простiр, i f, g : X × Y → Z — такi, що
для кожного x ∈ X вiдображення fx i gx та для кожного y ∈ Y вiдображення fy i gy є
одностайно квазiнеперервнi. Тодi i f та g є одностайно квазiнеперервними.

Доведення. Розглянемо дiагональ h = f∆g вiдображень f i g. Оскiльки hx = fx∆gx i
hy = fy∆gy для довiльних x ∈ X i y ∈ Y , то вiдображення h : X × Y → Z2 нарiзно
квазiнеперервне. Топологiчний добуток Z2 = Z × Z буде регулярним як i простiр Z.
Тому за теоремою A вiдображення h квазiнеперервне. Звiдси негайно випливає, що
функцiї f i g одностайно квазiнеперервнi.

4. Одностайна ледь неперервнiсть i квазiнеперервнiсть функцiй багатьох
змiнних. Тут ми перенесемо теореми 1 i 2 на випадок функцiй багатьох змiнних. Для
цього нам буде потрiбний один результат про беровiсть добутку ([15, с. 56] або [16]).

Теорема В. Нехай X i Y — берiвськi простори, причому Y має не бiльш, нiж злiченну
псевдобазу. Тодi i їх добуток X × Y буде берiвським.

З теорем А i В iндукцiєю вiдносно n легко виводяться такi результати.

Наслiдок 1. Нехай X1, . . . , Xn — берiвськi простори, причому простори X2, . . . , Xn

мають не бiльш, нiж злiченну псевдобазу. Тодi i добуток X1 × . . .×Xn — це берiвський
простiр.
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Наслiдок 2. Нехай X1, . . . , Xn−1 — берiвськi простори, простори X2, . . . , Xn — мають
не бiльш, нiж злiченну псевдобазу, Z — регулярний топологiчний простiр i f : X1 ×
. . . × Xn → Z — нарiзно квазiнеперервне вiдображення. Тодi f — це квазiнеперервне
вiдображення за сукупнiстю змiнних.

Нехай X1, . . . , Xn та Z — топологiчнi простори i f : X1 × . . .×Xn → Z — вiдобра-
ження. Для довiльного k = 2, . . . , n i фiксованих значень ak+1 ∈ Xk+1, . . . , an ∈ Xn

розглянемо вiдображення

fak+1,...,an(x1, . . . xk) = f(x1, . . . xk, ak+1, . . . , an).

При k = n отримуємо вихiдне вiдображення f . Вiдображення f називається слабко
горизонтально квазiнеперервним вiдносно останньої змiнної, якщо воно буде слабко
горизонтально квазiнеперервним як вiдображення f : X×Y → Z, де X = X1×. . .×Xn−1,
Y = Xn i f(x, y) = f(x1, . . . , xn−1, xn) для x = (x1, . . . , xn−1) ∈ X i y = xn ∈ Y . Ми будемо
говорити, що f фiнально слабко горизонтально квазiнеперервне, якщо для довiльних
фiксованих точок a3 ∈ X3, . . . , an ∈ Xn всi вiдображення fak+1,...,an : X1 × . . . × Xk → Z
при k = 2, . . . , n, є слабко горизонтально квазiнеперервними вiдносно останньої змiнної.

Для вiдображення f : X1 × . . . × Xn → Z, точки (a1, . . . , an) ∈ X1 × . . . × Xn i но-
мера k = 1, . . . , n розглянемо вiдображення fâk : Xk → Z, яке визначається форму-
лою fâk(xk) = f(a1, . . . , ak−1, xk, ak+1, . . . , an). Зрозумiло, що для фiнально слабко гори-
зонтально квазiнеперервного вiдображення f i довiльної точки an ∈ Xn вiдображення
fan : X1 × . . .×Xn−1 → Z теж буде фiнально слабко горизонтально квазiнеперервним.

З допомогою теореми В i теореми 1 iндукцiєю вiдносно кiлькостi змiнних ми вста-
новимо такий результат.

Теорема 3. Нехай X1, . . . , Xn−1 — берiвськi простори, Xn — топологiчний простiр, при-
чому простори X2, . . . , Xn мають не бiльш, нiж злiченнi псевдобази, Z — регулярний
простiр, i f, g : X1 × . . . × Xn → Z — такi фiнально слабко горизонтально квазiнепе-
рервнi вiдображення, що для кожного набору (x1, . . . , xn) ∈ X1 × . . . ×Xn i довiльного
k = 1, . . . , n вiдображення fx̂k

: Xk → Z та gx̂k
: Xk → Z одностайно ледь неперервнi.

Тодi i f та g є одностайно ледь неперервними функцiями.

Теорема 4. Для n = 2 ця теорема збiгається з теоремою 1. Припустимо, що n > 2 i
твердження теореми справджується, коли число просторiв дорiвнює n − 1. Доведемо,
що воно справджується i коли число просторiв дорiвнює n, як у формулюваннi теореми.

За наслiдком 1 добуток X = X1 × . . . × Xn−1 є берiвським. За iндуктивним припу-
щенням для кожного y = xn ∈ Y = Xn функцiї fy : X → Z i gy : X → Z, для яких

fy(x) = f(x, y) = f(x1, . . . , xn) i gy(x) = g(x, y) = g(x1, . . . , xn),

де x = (x1, . . . , xn−1) ∈ X, будуть одностайно ледь неперервними. Оскiльки функцiї
f, g : X×Y → Z слабко горизонтально квазiнеперервнi, адже f i g слабко горизонтально
квазiнеперервнi вiдносно останньої змiнної, то за теоремою 1 вони будуть i одностайно
ледь неперервними як функцiї вiд двох змiнних x = (x1, . . . , xn−1) i y = xn, а значить, i
як функцiї вiд n зiмнних x1, . . . , xn. 2

Так само доводиться i теорема про одностайну квазiнеперервнiсть функцiй багатьох
змiнних.
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Теорема 5. Нехай X1, . . . , Xn−1 i Z — простори, такi ж як в теоремi 3, i f, g : X1× . . .×
Xn → Z — такi вiдображення, що для кожного набору (x1, . . . , xn) ∈ X1 × . . . × Xn i
довiльного k = 1, . . . , n вiдображення fx̂k

та gx̂k
одностайно квазiнеперервнi. Тодi i f та

g будуть одностайно квазiнеперервними.

Доведення. Для n = 2 це наше твердження збiгається з теоремою 2. Припустимо, що
n > 2 i для n− 1 простору твердження теореми справджується. Доведемо, що воно має
мiсце i для n просторiв.

За наслiдком 1 добуток X = X1 × . . .×Xn−1 буде берiвським. Покладемо

Y = Xn, f(x, y) = f(x1, . . . , xn−1, xn), g(x, y) = g(x1, . . . , xn−1, xn),

де x = (x1, . . . , xn−1) i y = xn. Для кожного y ∈ Y вiдображення fy : X → Z i gy : X → Z
будуть одностайно квазiнеперервними за iндуктивним припущенням. За умовою вiд-
ображення fx i gx теж одностайно квазiнеперервнi для кожного x ∈ X. Тому за тео-
ремою 2 вiдображення будуть одностайно квазiнеперервними як функцiї змiнної (x, y),
так i сукупної змiнної (x1, . . . , xn−1, xn).

5. Узагальнення теореми Серпiнського для функцiй двох змiнних. Нагадаємо,
що простiр Z називається урисоновим, якщо для кожних його рiзних точок z1 i z2
iснують такi їх замкненi околи W1 i W2 вiдповiдно, що W1 ∩ W2 = ∅. Зрозумiло, що
кожний регулярний простiр є урисоновим, але обернене не вiрно.

Система B вiдкритих непорожнiх пiдмножин простору Y називається його локаль-
ною псевдобазою у точцi y якщо для кожного її околу V iснує така множина B ∈ B,
що B ⊆ V .

Наступний результат є найкращим у серiї узагальнень теореми Серпiнського.

Теорема 6. Нехай X — берiвський простiр, Y — топологiчний простiр, який у кож-
нiй точцi має не бiльш, нiж злiченну локальну псевдобазу, Z — урисоновий простiр,
f, g : X × Y → Z — слабко горизонтально квазiнеперервнi вiдображення, якi неперервнi
вiдносно другої змiнної i такi, що для кожного y ∈ Y вiдображення fy та gy одностайно
ледь неперервнi, E — всюди щiльна пiдмножина добутку X ×Y i f |E = g|E. Тодi f = g.

Доведення. Розглянемо довiльну точку p0 = (x0, y0) ∈ P = X × Y i доведемо, що
f(p0) = g(p0). Нехай це не так, тобто точки z1 = f(p0) i z2 = g(p0) рiзнi. З урисоновостi
простору Z випливає, що iснують такi вiдкритi околи W1 i W2 точок z1 i z2 вiдповiдно,
що W 1∩W 2 = ∅. Оскiльки функцiї fy0 та gy0 одностайно ледь неперервнi в точцi x0, то
iснує така вiдкрита непорожня множина U в просторi X, що fy0(U) ⊆ W1 i gy0(U) ⊆ W2.

Нехай V = {Vn : n ∈ N} — локальна псевдобаза у точцi y0 простору Y . Розглянемо
множини An = {x ∈ U : fx(Vn) ⊆ W1 i gx(Vn) ⊆ W2}.

Легко зрозумiти, що
∪∞

n=1 An = U . Справдi, нехай x ∈ U . Оскiльки вiдображення
fx : Y → Z i gx : Y → Z неперервнi в точцi y0, fx(y0) = fy0(x) ∈ W1 i gx(y0) = gy0(x) ∈ W2

i множини W1 та W2 вiдкритi в Z, то iснує такий окiл V точки y0 у просторi Y , що
fx(V ) ⊆ W1 i gx(V ) ⊆ W2. Але V — це локальна псевдобаза у точцi y0, тому iснує такий
номер n, що Vn ⊆ V . В такому разi fx(Vn) ⊆ W1 i gx(Vn) ⊆ W2, отже, x ∈ An.

З беровостi простору X випливає, що U — це множина другої категорiї в X, отже,
iснує такий номер m, що множина Am десь щiльна в X, тобто вiдкрита множина Um =
intAm ̸= ∅. Розглянемо вiдкриту в X множину G = U ∩ Um. Оскiльки Um ⊆ Am i
множина Um вiдкрита, то Um ⊆ Am ∩ Um, зокрема, множина A = Am ∩ Um непорожня.
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Але G ⊆ Um, тому i G ⊆ A. Крiм того, A ⊆ Um ∩U = G. Таким чином, ∅ ̸= A ⊆ G ⊆ A,
A ⊆ Am i G ̸= ∅.

Множина H = Vm непорожня i вiдкрита в Y . Оскiльки A ⊆ Am, то для кожного
x ∈ A

f({x} ×H) = fx(Vm) ⊆ W1 i g({x} ×H) = gx(Vm) ⊆ W2,

а значить, f(A×H) ⊆ W1 i g(A×H) ⊆ W2. Оскiльки G ⊆ A, то зi слабкої горизонтальної
квазiнеперервностi вiдображень f i g випливає, що

f(G×H) ⊆ f(A×H) ⊆ W 1 i g(G×H) ⊆ g(A×H) ⊆ W 2.

Множина E всюди щiльна в добутку P , а множина O = G×H вiдкрита i непорожня
в P , тому E ∩ O ̸= ∅, отже, iснує точка p ∈ P ∩ O. Для цiєї точки з одного боку
f(p) = g(p), бо p ∈ E, а з другого f(p) ̸= g(p), бо f(p) ∈ W 1, g(p) ∈ W 2, адже p ∈ O,
i W 1 ∩ W 2 = ∅. Отримана суперечнiсть показує, що f(p0) = g(p0). Оскiльки p0 — це
довiльна точка з добутку P , то f = g.

Теорема 7. Нехай простори X, Y , Z i множина E — такi ж як у теоремi 5, f : X×Y → Z
— нарiзно неперервне вiдображення, g : X × Y → Z — вiдображення, у якого всi x-
розрiзи gx : Y → Z неперервнi i всi y-розрiзи gy : X → Z квазiнеперервнi, причому
f |E = g|E. Тодi f = g.

Доведення. Для кожного y ∈ Y вiдображення fy неперервне, а вiдображення gy квазi-
неперервне, тому fy i gy будуть одностайно квазiнеперервними, а значить, i одностайно
ледь неперервними. Крiм того, функцiї f i g будуть, очевидно, горизонтально квазi-
неперервними, а значить, i слабко горизонтально квазiнеперервними. Тому f = g за
теоремою 5.

6. Узагальнення теореми Серпiнського для функцiй багатьох змiнних. Роз-
глянемо тепер випадок функцiй вiд n змiнних, де n ≥ 3.

Теорема 8. Нехай X1, . . . , Xn−1 — берiвськi простори, причому простори X2, . . . , Xn−1

мають не бiльш, нiж злiченну псевдобазу, Xn — топологiчний простiр, який у кож-
нiй точцi має не бiльш, нiж злiченнi локальнi псевдобази, Z — регулярний простiр,
f, g : X1 × . . .×Xn → Z — такi фiнально слабко горизонтально квазiнеперервнi вiдобра-
ження, що для довiльного k = 1, . . . , n − 1 вiдображення fx̂k

i gx̂k
одностайно ледь не-

перервнi, а вiдображення fx̂n i gx̂n неперервнi, E — всюди щiльна пiдмножина добутку
X1 × . . .×Xn i f |E = g|E. Тодi f = g.

Доведення. Нехай X = X1×. . .×Xn−1 i Y = Xn. Функцiї f i g ми будемо iнтерпретувати
як функцiї вiд двох змiнних x = (x1, . . . , xn−1) та y = xn. За наслiдком 1 простiр X буде
берiвським. Для кожного фiксованого y ∈ Y = Xn функцiї fy та gy будуть одностайно
ледь неперервними за теоремою 3. Для кожного x ∈ X вiдображення fx i gx будуть
неперервними за умовою. Крiм того, самi вiдображення f, g : X × Y → Z є слабко
горизонтально квазiнеперервними, що випливає з їх фiнальної слабкої горизонтальної
квазiнеперервностi як вiдображень з X1× . . .×Xn у Z. Оскiльки множина E буде всюди
щiльною в добутку X × Y i f |E = g|E, то за теоремою 5 маємо, що f = g.

З теореми 4 легко вивести i такий результат.
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Теорема 9. Нехай простори X1, . . . Xn, Z i множина E — такi ж як у теоремi 6, f, g : X1×
. . .×Xn → Z — такi вiдображення, що для кожного набору (x1, . . . , xn) ∈ X1 × . . .×Xn

вiдображення fx̂k
та gx̂k

одностайно квазiнеперервнi при k = 1, . . . , n − 1, а fx̂n i gx̂n

неперервнi, причому f |E = g|E. Тодi f = g.

Доведення. У позначеннях доведення теореми 6 на основi теореми 4 ми можемо зробити
висновок, що для кожного y ∈ Y вiдображення fy та gy одностайно квазiнеперервнi, а
значить, i одностайно ледь неперервнi. Тодi рiвнiсть f = g випливає з теореми 5.

7. Прикiнцевi зауваження. Теорема Михайлюка з [8] є частинним випадком теоре-
ми 5, чи навiть її наслiдку 3, адже неперервнi функцiї є квазiнеперервними.

У працi [7] доведено такий результат: якщо X1 берiвський простiр, X2, . . . , Xn берiв-
ськi простори з не бiльш, нiж злiченними псевдобазами, то довiльнi нарiзно неперервнi
функцiї f, g : X1× . . .×Xn → R, якi збiгаються на деякiй всюди щiльнiй пiдмножинi до-
бутку X1× . . .×Xn, будуть рiвними. Ясно, що i цей результат випливає як з теореми 6,
так i з теореми 7.

У працi [2] вперше застосовується ледь неперервнiсть, але простiр значень там цiл-
ком регулярний, а для наших результатiв досить його регулярностi.

Автори вдячнi Рецензенту за слушнi зауваження i поради, щодо використання дiа-
гоналi вiдображень, якi дозволили покращити виклад матерiалу.
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