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Research of stability of the frontal expulsing is executed for the multi-
component systems presented by filter-passing unmixed (including anoma-
lous) liquids. In the conditions of the real applied task quality description 
of process of expulsing is given in the multicomponent system with an in-
termediate «agent». The mathematical model of class of tasks of the frontal 
expulsing offers for the multicomponent systems as variation inequality, 
providing simple numeral realization. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ФИЛЬТРАЦИИ ГАЗИРОВАННОЙ 
ЖИДКОСТИ КАК КЛАССА ГЕТЕРОГЕННЫХ СИСТЕМ  

В ДОКРИТИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ 

Получены выражения для определения коэффициентов 
проскальзывания и расходов при фильтрации ньютоновской и 
неньютоновской газированных жидкостей в пористой среде в 
докритической области. Показана состоятельность выполнен-
ных теоретических исследований при их сравнении с резуль-
татами практических расчетов. 

Ключевые слова: ньютоновская жидкость, неньютонов-
ская жидкость, фильтрация газированной жидкости, коэф-
фициент проскальзывания, пластовое давление, проницае-
мость и пористость среды. 

Введение. Объяснение аномального увеличения расхода при 
фильтрации газированной жидкости (рассматриваемой как класс ге-
терогенных систем) в предпереходном фазовом состоянии дано в из-
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вестной литературе [1] с привлечением кольцевой схемы и эффекта 
проскальзывания жидкости относительно поверхности порового ка-
нала. В работе [2] было рассмотрено течение в пористой среде на 
основе кольцевой схемы течения газированной жидкости, однако при 
этом расход рассматривался в зависимости от проницаемости порис-
той среды. Вместе с тем, как убедительно следует из обширной лите-
ратуры (например, [3–6]), эффект проскальзывания физически более 
предпочтителен для объяснения исследуемых фильтрационных явле-
ний в докритической области нарушения линейного закона Дарси. 
Однако переход к пористой среде с использованием уравнения для 
коэффициента проскальзывания [1] требует определения зависимости 
всех входящих параметров (толщина пристенного слоя, степень по-
крытия капилляра зародышами газовой фазы и т.д.) от давления, что, 
в общем случае, достаточно сложно. Вместе с тем задача может быть 
решена введением зависимости (в том числе и экспериментальной) 
коэффициента проскальзывания от давления. 

Цель работы. Построение аналитического решения задачи ста-
ционарной фильтрации газированной жидкости на основе введения 
зависимости коэффициента проскальзывания от давления. 

Основная часть. Рассмотрим задачу стационарной прямоли-
нейной фильтрации для случаев вязкой (ньютоновской) и вязко-плас-
тической (неньютоновской, или аномальной) жидкости. 

1. Фильтрация газированной ньютоновской жидкости. При 
фильтрации газированной жидкости обычно считается, что для жид-
кости и газа (т.е. фаз газированной жидкости или смеси) можно запи-
сать уравнение Дарси в виде 

 
0 j

j j
j

k K
m S P


   , 1, 2,j   (1) 

где 0k , jK , m , jS , j  ― соответственно абсолютная проницаемость 

пористой среды, относительная (для жидкой и газовой фаз фильтрующе-
гося флюида) проницаемость, пористость среды, насыщенность (газовой 
и жидкой фазами), динамическая вязкость (газовой и жидкой фаз); j  ― 

скорость фильтрации (для газовой и жидкой фаз); P  ― градиент внут-
рипластового давления; индексы j , здесь, и в дальнейшем, обозначают 

газовую ( 1j  ) и жидкую ( 2j  ) фазы фильтрующегося флюида. 

Уравнение (1) соответствует такому течению в пористой среде, ко-
гда газовая и жидкостная фазы фильтрующегося флюида совершенно 
«равноправны». При этом можно представить, что движение жидкости 
или газа происходит в некоторой системе непрерывных каналов, запол-
ненных жидкостью или газом. Однако, если содержание одной из фаз, 
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например, газа, мало, то представление о «равноправности» жидкости 
или газа, зафиксированное в уравнении (1), перестает быть верным [7]. В 
данном случае пористая среда занята в основном жидкостью с изолиро-
ванными газовыми пузырьками (зародышами). 

В связи с вышеописанным, газированная жидкость при давлении 
выше давления насыщения может быть представлена как гомогенная 
несжимаемая жидкость, эффективная проницаемость для которой 
определяется проскальзыванием. Тогда решение стационарной задачи 
для одномерного случая сводится к решению системы уравнений 
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d
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где  k P  ― эффективная проницаемость. 

Эффективная проницаемость при течении с проскальзыванием 
может быть определена из выражения [1]: 

 0
4

1
b
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, (3) 

где b  ― коэффициент проскальзывания; R  ― средний радиус поро-
вого канала, определяемый выражением [1; 5] 

08R k m . 

Очевидно, что в рассматриваемом случае коэффициент про-
скальзывания является функцией давления. В первом приближении 
выражение (3) можно записать в виде: 
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Поскольку расход фильтрующейся жидкости Q  является функ-

цией внутрипластового давления  Q Q P , то коэффициент проска-

льзывания по замерам расхода Q  оценивается следующим образом 

 1
4

R
b Q  . 

В работе [1] получена экспериментальная зависимость для опре-
деления коэффициента проскальзывания, описываемая следующей 
эмпирической моделью: 
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где 0b  ― некоторое фиксированное значение коэффициента про-

скальзывания; cP  ― капиллярное давление (определяемое для кон-

кретной пористой среды); sP  ― давление, при котором начинается 

проскальзывание; ,a c  ― постоянные числовые коэффициенты, оп-
ределяемые свойствами пористой среды. 

Тогда эффективную проницаемость при фильтрации с проскаль-
зыванием можно записать следующим образом 

   0
0

4
1 expc c

s c s c

b P P P P
k P k a c

R P P P P

           
      

. (4) 

При этом, из реальных физических соображений, рассматрива-
ются две области: в области 0sP P P   ― имеет место фильтрация 

без проскальзывания, т.е.   0k P k ; в области l sP P P   ― имеет 

место фильтрация с проскальзыванием (здесь 0P  и lP  ― значения 
внутрипластового давления на концах капилляра, соответственно, т.е. 
для 0х   и х l ). 

На основании системы (2) распределение давления для первой 
области определяется из выражения 

  0 0 s sP P P P x x   , 

а для второй ― из выражения 
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В последнем выражении x  ― текущая координата (для которой, 
по сути, определяется давление P ), а sx , lx , cP , sP  ― фиксирован-
ные значения соответствующих величин (т.е. числа). 

Очевидно, что расход жидкости по закону Дарси определится из 
выражения 
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где F  ― площадь поперечного сечения участка пористой среды, ог-
раниченного точками 0x   и x l . 

Для случая l sP P P  , когда эффект проскальзывания имеет 
место, для расхода жидкости получим 
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Соотношения (5) и (6) достаточно просты и удобны при реше-
нии практических задач. 

2. Фильтрация газированной неньютоновской жидкости. Как 
было показано в п. 1, эффект проскальзывания жидкости позволяет 
описать фильтрацию газированной жидкости с зародышами газа. В 
этой связи особый интерес представляет изучение фильтрация нень-
ютоновской жидкости. 

Типичным проявлением течения неньютоновской жидкости яв-
ляется ее подчинение степенному закону в цилиндрическом капилля-
ре при наличии проскальзывания. Как известно, для степенных жид-
костей связь между напряжением и скоростью сдвига определяется 
выражением [8; 9] 

0
n   , 

где 0  ― вязкость фильтрующейся жидкости (в предположении пос-

тоянства ее значения), а скорость течения в капилляре имеет вид [10] 
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1 1

01 2

n
nn P

v r C
n 

        
, (7) 

где r  ― текущее значение радиуса капилляра, C  ― постоянная ин-
тегрирования, определяемая из следующего граничного условия 
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, (8) 

где b  ― коэффициент проскальзывания, R  ― радиус капилляра в 
граничной точке. Тогда из (7) получим 
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и очевидным будет расход жидкости, определяемый как 

  
1

1 3

00

3 1
2 1

3 1 2

nR
nn P b n

Q vr dr R
n R n




           
 . (10) 

Для последнего выражения необходимо ввести поправку на 
скольжение: 

1
0 0

3 1
1

Q v b n
Q

Q v R n

     
 

, 

где 0Q  и 0v  ― соответственно расход, и скорость течения без про-

скальзывания. 
С целью определения влияния проскальзывания на характер 

фильтрации были проведены расчеты по формуле (10) при различных 
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значениях n  для пористой среды с проницаемостью 20,1мкмk   и 
пористостью 0, 25m   (интеграл определялся численно, т.к. он рас-
крывается только при четных n ). Вязкость 0  определялась при 

22Н м  , 11220с  . Результаты вычислений свидетельствуют о 
следующем. С увеличением n  (при прочих равных условиях) проис-
ходит ослабление эффекта проскальзывания, что выражается в ос-
лаблении 1Q . Этот эффект поясняется следующим образом. На осно-
вании выражений (7)–(9) можно показать, что  

      
0 0

3 1 1
1 1 3

b P b Pn
B P b b

n R n R

                    
. (11) 

Из (11) следует, что с увеличением n  поправка на скольжение 
уменьшается. 

Вывод. Выполненные расчеты по полученным теоретическим 
зависимостям для расходов газированной фильтрующейся ньютонов-
ской (выражения (5). (6)) и неньютоновской (выражение (10)) жидко-
стей дают хорошее качественное и количественное совпадение с опи-
санными экспериментальными данными [5, 11]. 

Было отмечено, что наличие проскальзывания приводит к значи-
тельному снижению наклона кривой для распределения давления вблизи 
давления насыщения, обусловливающего аномальный рост расхода жид-
кости. При этом с ростом n  отклонение от прямолинейного распределе-
ния давления (для неньютоновской степенной жидкости без проскальзы-
вания) увеличивается. Кроме того, в случае фильтрации газированной 
жидкости в докритической области возможна модификация течения (от 
дилатантного к псевдопластическому) и изменение исходного закона 
фильтрации (например, нарушение линейного закона Дарси).  
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МОДЕЛЮВАННЯ СТАЦІОНАРНОЇ  
ФІЛЬТРАЦІЇ НЕНЬЮТОНІВСЬКИХ РІДИН  

У НЕОДНОРІДНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 

Розглянуто можливості застосування параметрів ефектив-
ної проникності та ефективної в’язкості в математичних моде-
лях процесів фільтрації неньютонівських рідин в однорідних 
та слоїсто-неоднорідних пористих середовищах. Теоретично 
отримано залежності, які описують плин неньютонівських рі-
дин за умови введення ефективних проникності та в’язкості, а 
також експериментально підтверджено вид цих залежностей. 

Ключові слова: математична модель; фільтрація в пори-
стому середовищі; неньютонівські рідини; проникність пори-
стого середовища; в’язкість рідини, що фільтрується. 

Вступ. Як відомо [1; 2], для неньютонівських (або ― аномальних 
[3]) рідин приймається степеневий закон фільтрації, одначе, в рамках 
степеневого закону описати отримані S-подібні криві не вдається [4–6]. 
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