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УДК 517.9 

О.А. Сивак 

СТРУКТУРА МНОЖИНИ НЕПЕРЕРВНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ 
СИСТЕМ ЛІНІЙНИХ ФУНКЦІОНАЛЬНО-РІЗНИЦЕВИХ РІВНЯНЬ 

This paper considers the structure of a set of systems of continuous solutions in a number of cases depending on the 
hypotheses for the matrices A, B, number q and their properties. Using the methods of the theory of differential and 
difference equations, we define new conditions for the existence of continuous solutions of these systems of equa-
tions. Specifically, we develop the method of their construction and examine their properties. In theorems 1 and 3 we 
obtain the results under the conditions 1, 1,..., ,

i
a i n> =  1, ( 0),q t> ≤  0 1,

i
a< <  1, ..., ,i m=  1, ( 0),q t> ≥  whilst in 

theorems 5, 6 we obtain the research results under 0 1 , 1, , 1, ,
i j

a a i m j m n< < < = = +  0 , 1.m n q≤ ≤ >  

Вступ 

Системи функціонально-різницевих рів-
нянь такого вигляду: 

 ( 1) ( ) ( ),x t Ax t Bx qt+ = +  (1) 

де ,t R∈  ,A B  — деякі дійсні ( )-матриці,n n×  
const,q =  поєднують в собі властивості функ-

ціональних (q-різницевих) і різницевих рів-
нянь. Незважаючи на це при дослідженні 
багатьох важливих питань з їх теорії доводиться 
розробляти специфічні методи, оскільки наяв-
ні, які є ефективними при вивченні аналогіч-
них питань для різницевих і функціональних 
рівнянь, не дають бажаних результатів. Зокре-
ма, в статті досліджується структура множини 
неперервних при t R +∈  ( )t R −∈  розв’язків 

системи (1) у випадку, коли серед власних 
чисел , 1 ,. . . , ,ia i n=  матриці A  — рівні. На 

матрицю B і число q накладаються деякі додаткові 
умови. Не обмежуючи загальності, далі будемо 
припускати, що 1diag( ,.. ., ),mA A A=  ,m n≤  де 

( )-матриціi i iA k k− ×  вигляду 
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ε — достатньо мала додатна стала. 

Постановка задачі 

Метою роботи є дослідження структури 
множини неперервних розв’язків системи рів-
нянь (1) у ряді випадків залежно від припу-
щень відносно матриць А, В, числа q та вив-
чення їхніх властивостей. 

Основні результати 

Дослідимо систему рівнянь (1) при 0t ≥  у 
випадку, коли виконуються такі умови: 

1) 0 1, 1,..., ,ia i m< < =  1.q >  

Покажемо, що вона має розв’язки у 
вигляді ряду 

 
0

( ) ( ),i
i

x t x t
∞

=
= ∑  (3) 

де ( ),ix t  0,1,.. .,i =  — деякі неперервні вектор-

функції. Підставляючи (3) в (1), отримуємо 

 
0 0 0

( 1) ( ) ( ).i i i
i i i

x t A x t B x qt
∞ ∞ ∞

= = =
+ = +∑ ∑ ∑  

Звідси безпосередньо випливає, що якщо век-
тор-функції ( ),ix t  0,1,. .. ,i =  є розв’язками по-

слідовності систем рівнянь 

 0 0( 1) ( ),x t Ax t+ =  0(4 )  

 1( 1) ( ) ( ), 1,2,.. .,i i ix t Ax t Bx qt i−+ = + =  (4 )i  

то ряд (3) буде формальним розв’язком сис-
теми рівнянь (1). 
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Дослідження системи рівнянь 0(4 )  

зводиться до дослідження m підсистем рівнянь 
вигляду 

 0 0( 1) ( ), 1, .. ., , ,i i
ix t A x t i m m n+ = = ≤  0(4 )i  

де 0 1( ,. . . , ),i i i
k
i

x x x=  1, .. ., .i m=  Згідно з умовою 

1 та матрицею (2) можна показати, що при 
достатньо малих ε існують додатні сталі , ,a b  

* 1a a< <  і * 1b a< <  *( max | |, 1,..., ,ja a j n= =  

* min | |,ja a=  1, .. ., )j n=  такі, що виконується 

умова 

2) ,qa b<  
�

1 1,
(1 )q

b

b b a−Δ = <
−

 

де � | |.b B=  

Використовуючи подання загального не-
перервного розв’язку системи 0(4 )  і умову 1, 

можна побачити, що існує додатна стала M 
така, що при всіх 0t ≥  виконується оцінка 

 0| ( ) | .tx t Ma≤  0(5 )  

Оскільки ряди 

 ( 1)
1

0

( ) ( ( )), 1, 2, .. .,j
i i

j

x t A B x q t j i
∞

− +
−

=
= − + =∑ (5 )і  

є формальними розв’язками відповідних сис-
тем рівнянь (4 ),i  1, 2, . . .,i =  (в цьому можна 

переконатися безпосередньою підстановкою 
(5 ),i  1, 2, . . .,i =  в (4 ),i  1, 2, . . .),i =  то, беручи 

до уваги 0(5 )  й умови 1 і 2, покажемо, що 

ряди (5 ),i  1, 2, . . .,i =  рівномірно збігаються до 

деяких неперервних вектор-функцій ( ),ix t  

1, 2, .. .,i =  для яких при всіх 1,i ≥  0t ≥  
виконуються оцінки 

 | ( ) | , 1, 2, . . .i q t
ix t M a i≤ Δ =  (6) 

Справді, враховуючи 0(5 )  та 1(5 ),  маємо 
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тобто оцінка (6) справедлива при 1.i =  
Розмірковуючи за індукцією, припустимо, що 
оцінка (6) доведена вже для деякого 1,i ≥  і 
покажемо, що вона не зміниться при переході 
від і до 1.i +  Відповідно до 1(5 )i+  і (6) маємо 
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Отже, оцінка (6) виконується при всіх 
1,i ≥  0.t ≥  Звідси випливає, що ряди (5 ),i  

1, 2, . . .,i =  рівномірно збігаються при 0t ≥  до 
деяких неперервних вектор-функцій ( ),ix t  

1, 2, . . .,i =  для яких має місце оцінка (6). З 
огляду на (6), ряд (3) рівномірно збігається при 

0t ≥  до деякої неперервної вектор-функції 
( ),x t  яка задовольняє умову 

 | ( )|
1
M

x t ≤
− Δ

  

і є розв’язком системи рівнянь (1). Тим самим 
доведено наведену нижче теорему. 

Теорема 1. Нехай виконуються умови 1 і 2. 
Тоді система рівнянь (1) має сім’ю неперерв-
них обмежених при 0t ≥  розв’язків, що зале-
жить від довільної неперервної 1-періодичної 
вектор-функції ( ).tω  

Розглянемо тепер неоднорідну систему 
рівнянь вигляду 

 ( 1) ( ) ( ) ( ),x t Ax t Bx qt F t+ = + +  (7) 

де матриці А, В задовольняють умови теореми 
1, а ( ) : .nF t R R→  Справедлива наступна 

теорема. 
Теорема 2. Нехай виконуються такі умови: 
1) 0 1,ia< <  1, .. ., ,i m=  1;q >  

2) 
�

1;
1

b
a
= θ <

−
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3) усі елементи вектор-функції ( )F t  є 

неперервними обмеженими при всіх t R∈  

функціями і | ( )| .sup
t

F t M= < ∞  

Тоді система рівнянь (7) має неперервний 
обмежений при t R∈  розв’язок у вигляді ряду 

 
0

( ) ( ),i
i

x t x t
∞

=
= ∑  (8) 

де ( ),ix t  0, 1, .. .,i =  — деякі неперервні 

обмежені при t R∈  вектор-функції. 
Дов е д ення. Підставляючи (8) у (7), 

отримуємо 

 
0 0 0

( 1) ( ) ( ) ( ).i i i
i i i

x t A x t B x qt F t
∞ ∞ ∞

= = =
+ = + +∑ ∑ ∑   

Звідси безпосередньо випливає, що якщо 
вектор-функції ( ),ix t  0,1, .. .,i =  є розв’язками 

послідовності систем рівнянь 

 0 0( 1) ( ) ( ),x t Ax t F t+ = +  0(9 )  

 1( 1) ( ) ( ), 1, 2, .. .,i i ix t Ax t Bx qt i−+ = + =  (9 )i  

то ряд (8) є формальним розв’язком системи 
рівнянь (7). 

Беручи до уваги умови теореми, можна 
переконатися, що ряд 

 1
0

1

( ) ( )j

j

x t A F t j
∞

−

=
= −∑  0(10 )  

рівномірно збігається при всіх ,t R∈  задоволь-
няє систему рівнянь 0(9 ),  і виконується оцінка 

 0| ( )| .
1
M

x t M
a

′≤ =
−

 0(11 )  

Враховуючи 0(11 ),  послідовно можна по-

казати, що ряди 

 1
1

1

( ) ( ( )), 1, 2, . . .,j
i i

j

x t A Bx q t j i
∞

−
−

=
= − =∑ (10 )i  

рівномірно збігаються при ,t R∈  задовольня-
ють відповідні системи рівнянь (9 ), 1, 2, .. .,i i =  

і виконуються оцінки 

 | ( )| , 1, 2, .. .i
ix t M i′≤ θ =  (11 )i  

Таким чином, оскільки вектор-функції 
( ),ix t  0,1,.. .,i =  що визначаються за допомо-

гою співвідношень (10 ),i  0, 1, .. .,i =  задоволь-

няють умови (11 ),i  0, 1, .. .,i =  то ряд (8) рівно-

мірно збігається при t R∈  до деякої непе-
рервної вектор-функції ( ),x t  яка є розв’язком 

системи рівнянь (7) і задовольняє умову 

 | ( )| .
1
M

x t
′

≤
− θ

  

Теорему 2 доведено. 
Зауваження 1. Виконуючи в (7) заміну змін-

них 

 ( ) ( ) ( ),x t z t x t= +  (12) 

отримаємо систему рівнянь (1) відносно век-
тор-функції ( ).z t  Оскільки для цієї системи 

рівнянь справедлива теорема 1, то, беручи до 
уваги заміну змінних (12), можна побудувати 
сім’ю неперервних обмежених при t R +∈  роз-
в’язків системи рівнянь (7). 

Отримані вище результати можна узагаль-
нити на випадок, коли матриця ( ),B B t=  тобто 

для системи рівнянь такого вигляду: 

 ( 1) ( ) ( ) ( ) ( ),x t Ax t B t x qt F t+ = + +  (13) 

де 1diag( ,.. ., ),mA A A=  ,m n≤  ( )-мат-i i iA k k− ×  

риці 1, .. ., ,i m=  
1

,
m

i
i

k n
=

=∑  q  — деяка стала, 

2

( ) : ,nB t R R→  ( ) : .nF t R R→  

Розглянемо тепер систему рівнянь (1) у 
випадку, коли 0.t ≤  Справедлива наступна 
теорема. 

Теорема 3. Нехай виконуються такі умови: 
1) 1, 1, ..., ,ia i n> =  1;q >  

2) ,qb a>  
�

1, 1, 1.
q

b
b a

b a
Δ = < > >

−
 

Тоді система рівнянь (1) має сім’ю не-
перервних обмежених при 0t ≤  розв’язків, що 
залежить від довільної неперервної 1-періо-
дичної вектор-функції ( ).tω  

Дов е д ення. Покажемо, що система рів-
нянь (1) має сім’ю розв’язків у вигляді функ-
ціонального ряду (3). Для цього, очевидно, 
достатньо показати, що вектор-функції ( ),ix t  

0,1, .. .,i =  є розв’язками послідовності сис-
тем рівнянь (4 ),i  0,1, ...,i =  і задовольняють 

оцінки 

 | ( )| , 1, 2, .. .,i qt
ix t M b i≤ Δ =  (14) 
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де | ( ) |.max
t

M t= ω  

Справді, беручи до уваги умови теореми 3 
і подання загального неперервного розв’язку 
системи 0(4 ),  можна показати, що для до-

вільного неперервного при 0t ≤  розв’язку 
системи 0(4 )  виконується співвідношення 

 0| ( )| ,tx t Mb≤  (150) 

де M — деяка стала. Після безпосередньої 
підстановки в (4 ),i  1, 2, . . .,i =  виявимо, що 

вектор-функції 

 1
1

1

( ) ( ( )), 1, 2, . . .,j
i i

j

x t A B x q t j i
∞

−
−

=
= − =∑ (15 )i  

є формальними розв’язками відповідних сис-
тем рівнянь (4 ),i  0, 1, . . .i =  

Покажемо тепер, що ряди (15 ),i  1,i =  

2, .. .,  рівномірно збігаються до деяких не-
перервних вектор-функцій ( ), 1, 2, .. .,ix t i =  для 

яких при всіх 1,i ≥  0t ≤  виконуються оцінки 

(14). Дійсно, оскільки 0| ( )| ,tx t Mb≤  то з огляду 

на 1(15 )  маємо 

 � �

� �
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∞ ∞
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Розмірковуючи за індукцією, припустимо, 
що оцінка (14) доведена вже для деякого 1,i ≥  
і доведемо, що вона не зміниться при переході 
від i  до 1.i +  Згідно з (14), 1(15 )i+  отримуємо 

� � 2 2

1
1

1

1 ( ( )) 1

1 1

| ( )| | | | | | ( ( ))|

( )

j
i i

j

j i q q t j i q t q j

j j

x t A B x q t j

b a M b M b a b a b

∞
−

+
=

∞ ∞
− − − −

= =

≤ − ≤

≤ Δ ≤ Δ ≤

∑

∑ ∑
  

 

�

�

1

1

1
1

( )

.
1

i qt q j

j

q
i qt i q t

q

M b a b a b

ba ab
M b M b

ab

∞
− −

=

− −
+

−

≤ Δ ≤

≤ Δ ≤ Δ
−

∑
  

Отже, ми довели, що ряди (15 ),i  1,i =  

2, . . .,  рівномірно збігаються при 0t ≤  до дея-
ких неперервних вектор-функцій ( ),ix t  i =  

1, 2, . . .,=  що задовольняють оцінки (14). Цим 
самим ми показали, що ряд (3) рівномірно 
збігається при 0t ≤  до деякої неперервної 
вектор-функції ( ),x t  яка задовольняє умову 

 | ( )|
1
M

x t ≤
− Δ

  

і є розв’язком системи рівнянь (1). Теорему 3 
доведено. 

Розглянемо тепер неоднорідну систему рів-
нянь вигляду 

 ( 1) ( ) ( ) ( )x t Ax t Bx qt F t+ = + +  (16) 

у випадку, коли виконуються такі умови: 
1) 1,ia >  1, .. ., ,i n=  1;q >  

2) 
�

1;
1

b
b

= θ <
−

 

3) усі елементи вектор-функції ( )F t  є 

неперервними обмеженими при всіх t R∈  

функціями і | ( )| .sup
t

F t M= < ∞
�

 

Має місце наступна теорема. 
Теорема 4. Нехай виконуються умови 1—3. 

Тоді система рівнянь (16) має неперервний 
обмежений при всіх t R∈  розв’язок 

 
0

( ) ( ),i
i

x t x t
∞

=
= ∑� �

 (17) 

де ( ),ix t
�

 0,1,...,i =  — деякі неперервні обме-

жені при всіх t R∈  вектор-функції. 
Дов е д ення  теореми проводиться анало-

гічно тому, як було доведено теорему 2. 
Розглянемо тепер систему різницевих рів-

нянь (1) при таких припущеннях: 

1) 0 1 , 1, , 1, , 0i ja a i m j m n m< < < = = + ≤ ≤  

, 1;n q≤ >  

2) ,qb a>  
�

1,
q

b

b a
Δ = <

−
 

де � | |,b B=  * 1,b a< <  * 1,a a< <  * min{| |,ia a=  

1, .. ., },i m=  * max{| |, 1,. . . , }.ia a i m= =  

Справедлива наступна теорема. 
Теорема 5. Нехай виконуються умови 1, 2. 

Тоді система рівнянь (1) має сім’ю непе-
рервних обмежених при 0t ≥  розв’язків, яка 
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залежить від m довільних неперервних 1-пе-
ріодичних функцій. 

Дов е д ення. Покажемо, що система рів-
нянь (1) має розв’язки у вигляді ряду (3). Для 
цього, очевидно, достатньо довести, що сис-
теми рівнянь (4 ),i  0,1,.. .,i =  мають неперерв-

ні обмежені при 0t ≥  розв’язки ( ), 0,ix t i =  

1,.. .,  які задовольняють оцінки 

 | ( )| , 0,1,.. .,i qt
ix t M a i≤ Δ =�  (18) 

де M�  — деяка додатна стала. 
Використовуючи представлення загального 

неперервного розв’язку системи 0(4 )  і умову 1, 

можна показати, що існує додатна стала M�  
така, що при всіх 0t ≥  виконується оцінка 

 0| ( )| .tx t Ma≤ �  0(19 )  

Оскільки ряди 

( 1)
1

0

( ) ( ( )), 1,2,. . .,j
i i

j

x t A B x q t j i
∞

− +
−

=
= − + =∑  (19 )i  

є формальними розв’язками відповідних сис-
тем рівнянь (4 ),i  1,2,. . .,i =  (в цьому можна 

переконатися безпосередньою підстановкою 
(19 ),i  1,2,. . .,i =  в (4 ),i  1,2,.. .),i =  то, беручи 

до уваги 0(19 )  і умови 1, 2, встановимо, що 

ряди (19 ),i  1,2,. . .,i =  рівномірно збігаються до 

деяких неперервних вектор-функцій ( ),ix t  

1,2,. . .,i =  для яких при всіх 1,i ≥  0t ≥  
виконуються оцінки (18).  

Справді, враховуючи 0(19 ),  1(19 ),  маємо 
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1 1
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∞
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тобто оцінка (18) виконується при 1.i =  Роз-
мірковуючи за індукцією, припустимо, що 
оцінка (18) доведена вже для деякого 1,i ≥  і 
покажемо, що вона не зміниться при переході 
від i  до 1.i +  Згідно з 1(19 )i+  і (18) маємо 
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звідки випливає оцінка (18) при 1.i +  Цим ми 
довели, що ряди (19 ),i  1,2,. . .,i =  рівномірно 

збігаються при 0t ≥  до деяких неперервних 
вектор-функцій ( ),ix t  1,2,. ..,i =  що задоволь-

няють оцінки (18). Звідси безпосередньо зна-
ходимо, що ряд (3) рівномірно збігається при 

0t ≥  до деякої неперервної вектор-функції 
( ),x t  яка задовольняє умову 

 | ( )| .
1

≤
− Δ

�Mx t   

Теорему 5 доведено. 
Дослідимо тепер питання про існування 

неперервних при 0t ≤  розв’язків системи різ-
ницевих рівнянь (1) у випадку, коли вико-
нуються умови: 

1) 0 1 , 1, , 1, , 0i ja a i m j m n m< < < = = + ≤ ≤  

, 1;n q≤ >  

2) 
�

, 1,
q

q

b
b a

b a
> Δ = <

−
 

де � | |,b B=  * max{| |, 1,..., },ja a a j m n> = = +  *b a< =  

min{ | | , 1,. .. , }ja j m n= = + . 

Має місце наступна теорема. 
Теорема 6. Нехай виконуються умови 1, 2. 

Тоді система рівнянь (1) має сім’ю неперерв-
них обмежених при 0t ≤  розв’язків, яка 
залежить від n−m довільних неперервних 1-пе-

ріодичних функцій ( ),j tω  1, .j m n= +  

Дов е д ення. Покажемо, що система рів-
нянь (1) має розв’язки у вигляді ряду (3), в 
якому вектор-функції ( ), 0,1,. ..,ix t i =  є роз-

в’язками системи рівнянь (4 ), 0,1,. ..і i =  
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Дійсно, система рівнянь 0(4 )  має сім’ю 

неперервних розв’зків, що залежить від до-
вільної неперервної 1-періодичної вектор-
функції ( )tω  розмірності n−m, для яких ви-

конується співвідношення 

 0| ( )| ,tx t M b≤   

const 0.M = >  
Розглядаючи послідовно системи рівнянь 

(4 ),i  1,2,. ..,i =  доведемо, що вони мають 

неперервні при 0t ≤  розв’язки. Дійсно, ос-
кільки ряди 

 1
1

1

( ) ( ( )), 1,2,.. .,j
i i

j

x t A B x q t j i
∞

−
−

=
= − =∑  (20i) 

є формальними розв’язками відповідних сис-
тем рівнянь (4 ),i  1,2,. ..,i =  то для цього 

достатньо показати, що ці ряди рівномірно 
збігаються до деяких неперервних вектор-
функцій ( ), 1,2,. ..ix t i =  Для чого, в свою 

чергу, доведемо, що при всіх 1i ≥  виконується 
оцінка 

 | ( )| , 1,2,.. .,i q t
ix t M b i≤ Δ =  (21) 

де | ( )|.max
t

M t= ω  Справді, оскільки 0| ( )|x t ≤  

,tM b≤  то з огляду на 1(20 )  отримуємо 

 � �

� �

1
1 0

1

1 ( ) 1

1 1

1

| ( )| | | | | | ( ( ))|

( )

.
1

j

j

j q t j qt q j

j j

q
qt qt qt

q q

x t A B x q t j

b a b M M ba b ab

ba a b b
M b M b M b

ab b a

∞
−

=

∞ ∞
− − − −

= =

− −

−

≤ − ≤

≤ ≤ ≤

≤ ≤ ≤ Δ
− −

∑

∑ ∑   

Розмірковуючи за індукцією, припустимо, 
що оцінку (21) доведено вже для деякого 1,i ≥  
і покажемо, що вона не зміниться при переході 
від i  до 1.i +  Згідно з (21), 1(20 )i+  отримуємо 
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звідки випливає оцінка (21) при 1.i +  
Отже, ми довели, що ряди (20 ),i  1,i =  

2,. ..,  рівномірно збігаються при 0t ≤  до де-
яких неперервних вектор-функцій ( ),ix t  1,i =  

2,. ..,  що задовольняють оцінки (21). Цим 
самим ми показали, що ряд (3) рівномірно 
збігається при 0t ≤  до деякої неперервної 
вектор-функції ( ),x t  яка задовольняє умову 

 | ( ) |
1
M

x t ≤
− Δ

  

і є розв’язком системи рівнянь (1). Теорему 6 
доведено. 

Висновки 

У цій статті отримано нові умови існу-
вання неперервних розв’язків систем лінійних 
функціонально-різницевих рівнянь, запропоно-
вано метод побудови таких розв’язків та до-
сліджено структуру їх множини. Зокрема, в 
теоремі 1 доведено існування сім’ї неперервних 
обмежених при 0t ≥  розв’язків, що залежить 
від довільної неперервної 1-періодичної век-
тор-функції ( )tω  при виконанні умов 0 <  

1, 1,..., ,ia i m< < =  1,q >  та ,qa b<  Δ =  

�
1 1,

(1 )q

b

b b a−= <
−

 де � | |.b B=  Розв’язки якої пред-

ставляються у вигляді ряду (3), де ( ),ix t  i =  

0,1,.. .,=  — деякі неперервні вектор-функції, які 
є розв’язками послідовності систем рівнянь (4 ),i  

0,1,.. .,i =  та задовольняють оцінки 0(5 )  і (6). 

У теоремі 3 доведено існування сім’ї не-
перервних обмежених при 0t ≤  розв’язків, що 
залежить від довільної неперервної 1-періо-
дичної вектор-функції ( )tω  при виконанні 

умов 1, 1, . .., ,ia i n> =  1,q >  та ,qb a>  

�
1, 1, 1.

q

b
b a

b a
Δ = < > >

−
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Також розглянуто випадок, коли 0 ia< <  

1 , 1, , 1, ,ja i m j m n< < = = +  0 , 1m n q≤ ≤ >  (тео-

реми 5, 6). 
Отримані результати доповнюватимуть уже 

існуючі праці інших математиків і сприятимуть

подальшому вивченню неперервних розв’язків 
більш широких класів таких рівнянь. 

У майбутньому цей матеріал буде вико-
ристано при дослідженні систем функціо-
нально-різницевих рівнянь (1) у випадку, коли 

( ), ( ).A A t B B t= =  
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