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ТЕОРЕТИЧНІ ТА ПРИКЛАДНІ ПРОБЛЕМИ МАТЕМАТИКИ 

УДК 517.98 

М.В. Ахрамович, М.А. Муратов 

АНТИКОМУТАЦІЯ ЛОКАЛЬНО ВИМІРНИХ САМОСПРЯЖЕНИХ ОПЕРАТОРІВ, 
ПРИЄДНАНИХ ДО АЛГЕБРИ ФОН НЕЙМАНА 

The purpose of this paper is to complete the investigation of  a q-commutation of two self-adjoint  locally measurable 
operators affiliated with an arbitrary von Neumann algebra. Since possible values of the q parameter are 1 and −1 the 
problem reduces to consideration of conditions of commutation ( 1q = ) and anticommutation ( 1q = − ) of locally 
measurable operators. The first case has been researched earlier. In this paper, we consider the case 1.q = −  An 
intersection of any two domains of locally measurable operators is a locally measurable subspace. By using this fact, 
we proved that for any self-adjoint locally measurable operators , ( )T S LS M∈  a dense invariant locally measurable 
subspace of joint bounded vectors of these operators exists. By using the criterion of anticommutation of unbounded 
operators, we proved that the operators , ( )T S LS M∈  anticommute if and only if they anticommute as elements of 
*-algebra ( ).LS M  

Вступ 

Нехай H − гільбертовий простір. Розгля-
немо два самоспряжених оператора T і S, дію-
чих в H, пов’язаних співвідношенням q-кому-
тації: 

 , .AB qBA q= ∈ C   

Якщо оператори T і S самоспряжені, то 
параметр q дорівнює 1 або −1, тобто q-ко-
мутація пари самоспряжених операторів зво-
диться до їх комутації або антикомутації (гра-
дуйованої комутації, див. [1, 2]). 

Самоспряжені обмежені оператори T і S 
комутують (антикомутують) тоді й тільки тоді, 
коли вони комутують (антикомутують) на кож-
ному векторі ,ξ ∈ H  тобто 

 ( ).TS ST TS STξ = ξ ξ = − ξ   

Якщо оператори T і S  необмежені, то поточ-
кова комутація (антикомутація) може взагалі не 
мати сенсу (наприклад, якщо ( ) {0}D T S = ). То-

му поняття комутації, як і поняття антикому-
тації, необмежених самоспряжених операторів 
не можна вводити безпосередньо. 

*-Підалгебра ( ),M B⊂ H  яка містить то-

тожний оператор I і, крім того, замкнута в слаб-
кій операторній топології, називається алгеброю 
фон Неймана. 

Зазначимо, якщо { ( ):M S B TS ST T′= ∈ = ∀ ∈H  

}M∈  – комутант алгебри фон Неймана M, то 

алгебра M задовольняє таку характеристичну 
рівність: 

 .M M′′ =   

Один з перших підходів до введення не-
комутативного варіанту кільця вимірних функ-
цій був запропонований І. Сігалом [3], який 
розглянув *-алгебру ( )S M  вимірних операто-

рів, приєднаних до довільної алгебри фон Ней-
мана M. Пізніше, у працях [4, 5] були введені 
*-алгебри локально вимірних операторів 

( ).LS M  Зауважимо, що для довільної алгебри 

фон Неймана M  властиві такі включення: 
 ( ) ( ).M S M LS M⊆ ⊆   

У працях [6, 7] вивчалась комутація вимір-
них і локально вимірних самоспряжених опе-
раторів, приєднаних до довільної алгебри 
фон Неймана. Антикомутація самоспряжених 
операторів була досліджена в [1, 8]. У праці [1] 
було показано, що два самоспряжених (в загаль-
ному випадку, необмежених) оператора T і S 
антикомутують тільки тоді, коли вони антико-
мутують на щільній в H інваріантній відносно 
T і S множині їх сумісних цілих векторів. У [9] 
розглядається антикомутація самоспряжених 
вимірних операторів, приєднаних до довільної 
алгебри фон Неймана. Доводиться, що два са-
моспряжених вимірних оператора T і S анти-
комутують тоді й тільки тоді, коли вони анти-
комутують як елементи *-алгебри ( ).S M  

Постановка задачі 

У роботі розглядається антикомутація са-
моспряжених локально вимірних операторів, 
приєднаних до довільної алгебри фон Неймана 
M. Доводиться, що два самоспряжених локаль-
но вимірних оператора T і S антикомутують 
тоді й тільки тоді, коли вони антикомутують як 
елементи *-алгебри ( ).LS M  
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Попередні відомості 

Нехай T і S – довільні самоспряжені опе-
ратори, що діють в H. Позначимо { ( )}TE λ∈λ R , 

{ ( )}SF µ∈µ R  – спектральні сім’ї ортопроекторів 

операторів T і S відповідно. Для будь-яких 
0 ,L M≤ < ∞  побудуємо оператори 

 ( ), ( ).
L M

L T M S
L M

T dE S dF
− −

= λ λ = µ µ∫ ∫   

Означення 1. Самоспряжені оператори 

 ( ), ( )T ST dE S dF
∞ ∞

−∞ −∞

= λ λ = µ µ∫ ∫ ,  

антикомутують, якщо для кожних 0 ,L M≤ < ∞  
антикомутують обмежені оператори LT  і :MS  

 { , } 0.L T L M M LT S T S S T= + =   

Зауважимо, якщо оператори T  і S  обме-
жені, то наведене означення еквівалентне по-
точковій антикомутації операторів. 

Нагадаємо, що вектор ( ) ( )D T D Sξ ∈ ∩  на-

зивається сумісним обмеженим вектором опера-
торів T і S, якщо для будь-яких ,k j ∈ N  існує 

константа 0Cξ >  така, що 

 || || , || || .k j k j j k k jT S C S T C+ +
ξ ξ≤ ≤   

Множину таких векторів позначимо ( , ).bH T S  

Вектор ( ) ( )D T D Sξ ∈ ∩  називається суміс-

ним цілим вектором операторів T і S, якщо для 
кожного 0C >  виконується нерівність 

 
0

1
|| || .

!
k j n

n k j n

T S C
n

∞

= + =

< ∞∑ ∑   

Множину таких векторів позначимо ( , ).cH T S  
Теорема 1 [1, 10]. Нехай T і S – лінійні 

самоспряжені оператори в гільбертовому прос-
торі H, Φ  − інваріантна відносно T і S  щільна 
множина їх сумісних цілих векторів. Оператори 
T і S антикомутують тоді й тільки тоді, коли 
вони антикомутують на кожному векторі 

:ξ ∈ Φ  

 .TS STξ = − ξ   

Нехай M – алгебра фон Неймана в ( ).B H  

Лінійний підпростір D ⊆ H  називається 
приєднаним до алгебри фон Неймана M (позна-
чення – D Mη ), якщо 

 ( )U D D⊆   

для будь-якого унітарного оператора .U M ′∈  
Лінійний оператор ,T  діючий в H, нази-

вається приєднаним до алгебри фон Неймана 
M  (позначення – T Mη ), якщо 

 UT TU⊆   

для будь-якого унітарного оператора ,U M ′∈  
тобто якщо: 

1) ( ) ;D T Mη   

2) UT TUξ = ξ  для будь-якого ( ).D Tξ ∈  

Зауважимо, що якщо ( ),T B∈ H  то T Mη  

тоді й тільки тоді, коли .T M∈  
Множина 

 ( ) { : }Z M T M TS TS S M= ∈ = ∀ ∈   

називається центром алгебри фон Неймана M. 
Зауважимо, що ( )Z M  – комутативна алгебра 

фон Неймана. 
Позначимо через ( )P M  і ( ( ))P Z M  решіт-

ки всіх ортопроекторів у M і ( )Z M  відповідно. 

Лінійний підпростір D ⊆ H  називається 
сильно щільним в H відносно алгебри фон Ней-
мана M, якщо 

1) ;D Mη  

2)  існує послідовність ортопроекторів 

1{ } ( ):n nP P M∞
= ⊂  

•  ;nP I↑  

•  ( ) ;nP D⊆H  

•  nP ⊥  − скінчений ортопроектор для 

будь-якого .n N∈  
У цьому випадку говорять, що лінійний 

підпростір D  сильно визначений послідовніс-
тю ортопроекторів 1{ } .n nP ∞

=  

Зауважимо, що якщо D  є сильно щільним 
підпростором в ,H  то він щільний. 

Означення 2. Лінійний оператор ,T  дію-
чий в ,H  називається вимірним відносно алгеб-
ри фон Неймана M, якщо 

1)  ;T Mη  

2) область визначення ( )D T  оператора T  

сильно щільна в ;H  
3)  оператор T  – замкнутий. 
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Позначимо через ( )S M  множину всіх опе-

раторів, вимірних відносно алгебри фон Ней-
мана M. Зрозуміло, що 

 ( ).M S M⊆   

Нехай , ( ).T S S M∈  Замикання T S+  і 

TS  операторів T і S  є також вимірними опе-
раторами. Ці замикання називаються, відповід-
но, сильною сумою і сильним добутком операто-
рів T  і S  та позначаються 

 , .T S T S TS T S+ = + = ⋅&   

Множина ( )S M  є *-алгеброю над полем 
C  щодо операцій сильної суми, сильного до-
бутку та операції переходу до спряженого опе-
ратора. Одиничним елементом є тотожний 
оператор .I  

Лінійний оператор T  з областю визначен-
ня ( ),D T  діючий в ,H  називається передвимір-

ним відносно алгебри фон Неймана M, якщо: 
1) ;T Mη  

2) існує послідовність ортопроекторів 

1{ } ( )n nP P M∞
= ⊂  така, що: 

•  ;nP I↑  

•  ( ) ( );nP D T⊆H  

•  ( );nTP B∈ H  

•  nP ⊥  – скінчений ортопроектор для 

будь-якого ;n ∈ N  
3) оператор T  – передзамкнутий. 
Зрозуміло, що будь-який вимірний опера-

тор є передвимірним. З іншого боку, замикан-
ня передвимірного оператора є вимірним опе-
ратором. 

Означення 3. Лінійний оператор ,T  дію-
чий в ,H  називається локально вимірним відно-
сно алгебри фон Неймана M, якщо: 

1)  ;T Mη  

2)  існує послідовність центральних орто-
проекторів 1{ } ( ( ))n nZ P Z M∞

= ⊂  така, що 

•  ;nZ I↑  

•  ( );nTZ S M∈  для будь-якого .n ∈ N  

3) оператор T − замкнутий. 
Означення 4. Лінійний оператор ,T  дію-

чий в ,H  називається локально передвимірним 
відносно алгебри фон Неймана M, якщо: 

1)  ;T Mη  

2) існує послідовність центральних орто-
проекторів 1{ } ( ( ))n nZ P Z M∞

= ⊂  така, що 

• ;nZ I↑  

• nTZ  – передвимірний оператор для 

кожного .n ∈ N  
3) оператор T − передзамкнутий. 
Зрозуміло, що будь-який локально вимір-

ний оператор є локально передвимірним. З ін-
шого боку, нехай T  – локально передвимір-

ний оператор. Тоді T  є локально вимірним 
оператором. 

Зауважимо, що якщо T і S – локально пе-
редвимірні оператори, то оператори T S+  і 
TS  також локально передвимірні відносно M. 

Позначимо через ( )LS M  множину всіх 

операторів, локально вимірних відносно алгебри 
фон Неймана M. Множина ( )LS M  є *-алгеб-
рою над полем C  щодо операцій сильної суми, 
сильного добутку й операції переходу до спря-
женого оператора. Одиничним елементом є то-
тожний оператор .I  Зрозуміло, що 

 ( ) ( ).S M LS M⊆   

Для локально вимірних операторів важли-
ва наступна теорема. 

Теорема 2 [11]. 
Нехай T  – лінійний оператор, локально 

передвимірний відносно алгебри фон Неймана 
,M  D  – локально вимірний відносно M лі-

нійний підпростір в .H  Тоді 

 1( ) { ( ) : }T D D T T D− = ξ ∈ ξ ∈   

також є локально вимірним відносно M під-
простором в .H  

Нехай T  – симетричний оператор, при-
єднаний до M, і його область визначення ( )D T  

локально вимірна відносно M. Тоді його зами-
кання T  є самоспряженим оператором, ло-
кально вимірним відносно M. 

Нехай T  – лінійний оператор, локально 

передвимірний відносно M. Тоді оператор *T  є 
локально вимірним відносно M. 

Нехай локально передвимірні оператори T 
і S збігаються на локально вимірному підпрос-

торі .D  Тоді ST = . 
Означення 5. Лінійний підпростір D ⊆ H  

називається локально вимірним відносно алгеб-
ри фон Неймана M, якщо: 

1) ;D Mη  
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2) існують такі послідовності ортопроек-
торів 1{ } ( )n nP P M∞

= ⊂  і 1{ } ( ( )),n nZ P Z M∞
= ⊂  що 

• ,nP I↑  ;nZ I↑  

• ( ) ;nP D⊆H  

• n nZ P ⊥  – скінчений ортопроектор для 

будь-якого .n ∈ N  
Зрозуміло, якщо лінійний простір D  ло-

кально вимірний відносно алгебри фон Ней-
мана M, то він сильно щільний в .H  Також, 
якщо 1D  і 2D  – два локально вимірних віднос-

но алгебри фон Неймана M  лінійних підпрос-
тори, то лінійний підпростір 1 2D D∩  також ло-

кально вимірний відносно M. Зауважимо, що 
область визначення локально вимірного опера-
тора є локально вимірним підпростором. 

Інваріатні підпростори локально вимірних 
операторів 

Нехай ( ),T LS M∈  | |{ ( )}TE λ∈λ R  – спект-

ральна сім’я ортопроекторів оператора | |.T  То-

ді існує така послідовність 1{ } ( ( ))n nZ P Z M∞
= ⊂  

центральних ортопроекторів, що | |( )n TZ E n⊥  – 

скінчений ортопроектор (див. [11]). 
Твердження 1. Якщо оператор ( )T LS M∈  

самоспряжений і { ( )}TE λ∈λ R  – його спектраль-

на сім’я ортопроекторів, то існує така послі-
довність 1{ } ( ( )),n nZ P Z M∞

= ⊂  що ортопроектор 

([ ; ])n TZ E n n⊥ −  скінчений для кожного ,n ∈ N  де 

 ([ ; ]) (( ; ]) (( ; ])T T TE n n E n E n− = −∞ − −∞ −   

є ортопроектор, що відповідає відрізку [ ; ].n n−  
Доведення .  Оскільки оператор ( )T LS M∈  

самоспряжений, то самоспряжені оператори 

 ( )1 1
(| | ), | |

2 2
T T T T T T+ −= + = −   

належать ( ).LS M  

Нехай { ( )}TP + µ∈µ R  і { ( )}T RQ
− ν∈ν  – спект-

ральні сім’ї ортопроекторів операторів T+  і T−  

відповідно. Тоді існують такі послідовності 

1{ }n nZ ∞
=′  і 1{ }n nZ ∞

=′′  центральних ортопроекторів, 

що ортопроектори ( )n TZ P n
+

⊥′  і ( )n TZ Q n
−

⊥′′  скінче-

ні. Розглянемо послідовність 1{ }n nZ ∞
=  централь-

них ортопроекторів таких, що n n nZ Z Z′ ′′=  для 

кожного .n ∈ N  Оскільки 

 ([ ; ]) ( ) ( ),T T TE n n P n Q n
+ −

− = ∧   

то 

 
([ ; ]) ( ( ) ( ))

( ) ( ).

n T n T T

n T n T

Z E n n Z P n Q n

Z P n Z Q n

+ −

+ −

⊥ ⊥ ⊥

⊥ ⊥

− = ∨ ≤

′ ′′≤ ∨
  

Тому ([ ; ])n TZ E n n⊥ −  – скінчений ортопроектор 

для кожного .n ∈ N  
Наслідок 1. Якщо оператор ( )T LS M∈  са-

моспряжений, то існує така послідовність ор-
топроекторів 1{ } ( ),n nP P M∞

= ⊂  що 

1) ,nP I↑  якщо ;n → ∞  

2) ( ) ( )nP D T⊆H  для будь-якого ;n ∈ N  

3) n nTP P Tξ = ξ  для будь-якого вектора 

( )nPξ ∈ H  і будь-якого .n ∈ N  

Доведення .  Позначимо 

 ([ ; ]), .n TP E n n n= − ∈ N   

Тоді послідовність ортопроекторів 1{ } ( )n nP P M∞
= ⊂  

задовольняє всі названі умови. 
Зауваження 1. Лінійні підпростори ( ),nP H  

побудовані при доказі наслідку 1, є інваріант-
ними не тільки відносно оператора T, але й 
відносно кожного оператора , .kT k ∈ N  Дійс-

но, для будь-якого вектора ( )nPξ ∈ H  і будь-

якого n ∈ N  

 ( ) ( ).n n nT TP P T P D Tξ = ξ = ξ ∈ ⊆H   

Звідси випливає таке: 

 
2

2

( ) ( )

( ) ( ) ( ),

n

n n

T T T T P T

P T P D T

ξ = ξ = ξ =

= ξ ∈ ⊆H
  

і так далі, для будь-якого натурального .k  Отже, 

 : ( ) ( ).k n nT P P→H H   

Нехай T  і S  – самоспряжені локально 
вимірні оператори з ( ),LS M  а { ( )} ,TE λ∈λ R  

{ ( )}SF µ∈µ R  – їх спектральні сім’ї ортопроекто-

рів. Для кожного натурального n позначимо 

 ([ ; ]), ([ ; ])n T n SP E n n Q F n n= − = −   

і побудуємо ортопроектор 

 .n n nR P Q= ∧   
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Теорема 3: 

1) множина 
1

( )n
n

D R
∞

=

= U H  є локально вимір-

ним підпростором відносно алгебри фон Ней-
мана M; 

2) для будь-якого n ∈ N  || || ,n MTR n≤  

|| || .n MSR n≤  

Доведення . Зрозуміло, що .D Mη  Пока-

жемо, що .nR I↑  Дійсно, маємо 

 .n n nR P Q⊥ ⊥ ⊥= ∨   

Якщо d  – вимірна функція (див. [3, 11]) 
на ( ),P M  то 

 ( ) ( ) ( ),n n nd R d P d Q⊥ ⊥ ⊥≤ +   

але 

 ( ) ( ([ ; ])) 0n Td P d E n n⊥ ⊥= − ↓   

і 

 ( ) ( ([ ; ])) 0.n Sd Q d F n n⊥ ⊥= − ↓   

Тому 

 ( ) 0,nd R⊥ ↓   

звідки 

 
1

0.n
n

R
∞

⊥

=
=∧   

Це означає, що .nR I↑  

Оскільки 
1

( ),n
n

D R
∞

=

= U H  то 

 ( ) .nR D∈H   

Нехай 1{ }n nZ ∞
=′  і 1{ }n nZ ∞

=′′  – послідовності 

центральних ортопроекторів таких, що ортоп-
роектори n nZ P ⊥′  і n nZ Q⊥′′  скінчені. Як і в дове-

денні твердження 1, розглянемо послідовність 

1{ }n nZ ∞
=  центральних ортопроекторів таких, що 

n n nZ Z Z′ ′′=  для кожного .n ∈ N  Тоді маємо 

 ( ) ,n n n n n n n n nZ R Z P Q Z P Z Q⊥ ⊥ ⊥ ⊥ ⊥′ ′′= ∨ ≤ ∨   

звідки n nZ R⊥  – скінчений ортопроектор для 

кожного .n ∈ N  

Отже, 
1

( )n
n

D R
∞

=

= U H  є локально вимірним 

відносно M підпростором. 
Нехай .Dξ ∈  Тоді для деякого n ∈ N  

 ( ) ( ) ( ).n n nR P Qξ ∈ = ∩H H H   

Звідси 

 .n n n n n nTR TP R TP P TPξ = ξ = ξ = ξ   

Тому 

|| || || || || || || || || || ,n n n n n MTR P TP P TP nξ = ξ ≤ ξ ≤ ξH H H H  

звідки 

 || || .n MTR n≤   

Аналогічно, 

 || || .n MSR n≤   

Наслідок 2. Для будь-яких , 1,2,k n = K  маємо 

 || || , || || .k k k k
n M n MT R n S R n≤ ≤   

Доведення . Згідно із зауваженням 1, 
оператори kT  комутують з кожним ортопроек-
тором ([ ; ])n TP E n n= −  для будь-яких , .k n ∈ N  

Отже, маємо 

 

|| || || ||

|| ( )( ) ( ) ||

|| || || || || || .

k k
n M n n M

n n n n M

k

k
n M n M n M

k

T R T P R

TP TP TP R

TP TP TP n

= =

= ≤

≤ ≤

K144424443

K1444442444443

  

Аналогічно, для оператора S  маємо 

 || || .k k
n MS R n≤   

Зауваження 2. Для кожного вектора Dξ ∈ =  

1

( )n
n

R
∞

=

= U H  знайдеться такий номер ,n  що для 

будь-якого 1,2,k = K  мають місце оцінки 

 
|| || || || || || ;

|| || || || || || .

k k k

k k k

T C n

S C n

ξ

ξ

ξ ≤ ξ = ξ

ξ ≤ ξ = ξ

H H H

H H H

  

Тому ( , ),bH T Sξ ∈  тобто ( , ),bD H T S⊂  де 

( , )bH T S  – множина сумісних обмежених век-

торів операторів T і S відповідно. 
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Сильна антикомутація операторів в *-алгебрі 
( )LS M  

Нехай оператори , ( ).T S LS M∈  

Теорема 4. Для будь-яких локально вимір-
них операторів , ( )T S LS M∈  лінійний підпрос-

тір ( ) ( )D D TS D ST= ∩  – локально вимірний. 

Доведення . Якщо , ( ),T S LS M∈  то 

( )D T  і ( )D S  локально вимірні, звідки (теоре-

ма 2) підпростори 1( ( ))T D S−  і 1( ( ))S D T−  – ло-

кально вимірні. Тому 1( ) ( ) ( ( ))D TS D S S D T−= ∩  

і 1( ) ( ) ( ( )).D ST D T T D S−= ∩  Звідси ( )D D TS= ∩  

( )D ST∩  – локально вимірний підпростір. 

Зауважимо, що ( ) ( ) ( )D TS D ST D T∩ ⊆ ∩  

( ).D S∩  
Теорема 5. Нехай оператори T і S – ло-

кально передвимірні відносно алгебри фон Ней-
мана M, D – локально вимірний підпростір в H 
такий, що 

1) ( ) ( );D D T D S⊆ ∩  

2) : , : ;T D D S D D→ →  

3) TS STξ = − ξ  для кожного вектора .Dξ ∈  

Тоді .T S S T⋅ = − ⋅  
Доведення . Оператори T і S локально 

передвимірні, тоді оператори TS  і ST  також 
локально передвимірні. 

Оскільки : ,S D D→  то для будь-якого еле-
мента Dξ ∈  маємо ,S Dξ ∈  звідки ( ),S D Tξ ∈  

тобто ( ).D TSξ ∈  Таким чином, ( ).D D TS⊆  

Аналогічно доводиться, що ( )D D ST⊆ =  

( ).D ST= −  Крім того, TS STξ = − ξ  для будь-

якого елемента .Dξ ∈  

Отже, TS ST= −  на локально вимірному 
підпросторі .D  Тоді (теорема 2) 

 
___ ____

,TS ST= −   

або 

 .T S S T⋅ = − ⋅   

Теорема 6. Для того, щоб два самоспряже-
них локально вимірних оператора , ( )T S LS M∈  

антикомутували, необхідно і достатньо, щоб 
вони антикомутували як елементи *-алгебри 

( ).LS M  

Доведення . Необх ідн ість . Нехай са-
моспряжені локально вимірні оператори T і S

антикомутують. Тоді вони антикомутують на 
щільній в H  інваріантній множині Ф  суміс-
них цілих векторів операторів T і S. Нехай 
{ ( )}TE λ∈λ R  і { ( )}SF µ∈µ R  – спектральні сім’ї ор-

топроекторів цих операторів. Так само, як і в 
доведенні теореми 3, побудуємо локально ви-

мірний підпростір 
1

( ),n
n

D R
∞

=
= U H  такий, що 

( , ).bD H T S⊂  

Тоді TS STξ = − ξ  для будь-якого .Dξ ∈  

Оскільки оператори TS  і ST−  збігаються на 
локально вимірному підпросторі ,D  то 

 .T S S T⋅ = − ⋅   

Достатн ість . Нехай T і S – два само-
спряжених лінійних оператора, що антикому-
тують в *-алгебрі ( ):LS M  

 .T S S T⋅ = − ⋅   

Тоді 

 

2 2 2 2 2 2

2 2

[ , ]

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) 0.

T S T S S T

T T S S S S T T

T S T S S T S T

T S T S S T S T

T S T S T S T S

T S T S

= ⋅ − ⋅ =

= ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ =

= ⋅ − ⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ =

= − ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ =

= − ⋅ ⋅ ⋅ + − ⋅ ⋅ − ⋅ =

= − ⋅ + ⋅ =

  

Отже, самоспряжені оператори 2 2,T S ∈ 
( )LS M∈  комутують як елементи алгебри 

( ).LS M  Звідки оператори 2 2,T S  сильно кому-

тують (див. [6]). Тому має місце така рівність: 

 
_______________________

2 2( ) ( ) ,b bH T H S =I H   

де 2( )bH T  і 2( )bH S  – множини сумісно обме-

жених векторів операторів 2T  і 2S  відповідно, 
але 

 2 2( ) ( ), ( ) ( ).b b b bH T H T H S H S= =   

Тоді маємо 

 
_______________________

( ) ( ) ,b bH T H S =I H   

тобто інваріантна відносно операторів T  і S  
множина 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )b b c cH T H S H T H S D T D S⊆ ⊆I I I  

щільна в .H  Оскільки 

 ,T S S T⋅ = − ⋅   

то для будь-якого ( ) ( )b bH T H Sξ ∈ I  має місце 

така рівність: 

 .TS STξ = − ξ   

Таким чином, згідно із теоремою 1, опера-
тори T і S антикомутують. 

Висновки 

Основним результатом цієї роботи є тео-
рема про те, що два самоспряжених локально 
вимірних оператора , ( )T S LS M∈  антикомуту-

ють тоді й тільки тоді, коли вони антикомуту-
ють як елементи *-алгебри ( ).LS M  

Цей результат може бути використаний 
для опису самоспряжених відображень базису 
комутативної 2

mZ×  градуйованої алгебри Лі. 
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