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Створено теоретичну базу сучасної кристалографії реальних монокриста-
лів зі складним базисом, яка враховує наявність різних структурних де-
фектів і дозволяє самоузгодженим чином описувати когерентну і дифузну 

складові дифракційних картин від таких кристалів. Розраховано компле-
ксні структурні фактори і Фур’є-компоненти поляризовности досконалого 

кристалу ґадоліній-ґалійового ґранату Gd3Ga5O12 (ҐҐҐ) для набору рефлек-
сів і двох характеристичних довжин хвиль Рентґенового випромінення. 
Досліджено залежності цих дифракційних параметрів від концентрацій 

антиструктурних дефектів і вакансій. Шляхом аналізи виміряних кривих 

дифракційного відбивання з використанням формул статистичної динамі-
чної теорії дифракції в неідеальних кристалах встановлено характеристи-
ки як точкових дефектів, так і мікродефектів, а також відповідні їм диф-
ракційні параметри досліджуваного монокристалу ҐҐҐ. 

The theoretical foundation of the modern crystallography of real single crys-
tals with a complex basis is created; it takes into account the presence of vari-
ous structural defects and provides the self-consistent description of coherent 

and diffuse components of diffraction patterns from such crystals. Complex 

structure factors and Fourier components of polarizability of а perfect gado-
linium—gallium garnet (GGG) crystal (Gd3Ga5O12) are calculated for the set of 

reflections and two characteristic x-ray wavelengths. The dependences of the-
se diffraction parameters on concentrations of antisite defects and vacancies 

are investigated. The characteristics of both point and microdefects as well as 

corresponding diffraction parameters of the investigated GGG single crystal 
are determined, analysing the measured rocking curves with use of the formu-
las of the statistical dynamical theory of diffraction in imperfect crystals. 
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Создана теоретическая база современной кристаллографии реальных мо-
нокристаллов со сложным базисом, которая учитывает наличие разных 

структурных дефектов и позволяет самосогласованным образом описы-
вать когерентную и диффузную составляющие дифракционных картин от 

таких кристаллов. Вычислены комплексные структурные факторы и 

фурье-компоненты поляризуемости совершенных кристаллов гадолиний-
галлиевого граната Gd3Ga5O12 (ГГГ) для набора рефлексов и двух характе-
ристических длин волн рентгеновского излучения. Исследованы зависимо-
сти этих дифракционных параметров от концентраций антиструктурных 

дефектов и вакансий. Путём анализа измеренных кривых дифракционного 

отражения с использованием формул статистической динамической теории 

дифракции в несовершенных кристаллах определены характеристики, как 

точечных дефектов, так и микродефектов, а также соответствующие им 

дифракционные параметры исследованного монокристалла ГГГ. 

Ключові слова: ґранат, точкові дефекти, антиструктурні дефекти, вакан-
сії, стехіометрія, мікродефекти, дифракційні параметри, дифузне розсі-
яння, крива дифракційного відбивання. 

(Отримано 15 березня 2011 р.)
  

1. ВСТУП 

Класичною методою визначення структурних факторів кристаліч-
них матеріялів є порошкова Рентґенова дифрактометрія, яка ґрун-
тується на кінематичній теорії розсіяння в досконалих кристалах 

(див., наприклад, [1—5]). Проте, ця інтеґральна кінематична метода 

дозволяє визначати лише дійсну частину структурних факторів і 
має такі недоліки, як необхідність робити поправки на внесок теп-
лового дифузного розсіяння (ДР) та враховувати погано контрольо-
ваний в порошкових матеріялах вплив первинної і вторинної екс-
тинкцій. В той же час необхідно підкреслити ту важливу обставину, 

що при дослідженні кристалічних матеріялів і їх дефектної струк-
тури за допомогою Рентґенової методи для кількісної діягностики 

необхідно знати величини не тільки дійсної, але і уявної частин 

структурних факторів, тобто, як розсіювальну, так і вбирну здатно-
сті кристалу. 
 Більш надійними, точними та інформативними в структурній 

діягностиці кристалічних матеріялів є методи, які ґрунтуються на 

ефектах динамічної дифракції Рентґенових променів у монокрис-
талах і дозволяють визначати як дійсну, так і уявну частини струк-
турних факторів. До них належать в першу чергу інтеґральні мето-
ди – метода осциляцій товщинних залежностей інтеґральних інте-
нсивностей дифракції за Ляве в тонкому кристалі [6, 7] і метода ін-
теґральних характеристик динамічної дифракції в товстих криста-
лах [8—10]. З розвитком і вдосконаленням високороздільчих диф-
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ракційних схем для визначення структурних факторів стали засто-
совуватись більш тонкі (диференційні) методи, а саме, двокриста-
льного Ляве-інтерферометра [11, 12] і кривих дифракційного від-
бивання (КДВ) при дифракції за Бреґґом [13—15] (див. також [16]). 
 Досягнення перерахованих вище метод пов’язано з високоточ-
ним визначенням структурних факторів у досконалих монокриста-
лах з простим базисом. Проте, більшість існуючих монокристалів 

має складні базиси, а також містять дефекти структури, які суттєво 

впливають на картину динамічної дифракції і величину визначе-
них структурних характеристик. Для таких кристалів ефективне 

застосування вказаних вище метод неможливе без врахування 

впливу структурних дефектів на когерентне розсіяння, а також 

ефектів ДР від цих дефектів. 
 Метою даної роботи є створення теоретичної бази для сучасної 
кристалографії реальних монокристалів зі складним базисом з ви-
користанням результатів статистичної динамічної теорії дифракції 
в неідеальних кристалах, яка враховує наявність в них різних 

структурних дефектів і дозволяє самоузгодженим чином описувати 

когерентну і дифузну складові дифракційних картин від таких 

кристалів. Зокрема, пропонується метода визначення дифракцій-
них параметрів і структурних характеристик за профілями КДВ, 

які вимірюються в геометрії дифракції за Бреґґом, для монокрис-
талів зі складним базисом та з однорідно розподіленими точковими 

дефектами і мікродефектами. 
 Актуальними об’єктами такого роду є монокристали ґранатів із 

загальною хемічною формулою C3A2(DO4)3, елементарна комірка 

яких є найбільш складною з відомих кубічних і містить вісім фор-
мульних одиниць (160 атомів), причому катіони атомів сорту C, А і 
D розташовані в трьох нееквівалентних підґратницях (катіони A і D 

можуть бути одного сорту) [17]. Реальні кристали ґранатів відріз-
няються розмаїттям хемічного складу завдяки можливості утво-
рення твердих розчинів з частковим заміщенням катіонів A

3+
 і B

3+
 

катіонами інших елементів і, відповідно, широким діяпазоном ва-
ріяції своїх кристалічної і магнетної структур та, відповідно, багат-
ством своїх фізичних властивостей, зокрема, магнетних, оптичних 

і магнето-оптичних [18—20]. Саме унікальністю цих властивостей 

пояснюється як велика кількість сучасних фундаментальних нау-
кових досліджень кристалів ґранатів – їх кристалічної, магнетної 
та електронної структур (див., наприклад, [21—30]) і зв’язку цих 

структур з магнетними, оптичними, магнето-оптичними, електри-
чними, акустичними та іншими фізичними властивостями (див., 

наприклад, [31—48]). З цієї ж причини, а також завдяки відносній 

простоті вирощування та варіювання хемічного складу для управ-
ління фізичними властивостями, кристали ґранатів і плівкові ґра-
натові структури мають широке практичне застосування в різних 
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областях науки і техніки – в магнетних, оптичних і магнето-
оптичних приладах, надвисокочастотних пристроях у техніці 
зв’язку, в пристроях для запису, зчитування та накопичення інфо-
рмації в обчислювальній техніці і т.д. [49—63]. 
 У представленій роботі було вибрано монокристал ґадоліній-
ґалійового ґранату Gd3Ga5O12 (ҐҐҐ), який є об’єктом численних на-
укових досліджень [64—76] і використовується в сучасній техніці 
переважно в якості підкладок при виготовленні плівкових структур 

для сучасних магнетних, оптичних і магнето-оптичних приладів 

[49—55], а також в якості сцинтиляційного матеріялу в детекторах 

випромінювань [60—63]. 
 Статтю побудовано наступним чином. В Розділі 2 наведено аналі-
тичний вираз для відбивної здатности досконалого кристалу у ви-
падку геометрії дифракції за Бреґґом та детально описано вирази 

для розрахунку комплексних структурних факторів і Фур’є-
компонент поляризовности кристалу. Тут же наведено результати 

розрахунків цих величин і відповідних дифракційних параметрів у 

випадку досконалого кристалу ҐҐҐ для набору рефлексів і двох ха-
рактеристичних довжин хвиль Рентґенового випромінення. 
 В Розділі 3 наведено основні вирази для інтенсивности динаміч-
ної дифракції Рентґенових променів у монокристалах з однорідно 

розподіленими дефектами, яка вимірюється на двокристальному 

дифрактометрі (ДКД) з широко відкритим вікном детектора. Наве-
дено також вирази для опису впливу мікродефектів різних типів на 

дифракційні параметри. 
 В Розділі 4 одержано узагальнені аналітичні вирази для комплек-
сних дифракційних параметрів неідеального кристалу з врахуван-
ням впливу дефектів. Тут описано й основні типи точкових дефектів 

у кристалах ґранатів, а також чисельно досліджено та аналітично 

апроксимовано залежності дифракційних параметрів від концент-
рацій антиструктурних дефектів та вакансій катіонів в октаедрич-
них позиціях. Продемонстровано залежність вигляду дифракцій-
них профілів від характеристик точкових дефектів і мікродефектів. 
 В Розділі 5 описано досліджуваний монокристал ҐҐҐ, а також 

схему рентґенодифракційних вимірювань кривих дифракційного 

відбивання (КДВ), які виконувались на високороздільчому двокри-
стальному дифрактометрі (ДКД) з використанням характеристич-
ного випромінення CuKα1. Виконано розрахунок інструментальної 
функції дифрактометра для рефлексів (444) і (888). 
 В Розділі 6 шляхом аналізи виміряних КДВ з використанням фо-
рмул статистичної динамічної теорії розсіяння в неідеальних крис-
талах встановлено основні типи дефектів, які присутні в досліджу-
ваному монокристалі ҐҐҐ, і встановлено характеристики як точко-
вих дефектів, так і мікродефектів, а також відповідні їм дифрак-
ційні параметри. 
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2. РЕНТҐЕНОДИФРАКЦІЙНІ ПАРАМЕТРИ ДОСКОНАЛОГО 

КРИСТАЛУ 

2.1. Основні рівнання і коефіцієнт дифракційного відбивання 

Процеси розсіяння і дифракції Рентґенових променів у кристаліч-
них структурах описуються в макроскопічному наближенні за до-
помогою Максвеллових рівнань, які за умови 1χ <<  можна звести 

до хвильового рівнання [16, 77—79]: 

 ( )2 rotrotKΔ + + χ =D D D 0 , (1) 

де χ(r) – поляризовність кристалу, помножена на 4π, D(r) – хви-
льове поле електричної індукції, що збуджується в кристалі падної 
з вакууму гармонічною пласкою хвилею з електричною напружені-
стю ( )0

( ) exp /i it c= − ⋅ + ωE r E K r , r – просторова координата, t – 

час, K = 2π/λ – модуль хвильового вектора падної хвилі, λ, ω і c – 

відповідно довжина, частота і швидкість хвилі у вакуумі. 
 У досконалому кристалі поляризовність χ(r) і хвильове поле елек-
тричної індукції D(r) можна розглядати як періодичні функції і роз-
класти їх в ряд Фур’є за векторами оберненої ґратниці G [77—79]: 

 ( )
ie− ⋅χ = χ G r

G
G

r , ( )
ie− ⋅=  G r

G
G

D r D . (2) 

Підставляння (2) в (1) дає систему основних рівнань для досконало-
го кристалу: 

 ( )2 2K k −− − χ × × =k G k G
G

D k k D 0 . (3) 

Ця нескінченна система містить в собі амплітуди сильних і слабких 

Бреґґових хвиль DG (G = 0, ±H, …) і є відправною в підході Евальда—
Бете—Ляве до розв’язку задачі динамічної дифракції в досконалих 

кристалах. 
 У двохвильовому випадку, коли в кристалі залишаються тільки 

дві сильні хвилі D0 і DH, вона зводиться до системи двох рівнань, 

розв’язок якої з врахуванням крайових умов при дифракції за Бре-
ґґом дає наступний аналітичний вираз для амплітудного коефіціє-
нта відбивної здатности кристалу [77]: 

 
−

 = ζ + − −
 

1
1 2 2 2

B
( ) 1 ctg( 1)r y y i y A y , (4) 

−= π Λ 1A t , Λ = λ γ γ σ
0

/
H

, −σ = χ χ2 2C H H
, −ζ = χ χH H , 

−= γ γ 1

0 H
b , ( )γ = θ − ψ

0 B
sin , ( )γ = − θ + ψ

B
sinH , 
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де t – товщина кристалу, Λ – екстинкційна довжина, C – поляри-
заційний множник, b – параметер асиметрії дифракції, θB – Бреґ-
ґів кут, ψ – кут між поверхнею і відбивчими площинами кристалу. 

У виразі (4) нормований кутовий відхил кристалу від точного Бреґ-
ґового положення має вигляд: 

 ( )= α − α σ
0

/y b , ( )α = −Δθ θ
B

sin 2 , α = χ +
0

(1 1 / ) / 2b , (5) 

де Δθ – кутовий відхил досліджуваного кристалу від точного Бреґ-
ґового положення. 

2.2. Дифракційні параметри 

Для врахування вбирної здатности кристалу, яка зумовлена проце-
сами непружнього розсіяння Рентґенових променів, використову-
ють методу оптичного потенціялу, згідно з якою поляризовність 

кристалу представляють як комплексну величину [78, 79]: 

 χ = χ + χ
r i

( ) ( ) ( )ir r r , (6) 

де χr і χi – відповідно дійсна і уявна частини поляризовности. Тоді 
Фур’є-компонента поляризовности набуває вигляду: 

 χ = χ + χ
r i

iH H H . (7) 

 Фур’є-компоненти χrH і χiH у загальному випадку нецентросимет-
ричного кристалу теж є комплексними величинами, які пропор-
ційні відповідним структурним факторам [16]: 

 χ = −Γ
r r

FH H , χ = −Γ
i i

FH H , (8) 

де ( )2

e c
 r vΓ = λ π , re – класичний радіюс електрона, = 3

c 0
v a – об’єм 

елементарної комірки, a0 – стала кубічної ґратниці. «Дійсна» і 
«уявна» частини структурного фактора в (8), кожна з яких може 

бути комплексною величиною, описується відповідно виразами: 

 = φr r
exp( )

j j

j

F f iH , = φi i
exp( )

j j

j

F f iH ,φ = π + +2 ( )j j j jhx ky lz . (9) 

Підсумовування у виразах (9) ведеться за координатами (xj, yj, zj) 

атомів в елементарній комірці, h, k, l – Міллерові індекси, frj і fij – 

дійсна і уявна частини атомового формфактора: 

 
r 0

i e a

( ) exp( ),

1 2 exp( ),

j j j j

j j j

f f f M

f r M

= + Δ −

= λ μ −H
 (10) 
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де f0j і Δfj – відповідно атомовий формфактор при абсолютному нулі 
температури і дисперсійна поправка для j-го атома, exp(−Mj) – теп-
ловий фактор Дебая—Валлера для j-го атома. Атомові перерізи інте-
рференційного фотоелектричного вбирання 

H
jaμ  мають різний ви-

гляд для двох станів поляризації σ і π [80]: 

( )D D,O Q D D,O Q

a a a a a a a B a B
cos2 ,  cos2 cos4

B

σ πμ = μ + μ + μ θ μ = μ + μ θ + μ θH H , (11) 

деμD

a
, μD,O

a  і μQ

a  – відповідно дипольний, диполь-октупольний і 
квадрупольний внески в перерізи фотоелектричного вбирання j-го 

атома. 
 Згідно формул (8) і (9) Фур’є-компоненти χrH і χiH теж є комплекс-
ними величинами: 

′ ′′χ = χ + χ
r r r

iH H H , 
′ ′′χ = χ + χ

i i i
iH H H , 

 
′ ′χ = −Γ
r r

FH H , 
′′ ′′χ = −Γ
r r

FH H , 
′ ′χ = −Γ
i i

FH H , 
′′ ′′χ = −Γ
i i

FH H , (12) 

′ = φr r
cos

j j

j

F fH , ′′ = φr r
sin

j j

j

F fH , ′ = φi i
cos

j j

j

F fH , ′′ = φi i
sin

j j

j

F fH . 

 Відповідні рентґенодифракційні параметри досконалого вбирно-
го кристалу в загальному випадку нецентросиметричної структури 

мають вигляд [16]: 

 
χ += −
χ

i0

r

1

2

b b
g

CH

, 

χ
κ =

χ
i

i0

H
, = κ νcosp H , = κ νsins H , (13) 

де C = 1 або cos(2θB) – поляризаційний множник, а інші величини 

означено як 

′ ′′χ = χ + χ2 2

r r rH H H , ′ ′′χ = χ + χ2 2

i i iH H H , 

( ) ( ) ( ) ( )r i r i r i r i r i r i
cos ,  sin .′ ′ ′′ ′′ ′′ ′ ′ ′′ν = χ χ + χ χ χ χ ν = χ χ − χ χ χ χH H H H H H H H H H H H H H  

 У випадку центросиметричних кристалічних структур, якими є 

ґранати, уявні частини у виразах (12) зникають, ′′ ′′χ = χ =
r i

0H H і, від-
повідно, ν =sin 0H , ν = ±cos 1H . 
 При розрахунку рентґенодифракційних параметрів кристалу ҐҐҐ 

для обчислення атомових формфакторів використовувалась інтер-
поляційна формула [81]: 

 ( ) 2
5

0

1

ib S

i

i

f S a e c−

=

= + , (14) 

де ai, bi і с – табульовані параметри, λθ= /)2sin( BS . Дисперсійні 
поправки Δf було взято з квантово-механічних розрахунків для ха-
рактеристичних довжин хвиль Рентґенового випромінення [82]. 
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Перерізи фотоелектричного вбирання μD

a
, μD,O

a  і μQ

a  теж брались з 

відомих квантово-механічних розрахунків [83]. 
 Показник теплового фактора Дебая—Валлера у виразі (10) обчис-
лювався за формулою, що враховує анізотропію пружних властиво-
стей кристалу: 

 = β + β + β + β + β + β2 2 2

1 2 3 4 5 6
M h k l hk hl kl , (15) 

де константи βi ( 6 ,1=i ) було взято з роботи [84], в якій вони були ви-
значені експериментально методою порошкової невтронної дифрак-
тометрії для залізо-ітрійового ґранату, і перераховано для ҐҐҐ згідно 

одноатомового наближення [85] (див. табл. 1). Координати атомів у 

виразах (9) і (12) для центросиметричної структури ҐҐҐ брались з ро-
боти [86]. 
 Рентґенові дифракційні параметри досконалого кристалу ҐҐҐ, 

які було обчислено згідно формул (8)—(15) для рефлексів (444) і 
(888) характеристичного випромінення CuKα1, в подальшому було 

використано для побудови відповідних теоретичних КДВ (рис. 1). 

Порівняння цих кривих, при обчисленні яких враховувався ефект 

згортання з інструментальною функцією ДКД, з виміряними КДВ 

показує існування значних розходжень між ними (для обох рефле-
ксів звичайний R-фактор надійности підгонки становить, відповід-
но, 30% і 60%, а зважений Rw-фактор – 60% і 80%). Як показала 

аналіза теоретичних КДВ, виконана з використанням наведених 

нижче формул, ці криві неможливо жодним чином узгодити з екс-
периментальними КДВ, які лежать значно вище від них, ані за ра-
хунок ефектів ДР від точкових дефектів, ані від будь-яких мікро-
дефектів. 
 Тоді стає очевидним, що єдиним джерелом таких істотних розбі-
жностей можуть бути тільки завищені значення показника теплово-
го фактора Дебая—Валлера, які призводять до заниження величин 

ТАБЛИЦЯ 1. Параметри теплових факторів Дебая—Валлера для йонів у 

кристалі ҐҐҐ Gd3Ga5O12. Позначення (с), (a) і (d) відповідають додека-, ок-
та- і тетраедричним позиціям йонів. 

Йон β1⋅102
 β2⋅102 β3⋅102 β4⋅102 β5⋅102 β6⋅102 

Gd (с) 2,03 3,16 3,16 0 0 0,39 

Gd (a) 1,95 1,95 1,95 −0,14 −0,14 −0,14 

Ga (c) 4,51 7,14 7,14 0 0 0,89 

Ga (a) 4,41 4,41 4,41 −0,32 −0,32 −0,32 

Ga (d) 3,28 4,97 4,97 0,0 0,0 0,0 

O 6,10 8,30 5,50 −0,10 0,90 0,30 
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метричної геометрії дифракції (b = 1). 
 Тут доречно зауважити, що параметер g ≅ ΛB/ta характеризує 

співвідношення між глибинами фотоелектричного вбирання і гли-
биною екстинкції внаслідок багатократного (динамічного) перероз-
сіяння когерентних хвиль. Внаслідок цього його можна використо-
вувати в якості кількісного критерію, який дозволяє розрізняти 

характер розсіяння – динамічний або кінематичний. При g ≤ 1 

глибина екстинкції ΛB, на якій формується динамічне хвильове по-
ле, співмірна з глибиною вбирання ta або менша за неї, що і забезпе-
чує динамічних характер дифракції. При g >> 1 розсіяння буде від-
буватися переважно у приповерхневому шарі з товщиною t ≅ ta, яка 

в цьому випадку набагато менша від глибини екстинкції ΛB, і тому 

буде справедливо виконувати спрощений кінематичний розгляд 

дифракційної задачі. 
 У випадку динамічної дифракції параметер κ характеризує сту-
пінь асиметрії коефіцієнта дифракційного відбивання внаслідок 

Борманнового ефекту. Величина параметра κ фактично визначаєть-
ся співвідношенням між коефіцієнтами аномального проходження 

ТАБЛИЦЯ 2. Рентґенодифракційні параметри досконалого кристалу 

Gd3Ga5O12. 

λ, Å hkl |χrH|⋅106 6

i
10

σχ ⋅H
6

i
10πχ ⋅H |g| κ w, кут. сек. ΛВ, мкм θB, ґрад. 

 0 0 0 8,335 0,386   ta = 29,3 мкм   

 4 0 0 2,587 0,169 0,165 0,149 0,065 4,687 0,5 6,58 

 8 0 0 4,286 0,374 0,333 0,09 0,087 3,962 0,604 13,25 

0,7092 12 0 0 1,385 0,158 0,12 0,279 0,114 0,885 2,803 20,11 

MoKα1 16 0 0 2,484 0,344 0,199 0,155 0,138 1,258 2,083 27,29 

 4 4 4 3,175 0,254 0,233 0,122 0,08 3,366 0,706 11,45 

 8 8 8 2,931 0,353 0,24 0,132 0.121 1,659 1,529 23,39 

 12 12 12 1,387 0,232 0,068 0,278 0,167 0,598 4,846 36,56 

 2 4 6 2,137 0,166 0,15 0,181 0,078 2,104 1,133 12,38 

 6 4 2 2,137 0,166 0,15 0,181 0,078 2,104 1,133 12,38 

 0 0 0 36,342 3,602   ta = 3,5 мкм   

 4 0 0 11,028 1,279 1,12 0,327 0,116 9,434 0,553 14,41 

1,5405 8 0 0 17,252 3,514 1,772 0,209 0,204 8,241 0,708 29,86 

CuKα1 12 0 0 5,4 1,229 0,143 0,667 0,228 2,243 3,391 48,32 

 4 4 4 12,529 3,266 2,052 0,288 0,261 6,643 0,844 25,54 

 8 8 8 10,973 3,424 1,669 0,328 0,312 5,184 1,927 59,59 

 2 4 6 8,92 1,267 0,717 0,404 0,142 4,464 1,28 27,76 

 6 4 2 8,92 1,267 0,717 0,404 0,142 4,464 1,28 27,76 
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(μ− = μ0 − CμH, де μ0 = Kχi0 , μH = KχiH , K = 2π/λ) і вбирання 

(μ+ = μ0 + CμH), а саме, μ−/μ+ ≅ (1 − κ)/(1 + κ), і асиметрія найбільш си-
льно виявляється при κ → 1. 

3. ДИФРАКЦІЙНІ ПАРАМЕТРИ МОНОКРИСТАЛУ 
З ОДНОРІДНО РОЗПОДІЛЕНИМИ ДЕФЕКТАМИ 

3.1. Основні рівнання 

Спільною проблемою всіх рентґенодифракційних метод визначення 

структурних параметрів є необхідність врахування впливу дефектів 

кристалічної структури внаслідок спричиненого ними дифузного 

розсіяння. Цю проблему до цих пір вирішували однобоко – тільки 

шляхом вибору якомога досконаліших монокристалів, а поправки 

робились тільки на внесок теплового ДР, а також ефекти первинної 
і вторинної екстинкцій. Але оскільки в реальних кристалах завжди 

є точкові дефекти, які призводять до зміни структурних факторів і 
разом з різного роду мікродефектами спричиняють ДР, то коректне 

вирішення проблеми вимагає послідовного і явного врахування 

впливу ефектів ДР на реєстровану інтенсивність дифракції Рентґе-
нових променів. З цієї причини рентґенодифракційні параметри 

реальних кристалів слід обчислювати не для ідеального випадку, 

як в попередньому розділі (див. також [88]), а з врахуванням їх мо-
дифікації за рахунок дефектів. Таке врахування можна здійснити 

на основі результатів статистичної динамічної теорії розсіяння Ре-
нтґенових променів у монокристалах з однорідно розподіленими 

дефектами [89, 90]. 
 В неідеальному кристалі з випадково розподіленими дефектами 

поляризовність кристалу χ(r) є флюктуаційною функцією, і тому, 

на відміну від досконалого кристалу, де її можна розглядати як пе-
ріодичну функцію і розкласти в ряд Фур’є за векторами оберненої 
ґратниці (2), в цьому випадку вона, як і поле електричної індукції 
D(r), має бути представленою у вигляді інтеґрала Фур’є [89]: 

 ( ) ( )c

3
d

(2 )

iiv
e e

− + ⋅− ⋅
+χ = χ = χ

π  G q rq r
G qq

G q

r q , (16) 

 ( ) ( )c

3
d

(2 )

iiv
e e

− + ⋅− ⋅
+= =

π  G q rq r
q G q

G q

D r qD D . (17) 

У виразах (16) і (17) інтеґрування виконується по всьому імпульс-
ному простору, а q в сумах пробігає N дискретних значень у першій 

Бріллюеновій зоні. Підставляння виразів (16) та (17) в хвильове рі-
внання (1) дає систему основних рівнань динамічної теорії розсіян-
ня для неідеального кристалу, яка відповідає узагальненню підходу 
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Евальда—Бете—Ляве на цей випадок [89]: 

 ( )2 2K k + − −− − χ × × =k G q k G q
G q

D k k D 0 , (18) 

в яких флюктуаційна Фур’є-компонента поляризовности може бу-
ти представлена у вигляді суми за вузлами кристалічної ґратниці: 

 
( ) ( )( )1

( ) s si ii

s s

s s

d e e e
v

+ ⋅ + ⋅+ ⋅
+δχ = δχ ≅ χ − χ  G q R G q RG q r u u

G q
c

r r , (19) 

де s
χu

 – поляризовність s-ї елементарної комірки. Нескінченна сис-
тема рівнань (18) містить у собі амплітуди сильних і слабких Бреґ-
ґових хвиль DG (G = 0, ±H, …), а також амплітуди дифузно розсіяних 

хвиль DG + q (q ≠ 0). 
 У двохвильовому випадку дифракції систему (18) можна приблизно 

розв’язати за допомогою методи теорії збурень і методи флюктуацій-
них хвиль концентрації дефектів [91]. Для цього Фур’є-компоненту 

χG + q поляризовности кристалу подають у вигляді суми двох складових 

– усередненої за ансамблем дефектів та флюктуаційної: 

 + + +χ = χ + δχG q G q G q , (20) 

причому флюктуаційна складова δχG + q = 0 при q = 0 і δχG + q = χG + q 

при q ≠ 0. Аналогічно хвильове поле вектора електричної індукції 
представляють у вигляді суми усередненого за ансамблем дефектів і 
флюктуаційного доданків, які відповідають когерентно й дифузно 

розсіяному хвильовим полям: 

 ( ) ( ) ( )= + δD r D r D r , ( ) 0i ie e
− ⋅ − ⋅= K r G r

G
G

D r D , (21) 

 ( ) ( )0
ii

e e
− + ⋅− ⋅

+
≠

δ =  G q rK r
G q

G q 0

D r D , (22) 

де K0 – хвильовий вектор прохідної когерентної пласкої хвилі в 

кристалі, а кутові дужки означають усереднення за статистичним 

ансамблем дефектів. 
 У двохвильовому випадку дифракції всередині кристалу збері-
гаються тільки дві, так звані, «сильні» Бреґґові (когерентні) хвилі. 

Відповідно у рівнаннях (18), як і у виразах (21) і (22), залишаються 

тільки дві амплітуди когерентних хвиль DG (G = 0, H) і відповідні їм 

2N амплітуд дифузно розсіяних хвиль DG + q (N – число векторів 

оберненого простору, що перебувають у межах першої Бріллюено-
вої зони та задовольняють умовам циклічности). Рештою Бреґґо-
вих (слабких) й дифузно розсіяних хвиль (з G ≠ 0, H) можна знехту-
вати. Тоді нескінченну систему (18) можна представити у вигляді 
двох зв’язаних систем рівнань для амплітуд когерентних і дифузно 
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розсіяних пласких хвиль [89]. 
 Згідно з аналітичними результатами, одержаними в рамках ста-
тистичної динамічної теорії при розв’язанні цих двох систем рів-
нань у випадку геометрії дифракції за Бреґґом, дифракційні профі-
лі, які вимірюються на ДКД з широко відкритим вікном детектора, 

є сумою когерентної (Rcoh) і дифузної (Rdiff) компонент [89, 90]: 

 Δθ = Δθ + Δθ
coh diff

( ) ( ) ( )R R R . (23) 

 Кожна з цих компонент є результатом інтеґрування нормованих 

інтенсивностей відповідно когерентного і дифузного розсіяння за 

кутами виходу при фіксованому відхилі кристалу Δθ від точного ві-
дбивального положення. 

3.2. Когерентна компонента інтенсивности дифракції 

Когерентна компонента КДВ описується виразом: 

 Δθ = 2

coh B
( ) ( )R r y , (24) 

в якому амплітуда когерентного розсіяння rB визначається за фор-
мулою (4), але в ній нормований кутовий відхил кристалу від точ-
ного Бреґґового положення, на відміну від формул (5), залежить від 

параметрів, які визначаються через характеристики дефектів: 

 [ ]α = χ + Δχ + χ + Δχ
0 0 0 00

( ) / / 2bHH , −σ = χ χ2 2 2C E H H , (25) 

У виразах (25) параметер E = exp(−LH) – статичний фактор Дебая—
Валлера, а дисперсійні поправки ΔχHH і Δχ00 враховують додаткове 

вбирання внаслідок ДР від дефектів [89, 90, 92]. Ці дисперсійні по-
правки є комплексними величинами: 

 Δχ = − μ /P i KGG GG GG , ,=G 0 H . (26) 

Коефіцієнти вбирання μGG в (26) описуються виразами: 

 
2 2( ) 4 ( )C V d S′μ Δθ ≈ λ HH k q , (27) 

в яких V – об’єм кристалу, інтеґрування ведеться по площині, до-
тичній до Евальдової сфери поблизу вузла оберненої ґратниці Н, а 

кореляційна функція S(q) виражається через флюктуаційні Фур’є-
компоненти поляризовности: 

 2 2
( ) Re  ( , , ),S ′ ′− + − + − ′= δχ δχ =GG q H G q H Gq G G 0 H . (28) 
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Дійсні частини дисперсійних поправок (26) мають однаковий поря-
док з їх уявними частинами (27) і тому можна покладати

≈ −μ /P KGG GG . Зауважимо, що недіягональні дисперсійні поправ-
ки Δχ

0H  іΔχ
0H , які входять в амплітудний коефіцієнт відбивання 

B
( )r y  у виразі (24), для більшости типових розмірів мікродефектів 

Кульонового типу, що розглянуто нижче, є значно меншими від ді-
ягональних поправок Δχ

00  та ΔχHH  і можуть бути знехтувані [92]. 

Винятком з попереднього твердження може бути тільки випадок 

крупних мікродефектів з розмірами, які є співставними з екстинк-
ційною довжиною, або дислокацій. 
 Таким чином, врахування впливу ефектів ДР на формулу для ко-
герентної компоненти інтенсивности дифракції зводиться до моди-
фікації дійсної та уявної частин Фур’є-компонент поляризовности 

кристалу, а саме, до збільшення абсолютної величини параметра χ0 

– за рахунок дисперсійних поправок внаслідок ДР ΔχHH і Δχ00, та до 

зменшення абсолютних величин параметрів χH і χ−H – за рахунок 

статичного фактора Дебая—Валлера. Фізично цей вплив проявля-
ється відповідно в зменшенні висоти і збільшенні ширини когерен-
тної компоненти КДВ. 
 Наявність у приповерхневому шарі реального кристалу неоднорід-
ної за глибиною деформації, яка спричинена пружною релаксацією 

напруг від шершавостей на поверхні та «силами дзеркального зобра-
ження» від точкових дефектів і мікродефектів, призводить до додатко-
вої модифікації амплітуди когерентного розсіяння (4). Якщо товщина 

d цього шару значно менша за екстинкційну довжину (d << ΛBr, 
ΛBr = ReΛB), то динамічними ефектами когерентного розсіяння в ньому 

можна знехтувати. Тоді амплітуду розсіяння кристалом, у якому є по-
верхневий шар з постійною деформацією ε, можна представити у ви-
гляді суми амплітуд динамічного і кінематичного когерентного розсі-
яння відповідно основним об’ємом кристалу і поверхневим шаром [93]: 

η= +0 2

B B kin
( ) ( ) ( )i Tr y r y e r y . 

Тут )(0
B yr  описується динамічним виразом (4), а rkin – кінематична 

амплітуда когерентного розсіяння спотвореним шаром [93]: 

− η= ζ
η

1 2

kin

1 exp(2 )
( )

2

i T
r y , η = +

S
y y , = α σ

S S
/y b , 

= π Λ/T d , α = −Δω θ
S B

sin(2 ) , 

де кутовий відхил Δω хвильового вектора K від точного Бреґґового 

положення за рахунок деформації визначається виразом [93]: 

( ) ( ) ( )⊥ ⊥ Δω = ε ψ + ε ψ θ + ε − ε ψ ψ −2 2

B
cos sin tg sin cos sign 1 b ; 
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тут ⊥ε  і ε�  означають деформацію відповідно в напрямках осей z і x. 
 Очевидно, що представлення деформації в спотвореному шарі од-
ноступеневим профілем є надто грубим моделем. Більш реалістич-
ним є модель, що описується багатоступеневим профілем деформа-
ції, що відповідає так званому «пошаровому наближенню», в рам-
ках якого спотворений шар представляють як набір підшарів з то-
вщинами di, в кожному з яких деформація εi

 сталою. У такому на-
ближенні маємо: 

φ

=

− η
= ζ

η1 2

kin

1

1 exp(2 )
( )

2

j

M
i j j

j j

i T
r y e , 

де М означає кількість підшарів у спотвореному шарі і використано 

позначення: 

= π Λ/i iT d , 

= +

φ = η
1

2
M

j i i

i j

T  ( = −0, 1j M ), φ = 0M , 

η = +
S

i

i y y , = α σ
S S

/
i iy b , α = −Δω θ

S B
sin2i

i , 

( ) ( ) ( )⊥ ⊥ Δω = ε ψ + ε ψ θ + ε − ε ψ ψ −2

B
cos sin tg sin cos sign 1i i i i

i
b . 

Зауважимо, що в даному розгляді нехтується відмінністю диспер-
сійних поправок до хвильових векторів когерентних хвиль через 

ДР в приповерхневому шарі і в об’ємі кристалу. 

3.3. Дифузна компонента інтенсивности дифракції 

Дифузна компонента коефіцієнта відбивання R і відповідної КДВ 

кристалу з однорідно розподіленими дефектами, яка вимірюється 

на ДКД з широко відкритим вікном детектора, може бути виражена 

через уявну частину дисперсійної поправки внаслідок ДР до хви-
льового вектора когерентних хвиль [90, 92]: 

 Δθ = Δθ μ Δθ γ
diff dyn 0

( ) ( ) ( ) ( ) /R F p tHH , 
− μ −= − μ2 1( ) (1 )(2 )tp t e t , (29) 

де )( θΔμ  – інтерференційний коефіцієнт вбирання, t – товщина 

кристалу. 
 Для випадку товстого кристалу, коли виконується умова 0

1,tμ >>  
можна покладати ( ) ( ) 1

2
−μ≈ ttp  і тоді замість виразу (29) використо-

вувати наступний: 

 
μ Δθ

Δθ ≅ Δθ
γ μ Δθdiff dyn

0

( )
( ) ( )

2 ( )
R F HH . (30) 

 Інтерференційний множник dynF  у формулах (29) і (30) відобра-
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жає вплив модульованого динамічного поля сильних Бреґґових 

хвиль на перерозподіл кутової залежности інтенсивности ДР і опи-
сується виразом: 

 ( ) δΔθ = −
2

dyn
1F c , 

δ δ = ζ + − −
 

1/2 2( ) ( 1) 1c b y y . (31) 

 Інтерференційний коефіцієнт вбирання у формулах (29) і (30) має 

вигляд: 

0 i

0

1
1

2 2

rEb

g

 μ +μ = +  γ  
, ( )= + −2 2

i

1

2
r u v u , 

( ) −= − + κ −2 2 2 2 1u z g E , ( )−= −22 v zgE p , 

Δθ θ
=

χ
B

r

sin(2 )
z b

C H

. 

 Уявна частина дисперсійної поправки HHμ  по суті є коефіцієнтом 

екстинкції внаслідок ДР і при наявності в кристалі випадково роз-
ташованих дефектів декількох типів α з розподілами за розмірами i 
цей коефіцієнт описується виразом [92, 94]: 

 
α

α

μ = μ = μ0 ds 0 ds 0
( ) ( ) ( )

i

i

k k kHH , (32) 

де = Δθ θ
0 B

sin(2 )k K , 
αμ
ds

i
 – коефіцієнт вбирання внаслідок ДР від 

дефектів типу α з i-м розміром. 
 Аналогічно, показник статичного фактора Дебая—Валлера

exp( )E L= − H  за відсутности кореляцій в розташуванні дефектів 

складається з суми внесків кожної популяції дефектів{ }αi : 

 
α

α

=  i

i

L LH H . (33) 

 Для дефектів типу α коефіцієнт вбирання внаслідок ДР опису-
ється виразом: 

 α α
αμ = 2 2

ds 0 0 0
( ) ( )k c C E m J k , (34) 

 
π

= χ λ 2c

0 r
( )

4

v
m H H , (35) 

де αc  – концентрація дефектів типу α. Одновимірний кутовий роз-
поділ інтенсивности ДР від дефектів типу α у формулі (34) опису-
ється функцією, яка має різний вигляд в областях розсіяння Хуаня 

( α≤
0 m

k k ) і Стокса—Вільсона ( α≥
0 m

k k ): 

 

*

H 0 H-SW 0 H 0 0 m

0

SW 0 0 m

( ) ( ) ( ) при ,
( )

( ) при ,

J k J k J k k k
J k

J k k k

α α α
αα

α
α

 + + ≤=  ≥
, (36) 
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де параметер 
α

α = eff/1 Rkm  – радіюс межі в просторі оберненої ґра-
тниці між областями розсіяння Хуаня і Стокса—Вільсона для дефе-
ктів типу α, а 

α
effR  – ефективний радіюс дефектів типу α. 

 Для дислокаційних петель ефективний радіюс описується виразом: 

 =1

eff L
R R H Eb , (37) 

де LR  – радіюс петель, b – Бюрґерсів вектор петлі. 
 Ефективний радіюс кластерів має вигляд: 

 =2

eff С
R H A E , = Γε π

C C
3 / (2 )A V , 

−Γ = + ν − ν 1(1 )(1 ) 3 , (38) 

де CR , CA  і CV  – радіюс, потужність і об’єм кластера, ε – дефор-
мація на межі кластера, ν  – Пуассонів коефіцієнт. 
 Окремі функції, що описують симетричну компоненту профілю 

інтенсивности ДР у виразах (36), мають вигляд: 

 ( )
2 2

2 2m

H 0 2 3 0 42 2 2 2 2 2

0 m 0

1 1
( ) ln

k
J k b b k b

k k k

α α

α

 + μ
= + + μ − + μ + μ + μ 

, (39) 

 α α
−

α α

 + μ
= − + μ + μ 

2 2 2

m 3 0 4

H SW 0 22 2 2 2

m m

1
( )

2

k b k b
J k b

k k
, (40) 

 α α  + μ
= − + μ + μ 

2 2 2

m 3 0 4

SW 0 22 2 2 2

0 0

1
( )

2

k b k b
J k b

k k
. (41) 

 Антисиметрична компонента інтенсивности ДР в (36) описується 

виразом: 

 ( ) ( )α α
α= Δθ ε + μ − + μ* 2 2 2 2

H 0 1 m 0
sgn( ) sgn( )J k b k k . (42) 

 Константи ib  ( 1,...,4i = ) у виразах (39)—(42) пов’язані з характе-
ристиками дефектів через співвідношення: 

 

α
α

α

= 2

1

4L B
b

c H

H
, α α= + θ2

2 1 2 B

1
cos

2
b B B , (43) 

α
 = θ − θ 
 

2 2

3 2 B B

1
cos sin

2
b B , 

2 2

4 2 B

1
cos cos ,

2
b B α

 = θ − ψ 
 

 

де ψ – кут відхилу дифракційної площини від поверхні кристалу. 
 В свою чергу, коефіцієнти α1B  і α2B  у виразах (43) мають безпо-
середній зв’язок з характеристиками дефектів [92, 94]. 
 Для дислокаційних петель вони описуються наступними вираза-
ми: 



392 В. М. ПИЛИПІВ, Б. К. ОСТАФІЙЧУК, Т. П. ВЛАДІМІРОВА та ін. 

 ( )= π
2

0

11 L с

4

15
B bR v , = β

21 11
B B , 

−β = ν + ν − − ν2 21
(3 6 1)(1 )

4
, (44) 

де b – модуль Бюрґерсового вектора, RL – радіюс петлі. 
 У випадку сферично симетричних кластерів, наприклад, части-
нок нової фази або пор, ці співвідношення мають ще простіший ви-
гляд: 

 =
12

0B , ( )= π 2

22 C с
4B A v , (45) 

де AC – потужність кластера, ε – деформація на межі кластера, RC 

– радіюс кластера. 
 Наведені вище вирази для інтенсивности ДР від мікродефектів є 

придатними також для наближеного опису ДР на флюктуаційних 

полях деформації від точкових дефектів і теплового ДР. Зокрема, 

для точкових дефектів можна скористатись моделем сферично си-
метричних кластерів і виразом (45), у якому слід покладати: 

 =
12

0B , ( )= π 2

22 PD с
4B A v , = ΓΔ π

PD c
(4 )A v , (46) 

де 
3 3

c 0
v a aΔ = −  – зміна об’єму елементарної комірки кристалу 

ґранату внаслідок введення точкових дефектів. При цьому іґнору-
ється інтенсивність розсіяння Ляве, яке зумовлене ріжницею ато-
мових формфакторів точкових дефектів і заміщених ними атомів і 
яким можна знехтувати у близькому околі вузла оберненої ґратни-
ці [91]. 
 Точний опис інтенсивности теплового ДР в кристалах ґранатів, 

які мають складний багатоатомовий базис і для яких аналітичний 

розрахунок коливальних спектрів, що використовуються для роз-
рахунку інтенсивности теплового ДР, є надто складною задачею. В 

той же час можна здійснити приблизний розрахунок цієї інтенсив-
ности, якщо скориставшись наближенням гармонічного кристалу 

[91]. При цьому в області малих імпульсів <<
0

k H  можна врахову-
вати тільки акустичну гілку дисперсійної кривої, що дозволяє оде-
ржати простий аналітичний вираз для інтенсивности ТДР, який 

після інтеґрування по Евальдовій сфері набуває вигляду, аналогіч-
ного описаному вище для сферичних кластерів. При цьому у вирази 

(43) слід підставити наступні значення параметрів α1B  і α2B  (при
α = 3 ) [92, 94]: 

 2

13
/ ( )B SB k T mv= , =

23
0B , (47) 

 ( ) ( )11 22 44
2 4 3

S
v C C C= + + ρ , (48) 

де B
k  – Больцманнова стала, T – температура, т – середньозва-

жене значення маси атома в елементарній комірці, vS – швидкість 
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фононів у кристалі, яка обчислюється через пружні константи CIJ і 
густину кристалу ρ [95] (див. табл. 3). При цьому параметер потуж-
ности кластера AC у виразі (38) для Reff слід обчислювати через зна-
чення B13 (47): 

 = π1/2

С c 13
/ (4 )A v B , (49) 

а в якості концентрації у формулах для інтенсивности ДР (33) і (34) 

слід покладати величину c3 = 1. 

4. УЗАГАЛЬНЕНІ ДИФРАКЦІЙНІ ПАРАМЕТРИ 

Аналітичні результати статистичної динамічної теорії дифракції в 

неідеальних кристалах, які наведено в попередньому розділі, дають 

можливість ввести поняття узагальнених дифракційних парамет-
рів. А саме, у випадку кристалів з однорідно розподіленими дефек-
тами дифракційні параметри χG (G = 0, ±H) у формулі (24) для амп-
літуди відбивної здатности досконалого кристалу слід замінити ві-
дповідно до виразу (25) наступними: 

 −χ = χ + Δχ + χ + 1

0 0 00
( / ) / (1 )b bHH , ± ±χ = χ EH H . (50) 

Важливо підкреслити ту обставину, що компоненти Фур’є χG у фор-
мулах (50), які виражаються через структурні фактори кристалу 

згідно співвідношень (8), при наявності в кристалі точкових дефек-
тів теж слід модифікувати. Відповідні зміни цих параметрів зале-
жать від конкретних конфіґурацій точкових дефектів [91]. 
 У випадку кристалів ґранатів найпоширенішими типами точко-
вих дефектів є антиструктурні дефекти та вакансії [96—103]. Зок-
рема, утворення антиструктурних дефектів у ҐҐҐ, вирощеному зa 

методою Чохральського з розтопу (3Gd2O3 + 5Ga2O3), відбувається 

внаслідок випаровування ґалію, яке викликає зміну стехіометрич-
ного співвідношення 3:5 на користь збільшення частки катіонів ґа-
долінію. З термодинамічної точки зору при цьому є можливим та-
кож утворення вакансій катіонів ґалію Ga3+

 в октаедричних позиці-
ях та аніонів кисню O

2−
. Крім того, у спостереженнях за допомогою 

методи Мессбаверової спектроскопії для ряду ґранатів включно з 

ҐҐҐ було встановлено, що до їх іманентних властивостей можна ві-
днести обмін місцями приблизно 10% катіонів у додекаедричних і 
октаедричних позиціях [98]. Отже, відповідно до цих даних загаль-
ну структурну формулу вирощеного монокристалу ҐҐҐ з точковими 

дефектами можна записати у вигляді [99—101]: 

 { } ( )− − − − + −δ δ  � �Ga O

3 2 3 12
Gd Ga Ga Gd Ga O ,

y x y z x d z
g  2/3z=δ , (51) 
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де фіґурними, квадратними і круглими дужками позначено відпо-
відно додека- {c}, окта- [a] і тетраедричнi (d) позиції катіонів, які 
характеризуються своєю координацією з аніонами кисню (відпові-
дно 8-, 6- і 4-кратною), x і y – концентрації відповідно антиструк-
турних дефектів Gd3+

 в октаедричних позиціях і антиструктурних 

дефектів Gd3+
 в додекаедричних позиціях, значки  позначають 

вакансії, z і δ – концентрації відповідно вакансій катіонів Gd3+
 в 

октаедричних позиціях і вакансій аніонів O
2−
. 

 Компоненти Фур’є χG у формулах (50) виражаються згідно спів-
відношень (8) не тільки через структурні фактори кристалу, але й 

через об’єм елементарної комірки, тобто, параметри кристалічної 
ґратниці. Відповідно до кристалохемічних розрахунків сталу кубіч-
ної ґратниці рідкісноземельних ґранатів, зокрема ҐҐҐ, можна обчис-
лювати згідно з емпіричним аналітичним виразом [99, 101, 104]: 

 = + + + + +
1 2 c 3 a 4 d 5 c a 6 c d

a b b r b r b r b r r b r r  [Å], (52) 

1
7,02954b = , 2

3,31277b = , =
3

2,49398b , 

4
3,34124b = , 5

0,87758b = − , 6
1,38777b = − , 

де rc, ra i rd – середньозважені ефективні йонні радіюси катіонів (в 

Å), які займають відповідно {c}, [a] i (d) позиції в кристалічній стру-
ктурі ґранату (якщо gij – частка йонів сорту j з радіюсом rj в крис-

талографічній позиції i, то i ij jj
r g r=  ; радіюси катіонів див. у 

табл. 4; див. також [105, 106]). 
 Розрахункові залежності сталої ґратниці і Бреґґового кута для 

рефлексу ҐҐҐ (444), випромінення CuKα1, від концентрації точко-
вих дефектів показано відповідно на рис. 2, а, б. Оскільки ці конце-
нтрації, як правило, малі, то сталу ґратниці можна приблизно 

представити в лінеаризованому відносно концентрацій вигляді: 

 = Φ
0

( , , ) ( , , )aa x y z a x y z , Φ = + + +( , , ) 1a a a ax y z a x b y c z , (53) 

θθ = θ Φ0

B B
( , , ) ( , , )x y z x y z , θ θ θ θΦ = + + +( , , ) 1x y z a x b y c z , 

де константи aa, ba, ca і aθ, bθ, cθ знаходяться шляхом апроксимуван-
ня чисельно розрахованих залежностей a(x, y, z) і θB(x, y, z) з вико-

ТАБЛИЦЯ 4. Ефективні йонні радіюси катіонів у кристалі Gd3Ga5O12 (в 

дужках указано координаційне число за киснем). 

Катіон Радіюс, Å 

Gd3+
 0,938 (6); 1,053 (8) 

Ga3+
 0,47 (4); 0,620 (6) 
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жуть бути зареєстровані при вимірюваннях на високороздільчому 

ДКД, що дозволить одержати самоузгоджені кількісні оцінки кон-
центрацій точкових дефектів. 
 При створенні самоузгодженого дифракційного моделю для неі-
деальних кристалів необхідно приймати до уваги зміну сталої ґрат-
ниці і, відповідно до формул (8)—(12), дифракційних параметрів χG 

за рахунок не тільки точкових, але також і мікродефектів. Для 

дислокаційних петель і сферичних кластерів зміна сталої ґратниці 
в кубічних кристалах Δa/a0 та відповідна їм зміна об’єму елемента-
рної комірки Δ ≈ Δ

c c 0
/ 3 /v v a a  (тобто додаткова об’ємна деформа-

ція εL або εC) описується виразами [91]: 

 ε = π 2

L L L
sgn( )b R nb , (55) 

 ε = Γε 3

C C С
3 R n , (56) 

де =
L L c

/n c v  i =
C C c

/n c v  – густина відповідно дислокаційних пе-
тель і кластерів у кристалі. 
 Очевидно, що за рахунок мікродефектів відбудеться також дода-
ткова модифікація дифракційних параметрів (50) через статичний 

фактор Дебая—Валлера = −exp( )E LH  і дисперсійні поправки ΔχHH і 
Δχ00, які враховують додаткове вбирання внаслідок ДР від дефектів. 
 Для дислокаційних петель показник статичного фактора Дебая—
Валлера описується відомим виразом [91]: 

 ≅
3

3/2L

L

с

1
( )

2

R
L c Hb

v
H . (57) 

У випадку сферичних кластерів 

 

2 2

C 0

3/2 2

C 0

/ 2,  10,

,  10,

c n
L

c n

 η η <<≅  η η >>
H  (58) 

де 
3

0 C c
4 3n R v= π  – кількість елементарних комірок, які заміща-

ються об’ємом кластера, η = α π1/3

0 0 0
/ (2 )n Ha , 

2 1/3

0 0
(6 / ) / 3a = Γε π ν , 

ε – об’ємна деформація, що створюється кластером, ν0 – кількість 

атомів в елементарній комірці. Апроксимаційну формулу (58) мо-
жна представити також у більш уніфікованому вигляді, який до-

зволяє описувати залежність LH від η майже неперервним чином: 

 

− η − ≤ ≤≅  η ≥

(4 )/2

C 0

3/2

C 0

/ (2 ), 0 1,

, 1,

pc n p p
L

c n p
H  (59) 

де p = η2/100. Формули (58) і (59) можна використовувати для приб-
лизного розрахунку LH у випадку точкових дефектів, якщо відпові-



 РЕНТҐЕНОВА ДИНАМІЧНА ДИФРАКТОМЕТРІЯ СТРУКТУРИ ҐРАНАТІВ 399 

дно зі структурною формулою (51) покладати cC = 1, а також η0 = 160 

і ε = Δ
c c
/v v . 

 Дисперсійні поправки ΔχHH і Δχ00 у виразах (50) для узагальнених 

дифракційних параметрів, які враховують додаткове вбирання 

внаслідок ДР як від точкових, так і мікродефектів, обчислюються 

через коефіцієнт вбирання внаслідок ДР від дефектів згідно формул 

(32) і (34)—(44). 
 Слід зауважити, що для кристалів з дефектами слід перепозна-
чити такі характерні параметри, як глибина екстинкції та глибина 

вбирання. Відповідно з формулами (50) вони будуть мати вигляд: 

 Λ = Λ
B B

/ E , ta = 1/(μ0 + μds), (60) 

тобто наявність дефектів буде призводити до збільшення глибини 

екстинкції і зменшення глибини вбирання. 

5. ЕКСПЕРИМЕНТ 

Зразок ҐҐҐ Gd3Ga5O12 було одержано зі зливка, вирощеного за мето-
дою Чохральського, з віссю росту [111]. Післяростове оброблення 

включало механічне шліфування, механічне, хеміко-механічне та 

хемічне полірування; поверхня відповідала 14 класу чистоти. Ви-
рощування виконувалось на спеціальному обладнанні НВП «Ка-
рат» (м. Львів) – п’ятизонній печі для рідинно-фазової епітаксії 
Garnet-3. Температура тиґля під час росту підкладок контролюва-
лась з точністю, не гіршою 0,1°. 
 У рентґенодифракційних дослідженнях використовувалось ха-
рактеристичне випромінення CuKα1 Рентґенової трубки типу БСВ-
29, яка мала потужність 0,625 кВт (25 кВ×25 мА). Для високорозді-
льчих вимірювань КДВ досліджуваних зразків у симетричній гео-
метрії дифракції за Бреґґом було застосовано рентґенооптичну схе-
му ДКД, яка зображена на рис. 5. 
 Такого роду схеми з двома (пласкими або щілинними) монохро-
маторами у взаємно дисперсійному розташуванні застосовуються 

для створення перед досліджуваним кристалом пласкої монохрома-
тичної хвилі і дозволяють вимірювати відповідну «майже власну» 

КДВ цього кристалу [16]. 
 При статистичному обробленні виміряних КДВ для кількісної 
характеризації дефектної структури кристалу необхідно врахову-
вати вплив інструментальних факторів ДКД. Їх дію можна звести 

до виконання однократного згортання [94]: 

 
−

Δθ = + Δθ
m

m

( ) d ( ) ( )

x

x

P uV u R u , (61) 
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лексів 444 і 888 кристалу ҐҐҐ зображено на рис. 6. Слід звернути 

увагу на практично повне пригнічення π-компоненти завдяки виб-
раному для монохроматора рефлексу (333), для якого поляризацій-
ний множник cos(2θB) ≈ 0. 

6. АНАЛІЗА РЕЗУЛЬТАТІВ ВИМІРЮВАНЬ 

При статистичному обробленні виміряних КДВ-методою най-
менших квадратів в якості параметрів надійности підгонки вико-
ристовувались звичайний (R) і зважений (Rw) фактори: 

 = − calc meas meas

j j j

j j

R R R R , (63) 

 ( )− −
= − 

calc meas

1

w meas

j j

j j

R R
R N p

R
, (64) 

де 1,  j N= , N – кількість виміряних точок КДВ, 
calc

jR і 
meas

jR  – від-
повідно розраховане і виміряне значення КДВ в точці Δθj, р – кіль-
кість підганяльних параметрів. Перший з цих R-факторів відобра-
жає якість підгонки в центральній частині КДВ, а другий дає рів-
номірну оцінку якости підгонки в усьому діяпазоні виміряної КДВ. 

Теоретичні значення 
calc

jR  знаходились з врахуванням згортання 

коефіцієнта відбивання досліджуваного зразка з інструментальною 

функцією ДКД [94]. 
 Однією з найважливіших проблем при Рентґеновій дифракційній 

діягностиці дефектної структури кристалів є вибір адекватного мо-
делю цієї структури. Хоча монокристали ґранатів у цілому мають 

майже досконалу кристалічну структуру, тим не менше в них прису-
тні різноманітні точкові дефекти і ростові мікродефекти [21, 53, 60, 
103, 107—110]. В той час, як інформація про точкові дефекти в моно-
кристалах ґранатів, яку одержано за допомогою різних фізичних і 
хемічних метод, є досить повною, відомості про характер мікродефе-
ктів значно бідніші. Методами оптичної та електронної спектроско-
пії встановлено, що після вирощування в кристалах ґранатів зали-
шаються ростові дефекти у вигляді включень, пор і дислокаційних 

петель. Цю якісну інформацію можна істотно доповнити кількісною 

діягностикою мікродефектів за допомогою методи високороздільчої 
Рентґенової дифрактометрії, яка дозволяє шляхом аналізи виміря-
них КДВ визначати такі статистичні характеристики мікродефектів, 
як їх середні розміри та концентрації. 
 Першим кроком при обробленні виміряних КДВ, які істотно від-
різняються від теоретичних КДВ для досконалого кристалу навіть 

попри коректне врахування теплового фактора Дебая—Валлера 

(див. рис. 1), було виконання аналізи безпосередніх внесків тепло-
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вого ДР і ДР від точкових дефектів. При цьому у випадку теплового 

ДР використовувались відомі з акустичних вимірювань пружні 
константи ҐҐҐ [110] (див. табл. 3), а у випадку ДР від точкових де-
фектів – експериментально визначені типові концентрації точко-
вих дефектів, які в монокристалах ҐҐҐ складають приблизно 

x ≈ 0,2, y ≈ 0,3 і z ≈ 0,1 (концентрації відповідно антиструктурних 

дефектів Gd3+
 в октаедричних позиціях, антиструктурних дефектів 

Gd3+
 в додекаедричних позиціях і вакансій катіонів Gd3+

 в октаед-
ричних позиціях). Як видно з рис. 1, внесок теплового ДР, так само, 

як і сумарний внесок ДР від точкових дефектів для рефлексу (444) 

навіть на хвостах КДВ приблизно на два порядки величини менший 

від експериментальної КДВ, і ними обома можна знехтувати. В той 

же час для рефлексу (888) ці внески приблизно на порядок менші 
від величини КДВ на хвостах, і для уникнення систематичних по-
хибок при аналізі КДВ їх слід враховувати. 
 Разом з тим слід відмітити, що в цілому ані внесок теплового ДР, 

ані внески ДР від точкових дефектів не забезпечують кількісного 

опису експериментальних КДВ у більшій частині виміряних куто-
вих діяпазонів для обох рефлексів. Це вказує на присутність у кри-
сталі, крім точкових дефектів, також і хаотично розподілених мік-
родефектів (кластерів, включень частинок нової фази або дислока-
ційних петель). 
 Тому наступним кроком була спроба опису виміряних КДВ у 

припущенні, що в кристалі є також мікродефекти хоча б одного ти-
пу, а саме, дислокаційні петлі [107, 108]. Ця спроба не принесла 

очікуваного результату, оскільки виявилось, що при виборі належ-
ного радіюса петель, який забезпечує правильний опис швидкости 

спадання хвостів КДВ, внаслідок існування сильних деформацій-
них полів від дислокаційних петель збільшення їх концентрації 
при високих індексах рефлексів призводить до такого значного рос-
ту показника статичного фактора Дебая—Валлера (до критичних 

значень LH ≅ 1), що він гальмує подальше зростання інтенсивности 

ДР від петель (див. рис. 7). Унаслідок цього не вдається досягти 

значень R-факторів, які були б помітно кращими від тих, що були 

одержані для кристалу без дефектів (рис. 1). 
 З огляду на цю причину було зроблено припущення про наявність 

у кристалі ще одного типу мікродефектів, а саме сферичних класте-
рів (включень частинок іншої фази). Статистичне оброблення експе-
риментальних КДВ з врахуванням одночасної наявности в кристалі 
дислокаційних петель і кластерів виявилось значно успішнішим 

(див. рис. 8) і завдяки правильному опису поведінки КДВ в усьому 

кутовому інтервалі вимірювань дозволило суттєво покращити зна-
чення обох R-факторів, довівши їх до прийнятних значень (R = 17%, 
Rw = 23% для рефлексу (444) і R = 21%, Rw = 24% для рефлексу (888)). 
При цьому слід звернути увагу на повну узгодженість між значення-
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ченню в дефектний модель опису впливу одновимірного плавного 

поля деформації в приповерхневому шарі кристалу, яке створюєть-
ся «силами дзеркального зображення» від точкових дефектів і мік-
родефектів [91]. 
 В остаточному підсумку слід відзначити добру якість підгонки 

для кожної з виміряних КДВ як в їх центральних частинах, так і на 

хвостах. Вона досягається в першу чергу завдяки використанню 

статистичної динамічної теорії розсіяння Рентґенових променів у 

монокристалах з однорідно розподіленими мікродефектами, яка 

дає самоузгоджений опис інтенсивности когерентного і дифузного 

розсіяння в таких кристалах. 

7. РЕЗЮМЕ І ВИСНОВКИ 

Створено теоретичну базу сучасної кристалографії реальних моно-
кристалів зі складним базисом, яка враховує наявність у них різ-
них структурних дефектів і дозволяє в рамках статистичної дина-
мічної теорії дифракції в неідеальних кристалах самоузгодженим 

чином описувати когерентну і дифузну складові дифракційних ка-
ртин від таких кристалів. 
 Розраховано комплексні структурні фактори і Фур’є-компоненти 

поляризовности досконалого кристалу ґадоліній-ґалійового ґрана-
ту Gd3Ga5O12 для набору рефлексів і двох характеристичних довжин 

хвиль Рентґенового випромінення. Досліджено залежності цих ди-
фракційних параметрів і когерентних компонент КДВ від концент-
рацій антиструктурних дефектів і вакансій. 
 Шляхом аналізи виміряних КДВ для двох рефлексів з викорис-
танням формул статистичної динамічної теорії дифракції в неідеа-
льних кристалах встановлено кількісні характеристики дефектної 
структури в досліджуваному монокристалі ҐҐҐ. 
 На підставі одержаних результатів можна стверджувати про 

створення нової методи діягностики дефектної структури реальних 

монокристалів зі складним базисом. Ця метода дозволить, зокрема, 

виконувати коректну кількісну діягностику деформацій і дефектів 

в імплантованих шарах ґранатових плівок, що використовуються в 

магнетних і магнетооптичних приладах. 

 Роботу виконано за фінансової підтримки НАН України (догово-
ри № 3.6.3.13-6/10—Д, № 3.6.3.13-7/11—Д) та Державного аґентст-
ва з питань науки, інновацій та інформатизації України (договір № 

М/217-2011). 
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