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We classify the symmetry properties of the (1+2)-dimensional reaction – convection – diffusion equation
depending on the values of the nonlinearities in this equation.We use the Lie symmetry for the construction
of invariant ansatzs, reduction, and finding exact solutions of this equation.

Прокласифiковано симетрiйнi властивостi (1 + 2)-вимiрного рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї
залежно вiд значень нелiнiйностей, якi входять у це рiвняння. Лiївську симетрiю використано для
побудови iнварiантних анзацiв, редукцiї та знаходження точних розв’язкiв даного рiвняння.

Вступ. Дослiдження рiвнянь дифузiї та рiзних їхнiх модифiкацiй iз додатковими члена-
ми, що вiдповiдають реакцiї або конвекцiї, є актуальною задачею математичної фiзики,
оскiльки цi рiвняння часто використовують як математичнi моделi рiзноманiтних проце-
сiв у природi та суспiльствi. Моделi дифузiї часто формулюються в термiнах нелiнiйних
диференцiальних рiвнянь, якi, як правило, не є iнтегровними та не можуть бути лiнеаризо-
ваними, тому симетрiйнi методи, завдяки своїй унiверсальностi, є важливими для їхнього
дослiдження.

Однiєю з основних задач класичного групового аналiзу диференцiальних рiвнянь є
задача знаходження найширшої (максимальної) групи симетрiї, яку допускає диферен-
цiальне рiвняння, i не менш важливою є задача групової класифiкацiї диференцiальних
рiвнянь, започаткована С. Лi. У своїх роботах вiн здiйснив групову класифiкацiю лiнiйних
(1 + 1)-вимiрних рiвнянь другого порядку параболiчного типу [1]. Сучасну постановку
задачi групової класифiкацiї здiйснив Л. В. Овсяннiков, який у роботi [2] вперше провiв
повну групову класифiкацiю нелiнiйного (1 + 1)-вимiрного рiвняння дифузiї

ut = ∂x(D(u)ux). (1)

Уподальшихдослiдженнях симетрiйних властивостей об’єктомрозгляду стали узагальнен-
ня рiвняння (1). Так, зокрема, класифiкацiю рiвняння

ut + uxx = ∂x(k(u)ux)

проводив у своїх дослiдженнях В. Л. Катков [3].
У роботi [4] В. А. Тичинiн дослiдив симетрiю та знайшов точнi розв’язки рiвняння

ut = h(u)uxx.

Повну групову класифiкацiю рiвняння теплопровiдностi з джерелом (стоком), яке ви-
користовується для моделювання бiологiчних i фiзико-хiмiчних процесiв

ut = ∂x(D(u)ux) + g(u),
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та його узагальнень на двовимiрний i тривимiрний випадки провели В. А. Дороднiцин,
I. В. Князєва, С. Р. Свирщевський у роботах [5, 6]. Зауважимо, що це було зроблено
значно пiзнiше роботи Л. В. Овсяннiковa, оскiльки пов’язано зi складнiстю реалiзацiї
алгоритму Лi для розв’язання таких задач у випадку, коли рiвняння мiстить двi та бiльше
довiльнi функцiї. Продовжили роботу в цьому напрямку А. Орон, Ф. Розено [7], C. М.Юнг,
К. Вербург, П. Бавеє [8] та М. П. Едвардс [9], якi дослiджували симетрiйнi властивостi
рiвнянь дифузiї – конвекцiї

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux.

Вагомий внесок у цьому напрямку зробили I. Ш. Ахатов, Р. К. Газiзов i Н. Х. Iбрагiмов.
У роботi [10] вони прокласифiкували симетрiйнi властивостi рiвняння

ut = G(ux)uxx.

Р. О. Попович i Н. М. Iванова в роботi [11] провели повну групову класифiкацiю та
дослiдили перетворення еквiвалентностi рiвнянь вигляду

f(x)ut = (g(x)a(u)ux)x + b(u)ux.

А. М. Самойленко та В. I. Лагно [12, 13], В. I. Лагно, С. В. Спiчак i В. I. Стогнiй [14],
Р. З. Жданов [15, 16], а також П. Басараб-Горват [15] у зазначених роботах провели повну
групову класифiкацiю найбiльш загальних квазiлiнiйних рiвнянь еволюцiйного типу

ut = F (t, x, u, ux)uxx +G(t, x, u, ux).

С. В. Спiчак i В. I. Стогнiй [17, 18] одержали максимальнi групи перетворень i по-
будували деякi класи точних розв’язкiв для одновимiрного рiвняння Фокера –Планка з
довiльними достатньо гладкими функцiями A(t, x), B(t, x) :

∂u

∂t
= − ∂

∂x
[A(t, x)u] +

1

2

∂2

∂x2
[B(t, x)u]. (2)

У роботах [19 – 22] з точнiстю до перетворень еквiвалентностi проведено вичерпний
аналiз симетрiй Лi нелiнiйного рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї

ut = ∂x(D(u)ux) + f(u)ux + g(u)

у випадку однiєї просторової змiнної. Деякi класи точних розв’язкiв цього рiвняння побу-
довано в роботах А. Ф. Баранника, Т. А. Баранника, I. I. Юрика [23, 24].

Таким чином, протягом останнiх рокiв багато уваги придiлялося дослiдженню класич-
них симетрiй рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї, оскiльки рiвняння цього класу займа-
ють вагоме мiсце серед рiвнянь математичної фiзики.

Розглянемо (1 + 2)-вимiрне рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї

u0 = ∂a(f
0(u)ua) + fa(u)ua + h(u), (3)

де u = u(x0, x1, x2), x0 —часова змiнна, x1, x2 —просторовi змiннi, f0(u), fa(u), h(u) —
довiльнi гладкi функцiї, коефiцiєнти дифузiї, конвекцiї та реакцiї вiдповiдно, iндекс бi-
ля функцiї внизу означає диференцiювання за вiдповiдною змiнною; пiд iндексами, якi
повторюються, потрiбно розумiти пiдсумовування, a ∈ {1, 2}.
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Рiвняння (3) використовується для опису рiзних фiзичних процесiв, зокрема процесiв
теплопровiдностi, дифузiї та конвекцiї (див., наприклад, [25 – 28]). Воно застосовується
для моделювання руху частинок, енергiї або iнших фiзичних величин у певнiй фiзичнiй си-
стемi. Так, модифiкацiї рiвняння (3) використовуються для моделювання переносу енергiї
в плазмi [29, 30], розподiлу розчинiв у ґрунтi, руху рiдин у пористому середовищi, про-
цесiв хемотаксису та iнших фiзичних i бiохiмiчних процесiв. При конкретних значеннях
нелiнiйностей f0(u), fa(u), h(u) рiвняння (3) використовується для опису переносу кис-
ню в кровоноснiй системi, моделювання росту тромбу в пристiнковому потоцi. Одним iз
застосувань даного рiвняння також є дослiдження процесiв розповсюдження речовини,
яка забруднює водойми [25]. Гiдродинамiчна нестiйкiсть, що виникає поблизу поверхнi
розподiлу двох рiдин, якi не змiшуються, i описується рiвнянням (3), зустрiчається в таких
галузях, як нафтопереробка, процеси горiння, сепарацiя руд i т. п. Рiвняння (3) має широке
застосування також у бiологiї [31, 32], хiмiї [33, 34] та iнших галузях науки [35 – 42].

Поставимо задачу прокласифiкувати симетрiйнi властивостi рiвняння (3) залежно вiд
значень нелiнiйностей, якi входять в це рiвняння, та застосувати знайденi симетрiї для
побудови точних розв’язкiв даного рiвняння.

2. 1. Система визначальних рiвнянь. Основна алгебра iнварiантностi.
Означення. Основною алгеброю iнварiантностi рiвняння (3) назвемо алгебру, вiдносно якої

дане рiвняння iнварiантне при довiльних виглядах нелiнiйностей f0, fa, h.

Справедливе таке твердження.
Теорема 1. Основною алгеброю iнварiантностi рiвняння (3) є алгебра

Abas =

〈

∂0 =
∂

∂x0
, ∂1 =

∂

∂x1
, ∂2 =

∂

∂x2

〉

. (4)

Доведення. Iнфiнiтезимальний оператор алгебри iнварiантностi рiвняння (3) будемо
знаходити у виглядi

X = ξµ(x, u)∂µ + η(x, u)∂u, (5)

де x = (x0, x1, x2), µ = 0, 2, ξµ, η —шуканi функцiї.
Застосувавши до рiвняння (3) алгоритм С. Лi (див., наприклад, [43, 44]) одержимо

систему визначальних рiвнянь вiдносно нелiнiйностей f0, fa, h та координат ξµ, η опе-
ратора (5):

ξµu = ξ0a = ηuu = 0, (6)

ξ11 = ξ22 , ξ21 + ξ12 = 0, (7)

ηḟ0 = (2ξ11 − ξ00)f
0, (8)

ηḟa = [(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab]f
b − 2aaf

0 − 2(aau+ ba)ḟ
0 − ξa0 , (9)

ηḣ = (a− ξ00)h− (△au+△b)f0 − (aau+ ba)f
a + a0u+ b0, (10)

де (δab) =

(

1 0
0 1

)

— символ Кронекера, (ǫab) =

(

0 −1
1 0

)

— антисиметричний тензор;

якщо функцiя залежить лише вiд однiєї змiнної, то крапка над нею означає диференцiю-
вання за даною змiнною.
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Для того щоб знайти основну алгебру iнварiантностi рiвняння (3), припускаємо, що
f0, fa, h — довiльнi гладкi функцiї. Це дає можливiсть “розчепити” систему (8) – (10)
за цими функцiями та їхнiми похiдними. У результатi розчеплення одержимо систему
визначальних рiвнянь вiдносно функцiй ξµ i η :

ξ
µ
ν = ξ

µ
u = 0, η = 0. (11)

Загальним розв’язком системи (11) є функцiї

ξµ = cµ, η = 0, (12)

де cµ — довiльнi сталi. Оператор (5) з функцiями (12) породжує алгебру (4).
Теорему 1 доведено.
3. Перетворення еквiвалентностi рiвняння (3). Оскiльки рiвняння (3) мiстить довiльнi

функцiї f0, fa, h, воно описує деякий клас рiвнянь. При дослiдженнi симетрiйних власти-
востей певного класу рiвнянь важливе значення має розгляд перетворень еквiвалентностi
даного класу. За допомогою перетворень еквiвалентностi клас диференцiальних рiвнянь
можна подiлити на нееквiвалентнi пiдкласи, видiливши при цьому в кожному з пiдкла-
сiв канонiчнi рiвняння. Достатньо дослiдити тiльки канонiчнi представники з кожного
пiдкласу, щоб зробити висновок про симетрiйнi властивостi всiх рiвнянь даного класу.

Знайдемо перетворення еквiвалентностi рiвняння (3), якi будемо використовувати при
проведеннi повної групової класифiкацiї цього рiвняння.

Теорема 2. Максимальною групою неперервних перетворень еквiвалентностi рiвняння (3)

є група перетворень, суперпозицiя яких має вигляд

x′0 = eθ0x0 +m0,

x′a = eθ1(δab cos θ2 + ǫab sin θ2)xb + qax0 +ma,

u′ = eθu+m,

f0
′

= e2θ1−θ0f0,

fa
′

= e−θ0
[

eθ1(δab cos θ2 + ǫab sin θ2)f
b − qa

]

,

h′ = eθ−θ0h,

(13)

де qa, θ0, θa, θ, m0, ma, m — довiльнi груповi параметри.

Теорема 2 доводиться за допомогою методу, запропонованого в роботах [14, 45].
Окрiм неперервних, клас рiвнянь (3) має ще й додатковi перетворення еквiвалентностi.

Поставимо задачу знайти всi можливi невиродженi локальнi перетворення вигляду

y0 = a(x, u), ya = ba(x, u), w = c(x, u), (14)

якi зводять довiльне рiвняння класу (3) до рiвняння того ж класу:

△w = F 0(w)w0 + F a(w)wa +H(w), (15)

де x = (x0, x1, x2), u = u(x), w = w(y0, y1, y2), F
0 = F 0(w), F a = F a(w), H = H(w) —

довiльнi гладкi функцiї.
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Теорема 3. Будь-яке рiвняння (3) зводиться до рiвняння (15) за допомогою невиродженої

локальної пiдстановки (14) тодi i тiльки тодi, коли пiдстановка має вигляд

y0 = a(x0), ya = ba(x), v = α(x)u+ β(x), (16)

причому функцiї a, ba, α, β, f0, fa, h, F 0, F a, H задовольняють умови

ȧα(b11b
2
2 − b12b

2
1) 6= 0, (17)

b1ab
2
a = 0, (18)

b1ab
1
a = b2ab

2
a, (19)

b1ab
1
af

0(u) = ȧF 0(v), (20)

− 2

α
bab (αbu+ βb)ḟ0(u)−

2

α
αbb

a
bf

0(u)− ba0 + babf
b(u)+ = ȧF b(v), (21)

α0u+ β0 −
[

2

α
αa(αau+ βa)− (△αu+△β)

]

f0(u)+

+
1

α
(αau+ βa)(αau+ βa)f

0(u)− (αau+ βa)f
a(u) + αh(u) = ȧH(v). (22)

Доведення теореми 3 проводиться безпосередньою пiдстановкою (14) у рiвняння (3) та
порiвнянням отриманого рiвняння з рiвнянням (15).

4. Необхiднi умови розширення основної алгебри iнварiантностi рiвняння (3). Зауважи-
мо, що у випадку fa = 0 (вiдсутнiсть конвективних доданкiв) результати класифiкацiї
рiвняння (3) наведено в роботах [2, 5]. Тому надалi ми будемо вважати, що |f1|+ |f2| 6= 0.

Встановимо необхiднi умови розширення основної алгебри iнварiантностi (1 + 2)-
вимiрного рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї (3). Тобто, вкажемо вигляд нелiнiйностей
f0, fa, h, при яких рiвняння (3) може бути iнварiантне вiдносно алгебри, ширшої, нiж
алгебра (4).

Теорема 4. Для того щоб рiвняння (3) допускало розширення основної алгебри iнварiант-

ностi (4), необхiдно, щоб нелiнiйностi f0, fa, h, з точнiстю до перетворень еквiвалентностi

(13) та (16) – (22), мали вигляд, наведений у табл. 1.

У табл. 1 Kab(u) = δab cos pu + εab sin pu, λa, λ3, λ4, λ5, k, m, p — довiльнi сталi,
~λ2 6= 0, s ∈ {0, 1}.

Доведення. Визначальну систему (8) – (10) будемо розв’язувати за допомогою методу
введення структурних сталих [46, 47]. У даному випадку структурнi зв’язки мають вигляд

a = k1ϕ, b = k2ϕ, 2ξ11 − ξ00 = kϕ, ξ11 − ξ00 = mϕ, ξ21 = pϕ,

aa = αaϕ, ba = βaϕ, ξa0 = γaϕ, a− ξ00 = (2m+ k1 − k)ϕ,

△a = r1ϕ, △b = q1ϕ, a0 = r2ϕ, b0 = q2ϕ,

(23)

де k, m, p, ka, qa, ra, αa, βa, γa —довiльнi сталi, якi назвемо структурними константами,
ϕ = ϕ(x) — довiльна гладка функцiя.
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Табл. 1. Вигляд нелiнiйностей, при яких можливе розширення основної алгебри
iнварiантностi рiвняння (3)

№ п/п f0 fa h Умови

1 esu λbe
muKab(u) λ3e

(2m−s)u (m, p) 6= (0, 0), m 6= s

2 eu λau λ3e
−u

3 eu λbe
uKab(u) λ3e

u

4 uk λbu
mKab(lnu) λ3u

2m−k+1 m 6= k, (m, p) 6= (0, 0)

5 uk λa lnu λ3u
−k+1 k 6= 0

6 uk λbu
kKab(lnu) λ3u

k+1 k 6= 0

7 1 λau λ3u+ λ4

8 1 λa lnu u(λ3 ln
2 u+ λ4 lnu+ λ5)

Пiдставивши умови (23) в систему (8) – (10), завдяки довiльностi функцiї ϕ(x) одер-
жимо

(k1u+ k2)ḟ0 = kf0,

(k1u+ k2)ḟa = (mδab + pεab)f
b − 2αaf

0 − 2(αau+ βa)ḟ
0 − γa,

(k1u+ k2)ḣ = (2m− k + k1)h− (r1u+ q1)f
0 − (αau+ βa)f

a + r2u+ q2.

(24)

Система (24) називається структурною для функцiй f0, fa, h.
Для спрощення структурної системи (24) застосуємо перетворення еквiвалентностi ви-

гляду

x′0 = x0, x′a = xa + θax0, u′ = u, f0
′

= f0, fa
′

= fa − θa, h′ = h. (25)

Переписуючи систему (24) в штрихованих змiнних та пiдставляючи в неї формули (25),
одержуємо

(k1u+ k2)ḟ0 = kf0,

(k1u+ k2)ḟa = (mδab + pεab)f
b − 2αaf

0 − 2(αau+ βa)ḟ
0 − Γa,

(k1u+ k2)ḣ = (2m− k + k1)h− (r1u+ q1)f
0 − (αau+ βa)f

a +R2u+Q2,

де

Γa =
[

mδab + pεab
]

θb + γa,

R2 = θaαa + r2, Q2 = θaβa + q2.

Якщо
m2 + p2 6= 0, (26)
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то параметри θa можна пiдiбрати так, щоб Γa = 0. Тому у випадку (26) з точнiстю до
перетворень (25) можна вважати γa = 0.

Розв’язок системи (24) залежить вiд значень сталих k1, k2, k. Мають мiсце п’ять
нееквiвалентних випадкiв:

1) k1 = 0, k2 = 0, k = 0;

2) k1 = 0, k2 6= 0, k 6= 0;

3) k1 6= 0, k2 = 0, k 6= 0;

4) k1 = 0, k2 6= 0, k = 0;

5) k1 6= 0, k2 = 0, k = 0.

Доведення проведемо на прикладi випадку 2.
Нехай k1 = 0, k2 6= 0, k 6= 0 (не зменшуючи загальностi, можна вважати k2 = 1).

З умови (23) одержуємо, що a = 0, b = ϕ, що, в свою чергу, накладає умови

αa = ra = 0

та
b = 2ξ11 − ξ00 , mb = ξ11 − ξ00 , pb = ξ21 , γab = ξa0 . (27)

З рiвнянь (27) маємо

(2m− 1)ξ11 = (m− 1)ξ00 . (28)

Взявши диференцiальнi наслiдки рiвняння (28) за змiнними x1 та x2 та використавши
(7), отримаємо

m(2m− 1)ba = 0. (29)

Продиференцiювавши останнє рiвняння (27) за змiнними xa та використавши рiв-
нiсть (29), одержимо

m(m− 1)(2m− 1)b0 = 0. (30)

З умов (29) та (30) випливають такi нееквiвалентнi випадки: а) m 6= 0,
1

2
, 1 ; б) m = 0 ;

в) m =
1

2
; г) m = 1. Розглянемо кожен iз них окремо.

а) m 6= 0,
1

2
, 1.

З умов (29) та (30) маємо b — const. Тодi βa = qa = 0. У даному випадку виконується
умова (26), з якої випливає, що γa = 0.

Таким чином, система (24) має вигляд

ḟ0 = f0, ḟa = (mδab + pεab)f
b, ḣ = (2m− 1)h. (31)

Загальним розв’язком системи (31) є функцiї

f0 = λ0e
u, fa = λbe

mu(δab cos pu+ εab sin pu), h = λ3e
(2m−1)u, (32)

де λ0, λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (13) можна
вважати λ0 = 1.

Отже, ми одержали випадок 1 з табл. 1 при s = 1.

б) m = 0.
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З умов (23) маємо βa = qa = 0. Тодi система (24) має вигляд

ḟ0 = f0, ḟa = pεabf
b − γa, ḣ = (2m− 1)h. (33)

Розв’язок системи (33) залежить вiд сталої p.
б1) p 6= 0 (з умови (26) γa = 0).
Загальним розв’язком системи (33) є функцiї

f0 = λ0e
ku, fa = λbKab(u), h = λ3e

−u,

де λ0, λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi. З точнiстю до перетворень еквiвалентностi (13) можна
вважати λ0 = 1, що доповнює формули (32) при m = 0.

б2) p = 0.

Загальним розв’язком системи (33) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (13)
будуть нелiнiйностi

f0 = eu, fa = λau, h = λ3e
−u,

де λ1, λ2, λ3 — довiльнi сталi. Тобто справедливий випадок 2 iз табл. 1.

в) m =
1

2
.

Аналогiчно до випадку б1) отримуємо

f0 = eu, fa = λbe
1
2
u(δab cos pu+ εab sin pu), h = λ3,

що доповнює формули (32) при m =
1

2
.

г) m = 1 (з умови (26) γa = 0).
Тодi система (24) має вигляд

ḟ0 = f0, ḟa = (δab + pεab)f
b, ḣ = h+ q2. (34)

Загальним розв’язком системи (34) з точнiстю до перетворень еквiвалентностi (13) та
(16) – (22) будуть функцiї

f0 = eku, fa = λbe
uKab(u), h = λ3e

u,

де λ1, λ2, λ3, λ4 — довiльнi сталi. Отже, маємо випадок 3 з табл. 1.
Випадок 1 з табл. 1 при s = 0 отримується у випадку 4) k1 = 0, k2 6= 0, k = 0.

Iншi випадки з табл. 1 доводяться аналогiчно.
Теорему 4 доведено.
5. Достатнi умови розширення основної алгебри iнварiантностi.
Теорема 5. Для того щоб максимальнi алгебри iнварiантностi рiвняння (3) були ширшими

порiвняно з алгеброю (4), необхiдно i достатньо, щоб рiвняння (3) мало один iз нееквiвалент-

них вiдносно перетворень (13) та (16) – (22) виглядiв, записаних у другiй колонцi табл. 2.

При цьому вiдповiднi максимальнi алгебри iнварiантностi наведено в третiй колонцi даної

таблицi.
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Табл. 2. Групова класифiкацiя локально нееквiвалентних рiвнянь (3)

№ Рiвняння МАI Умови

1 u0 = ∂a(e
suua)+

〈

∂0, ∂a, m 6= s

+λbe
muKab(u)ua + re(2m−s)u (m− s)D +D0 − pJ12

〉

(m, p) 6= (0, 0)

2 u0 = ∂a(e
uua) + λauua + re−u

〈

∂0, ∂a,

D −D0 − x0λa∂a
〉

3 u0 = ∂a(e
uua) + λbe

uKab(u)ua + reu
〈

∂0, ∂a,D0 − pJ12
〉

s = 1

4 u0 = ∂a(u
kua) + λbu

mKab(lnu)ua+
〈

∂0, ∂a, (m− k)D+ m 6= k,

+ru2m−k+1 +D0 − pJ12
〉

(m, p) 6= (0, 0)

5 u0 = ∂a(u
kua) + lnuλaua + ru−k+1

〈

∂0, ∂a, k 6= 0

kD −D0 − x0λa∂a
〉

6 u0 = ∂a(u
kua) + λbu

mKab(lnu)ua
〈

∂0, ∂a, D0 − pJ12
〉

k 6= 0, p 6= 0

+ruk+1

7 u0 = ∂a(u
kua) + ukλaua + ruk+1

〈

∂0, ∂a, D0

〉

k 6= 0,

4(k + 1)r 6= ~λ2

8 u0 = ∂a(u
kua) + ukλaua +

~λ2

4(k + 1)
uk+1

〈

∂0, ∂a, D0, Qa

〉

k 6= −1; 0

9 u0 = △u+ uλaua ± u
〈

∂0, ∂a,Ga

〉

10 u0 = △u+ uλaua
〈

∂0, ∂a, D − ∂u,G
〉

11 u0 = △u+ u lnuλauua + r
〈

∂0, ∂a, G
〉

12 u0 = △u+ λa lnuua ± u lnu
〈

∂0, ∂a, H
〉

13 u0 = △u+ 2 lnuλaua+
〈

∂0, ∂a, Y
〉

+~λ2u(± ln2 u+ q)

У табл. 2 введено такi позначення:

J12 = x2∂1 − x1∂2, D = 2x0∂0 + xa∂a,

D0 = sx0∂0 − ∂u, D0 = kx0∂0 − u∂u,

H = e±x0(λa∂a ∓ u∂u), Ga = e±x0

(

∂a ∓
λa
~λ2
∂u

)

,

G = x0λa∂a − ∂u, G = x0λa∂a − u∂u,

Y = e(1−q)~λ2x0−
~λ~xu∂u,
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Q1 = ew

[

(λa cosω + λ⊥a sinω)∂a −
~λ2

2(k + 1)
cosωu∂u

]

,

Q2 = ew

[

(−λ⊥a cosω + λa sinω)∂a −
~λ2

2(k + 1)
sinωu∂u

]

,

де

w = − k

4(k + 1)
~λ~x, ω = − k

4(k + 1)
~λ⊥~x,

~λ⊥ = (−λ2, λ1) — вектор, перпендикулярний до вектора ~λ, k, m, p, q, λ1, λ2 — довiльнi
сталi, r ∈ {−1, 0, 1}, s ∈ {0, 1}, ~λ2 6= 0.

Доведення. Для встановлення достатнiх умов розширення основної алгебри iнварiант-
ностi рiвняння (3) потрiбно використати результати теореми 4, тобто дослiдити симетрiйнi
властивостi рiвняння (3) для кожного набору нелiнiйностей з табл. 1.

Доведення проведемо на прикладi випадку 6 з табл. 1. Для даного випадку

f0 = uk, fa = λau
kKab(lnu), h = λ3u

k+1, k 6= 0. (35)

Пiдставивши функцiї (35) у систему визначальних рiвнянь (8) – (10), одержимо

b = 0, ka = 2ξ11 − ξ00 , ξa0 = 0, a0 = 0, (36)

λba(kKab + K̇ab)−
[

(ξ11 − ξ00)δab + ξ21εab
]

λcKbc = 2(k + 1)aa, (37)

λ3(ka+ ξ00) = −λbKabaa. (38)

Розв’язок системи (36) – (38) залежить вiд значень сталої p.
Якщо p 6= 0, то з рiвнянь (36) – (38) одержимо

b = 0, aa = 0, ξa0 = 0, ξ11 = 0, ξ21 = pa, ka+ ξ00 = 0. (39)

У цьому випадку загальним розв’язком системи рiвнянь (39), (6), (7) є функцiї

ξ0 = kc0x0 + d0, ξa = pc0εabxb + da, η = −c0u. (40)

Формули (40) задають максимальну алгебру iнварiантностi рiвняння (3): 〈∂0, ∂a, D0 −
− pJ12〉. Тобто справедливий випадок 6 з табл. 2.

Якщо p = 0, то з рiвнянь (36) – (38) отримаємо

b = ξa0 = 0, (41)

ka = 2ξ11 − ξ00 , (42)

2(k + 1)aa = −λaξ11 + λ⊥a ξ
2
1 , (43)

(~λ2 − 4(k + 1)λ3)ξ
1
1 = 0, (44)

ξ000 = 0. (45)

Розв’язок системи (41) – (45) залежить вiд сталої λ3. Можливi такi нееквiвалентнi ви-
падки:
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1) 4(k + 1)λ3 6= ~λ2 ;
2) 4(k + 1)λ3 = ~λ2.

Розглянемо кожен випадок окремо.
1) 4(k + 1)λ3 6= ~λ2.

Загальним розв’язком системи рiвнянь (41) – (45), (6), (7) будуть функцiї

ξ0 = kc0x0 + d0, ξa = da, η = c0u. (46)

Формули (46) породжують алгебру 〈∂0, ∂a, D0 = kxa∂a−u∂u〉, що спiвпадає з випадком 7
iз табл. 2.

2) 4(k+ 1)λ3 = ~λ2 (з точнiстю до перетворень еквiвалентностi можна вважати λ3 = r ).
З (42) – (44) маємо

4(k + 1)

k
λaξ

1
1a +

~λ2ξ11 = 0. (47)

Загальним розв’язком рiвняння (47) буде функцiя

ξ11 = ewψ(ω), (48)

де ψ = ψ(ω) — довiльна гладка функцiя, ω = − k

4(k + 1)
~λ⊥~x, w = − k

4(k + 1)
~λ~x. Врахував-

ши (7), iз (48) одержуємо

ξ21 = ewψ̇. (49)

Iз сумiсностi системи (48), (49) випливає

ψ̈ + ψ = 0. (50)

Загальним розв’язком рiвняння (50) буде

ψ = c1 cosω + c2 sinω,

де c1, c2 — довiльнi сталi. Тодi

ξ11 = ew(c1 cosω + c2 sinω),

ξ12 = ew(c1 sinω − c2 cosω).
(51)

Використавши формули (7), отримаємо також

ξ21 = ew(−c1 sinω + c2 cosω),

ξ22 = ew(c1 cosω + c2 sinω).
(52)

Загальним розв’язком системи рiвнянь (51), (52) є функцiї

ξ1 = −4(k + 1)

k~λ2
ew(~λ~c cosω +

−→
λ⊥~c sinω) + d1, (53)

ξ2 = −4(k + 1)

k~λ2
ew(

−→
λ⊥~c cosω − ~λ~c sinω) + d2, (54)

де d1, d2 — сталi iнтегрування.
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Загальним розв’язком рiвняння (45) буде функцiя

ξ0 = kc0x0 + d0. (55)

Iз (42) з урахуванням (55) отримаємо

η =

[

2

k
ew(c1cosω + c2sinω)− c0)

]

u. (56)

Формули (50), (53), (55), (56) задають таку максимальну алгебру рiвняння (3):

〈∂0, ∂a, Q1, Q2, D0 = kx0∂0 − u∂u〉 ,

тобто маємо випадок 8 iз табл. 2.
Для iнших наборiв нелiнiйностей, наведених у теоремi 4, доведення проводиться ана-

логiчно.
Теорему 5 доведено.
6. Точнi розв’язки. Поставимо задачу побудувати точнi розв’язки (1 + 2)-вимiрного

рiвняння реакцiї – конвекцiї – дифузiї (3).
Розглянемо для прикладу рiвняння з п. 8 табл. 2:

u0 = ∂a(u
kua) + ukλaua +

~λ2

4(k + 1)
uk+1, k 6= −1; 0. (57)

Серед рiвнянь iз ненульовим конвективним доданком це рiвняння має найширший клас
симетрiї. Його максимальна алгебра iнварiантностi задається операторами

〈∂0, ∂1, ∂2, D0, Q1, Q2〉 . (58)

Використаємо симетрiйнi властивостi рiвняння (57) для побудови iнварiантних анзацiв,
редукцiї та знаходження його точних розв’язкiв.

Використавши замiну

k2
−→
λ2

16(k + 1)2
x0 −→ x0,

k

4(k + 1)
~λ~x −→ x1, − k

4(k + 1)

−→
λ⊥~x −→ x2, u −→ u, (59)

перейдемо до рiвняння

u0 = ∂a(u
kua) + 4

k + 1

k
uku1 + 4

k + 1

k2
uk+1. (60)

Першi чотири оператори алгебри (58) у нових змiнних матимуть той же вигляд, змi-
няться лише Q1 та Q2. Вони набудуть вигляду

Q1 = e−x1

(

cosx2∂1 − sinx2∂2 −
2

k
cosx2u∂u

)

,

Q2 = e−x1

(

sinx2∂1 + cosx2∂2 −
2

k
sinx2u∂u

)

.
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Проведемо редукцiю рiвняння (60) до рiвняння з меншою кiлькiстю змiнних, викори-
стовуючи найзагальнiший вигляд оператора iнварiантностi

X = d0∂0 + da∂a + c0D0 + c1Q1 + c2Q2. (61)

Один з анзацiв (див., наприклад, [48]), отриманий за допомогою оператора (61) при
умовi c0 = d0 = d1 = 0 , має вигляд

u = e−
2
k
x1ϕ(x0, ω), ω = ż(x2)e

x1 +me2x1 , (62)

де z = z(x2) = c1 cosx2+ c2 sinx2. Даний анзац редукує рiвняння (60) до диференцiального
рiвняння

ϕ0 = (4mω + ~c 2)∂ω(ϕ
kϕω) + 4mϕkϕω.

Припустивши, що m = 0, прийдемо до рiвняння

ϕ0 = ~c 2∂ω(ϕ
kϕω). (63)

Використавши замiну

x0 →
1

~c 2
x0, ω → ω, ϕ→ ϕ (64)

одержимо рiвняння

ϕ0 = ∂ω(ϕ
kϕω). (65)

Теорема 6 [2]. Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (65) є алгебра

1)

〈

∂0, ∂ω, D = 2x0∂0 + ω∂ω, D0 = kx0∂0 − ϕ∂ϕ
〉

,

якщо k 6= −4

3
;

2)

〈

∂0, ∂ω, D0 = 4x0∂0 + 3ϕ∂ϕ, D1 = 2ω∂ω − 3ϕ∂ϕ, K = ω2∂ω − 3ωϕ∂ϕ
〉

, (66)

якщо k = −4

3
.

Використаємо лiївську симетрiю рiвняння (65) для побудови iнварiантних анзацiв, ре-
дукцiї та знаходження його точних розв’язкiв (див. [47]).

Наведемо вигляд нееквiвалентних анзацiв, що одержуються у випадку k 6= −4

3
:

ϕ = ψ(y), y = ω + px0; (67)

ϕ = x
−

1
k

0 ψ(y), y = ω + p lnx0; (68)

ϕ = e−
2p
k
x0ψ(y), y = epx0ω; (69)

ϕ = x
−

1+2p
k

0 ψ(y), y = x
p
0ω, (70)

де p — довiльна стала (p 6= 0), яка виражається через сталi c0, c1, d0, d1.
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Для знаходження невiдомих функцiй ψ необхiдно одержанi вище iнварiантнi анзаци
пiдставити у рiвняння (63). В результатi отримаємо вiдповiдно такi редукованi рiвняння:

∂y(ψ
kψy)− pψy = 0, (71)

∂y(ψ
kψy)− pψy −

1

k
ψ = 0,

∂y(ψ
kψy)− pyψy +

2m

k
ψ = 0,

∂y(ψ
kψy)− pyψy +

2m+ 1

k
ψ = 0.

Частинними розв’язками редукованого рiвняння (71) є функцiї

ψ = (pky + c)
1
k , k 6= 0; (72)

ψ = − tanh2
(p

2
y + c

)

, k = −1

2
; (73)

ψ = tan2
(p

2
y + c

)

, k = −1

2
; (74)

tanh−1
(

ψ
1
4
)

+ tan−1
(

ψ
1
4
)

= −p
2
y + c, k = −3

4
, (75)

де c—довiльна стала, функцiї tanh−1
(

ψ
1
4

)

i tan−1
(

ψ
1
4

)

—оберненi до tanh
(

ψ
1
4

)

i tan
(

ψ
1
4

)

вiдповiдно.
Використовуючи анзац (67) та розв’язки (72) – (75), знаходимо розв’язки рiвняння (57):

u = e
−

~λ~x
2(k+1)

[

pkż(
k

4(k + 1)
~λ⊥~x)e

k
4(k+1)

~λ~x
+

p2~c 2~λ2k3

16(k + 1)2
x0 + c

] 1
k

, k 6= 0,

u = −e−~λ~x tanh2

[

p

2
ż(−1

4
~λ⊥~x)e−

1
4
~λ~x +

p2~c 2~λ2

8
x0 + c

]

, k = −1

2
,

u = e−
~λ~x tan2

[

p

2
ż(−1

4
~λ⊥~x)e−

1
4
~λ~x +

p2~c 2~λ2

8
x0 + c

]

, k = −1

2
,

tanh−1
(

e
1
2
~λ~xu

1
4

)

+ tan−1
(

e
1
2
~λ~xu

1
4

)

= −p
2
ż(−3

4
~λ⊥~x)e−

3
4
~λ~x − p2~c 2~λ2

2
x0 + c, k = −3

4
.

Максимальною алгеброю iнварiантностi рiвняння (65) при k = −4

3
є алгебра (66). Не

вдаючись у деталi, наведемо вигляд нееквiвалентних анзацiв, вiдмiнних вiд (67) – (70), якi
одержуються в результатi

ϕ = |ω2 + r|− 3
2ψ(y), r ∈ {−1, 0, 1},

(76)

y =



















tanh−1 ω + px0, r = −1,

1

ω
+ px0, r = 0,

tan−1 ω + px0, r = 1;
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ϕ = x
3
4
0 |ω2 + r|− 3

2ψ(y), r ∈ {−1, 0, 1},
(77)

y =



















tanh−1 ω + p lnx0, r = −1,

1

ω
+ p lnx0, r = 0,

tan−1 ω + p lnx0, r = 1,

де p — довiльна стала (p 6= 0), яка виражається через сталi c0, c1, c2, d0, d1.
Для знаходження невiдомих функцiй ψ одержанi вище анзаци необхiдно пiдставити у

рiвняння (65). У результатi отримаємо вiдповiдно такi редукованi рiвняння:

∂y(ψ
−

4
3ψy) = pψy + 3rψ−

1
3 , (78)

∂y
(

ψ−
4
3ψy

)

= pψy +

(

3

4
ψ

4
3 + 3r

)

ψ−
1
3 . (79)

Загальний розв’язок рiвняння (78) при r = 0 має вигляд

−3c−1
1 ψ−

1
3 +

1

2
ln
ψ−

2
3 − c1ψ

−
1
3 + c21

(ψ−
1
3 + c1)2

−
√
3 tan−1 2

c1
√
3

(

ψ−
1
3 − 1

2
c1

)

= c−4
1 p(y + c2), c1 6= 0,

та

ψ =

(

−4

3
py + c

)−
3
4

, c1 = 0.

Один iз розв’язкiв рiвняння (79) при r = −1 має вигляд ψ = 4
3
4 .

Використовуючи формули (59), (62), (64), (76), (77), знаходимо розв’язки рiвняння (57):

− 3c−1
1 Φ+

1

2
ln

Φ2 − c1Φ+ c21
(Φ + c1)2

−
√
3 tan−1 2

c1
√
3

(

Φ− 1

2
c1

)

=

= c−4
1 p

(

ż−1(~λ⊥~x)e−
~λ~x +

9

16
p~c 2~λ2x0 + c2

)

,

Φ = ż−1
(

~λ⊥~x
)

e−
1
2
~λ~xu−

1
3 , c1 6= 0,

u = e−
3
2
~λ~xż−3(~λ⊥~x)

[

−4

3
pe−

~λ~x ˙z−1(~λ⊥~x)− 3

4
p2~c 2~λ2x0 + c

]−
3
4

, (80)

u =

(

9

4
~λ2~c 2x0

) 3
4 (

ż2(~λ⊥~x)e
~λ~x − e−

~λ~x
)−

3
2
.

Проведемо лiнеаризацiю рiвняння (65) за умови k = −2. Застосуємо до даного рiвняння
сукупнiсть двох перетворень (див., наприклад, [47, 49]):

x0 = x0, ω = ω, ϕ = vω,
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де v = v(x0, ω) — нова невiдома функцiя,

x0 = t, ω = w, v = x,

де t, x — новi незалежнi змiннi, w = w(t, x) — нова залежна змiнна.
У результатi одержимо рiвняння

wt = wxx.

Це — лiнiйне рiвняння теплопровiдностi. Вiдомо безлiч його точних розв’язкiв. Для при-
кладу розглянемо декiлька з них:

w = t+
1

2
x2, (81)

w = tx+
1

6
x3, (82)

w = c3e
m2

1t+m1x + c4e
m2

2t+m2x, (83)

w = e(p
2−m2)t+px

[

c3 cos(2mpt+mx) + c4 sin(2mpt+mx)
]

, (84)

де m1, m2, m, p, c3, c4 — довiльнi сталi.
Використовуючи розв’язки (81) – (84), знаходимо розв’язки рiвняння (57), записанi в

явному та параметричному виглядi:

u =

[

2ż

(

−1

2
~λ⊥~x

)

e
1
2
~λ~x − 1

2
~c 2~λ2x0e

~λ~x

]−
1
2

;

u =
1
2~c

2~λ2x0τ +
1
3τ

3

ż
(

−1
2
~λ⊥~x

)(

τ2 + 1
2~c

2~λ2x0

) ,

ż

(

−1

2
~λ⊥~x

)

e−
1
2
~λ~x =

1

4
~c 2~λ2x0τ +

1

6
τ3;

u = ż−1

(

−1

2
~λ⊥~x

)

=
Ψ(x0, τ)

Ψτ (x0, τ)
,

ż

(

−1

2
~λ⊥~x

)

e−
1
2
~λ~x = Ψ(x0, τ);

u =

[

ż

(

−1

2
~λ⊥~x

)(

p+
Υ(x0, τ)

Υτ (x0, τ)

)]−1

,

ż

(

−1

2
~λ⊥~x

)

e−
1
2
~λ~x = e

1
4
(p2−m2)~c 2~λ2x0+pτΥ(x0, τ),

де

Ψ(x0, τ) = c3e
1
4
m2

1~c
2~λ2x0+m1τ + c4e

1
4
m2

2~c
2~λ2x0+m2τ ,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2019, т. 22, № 1



114 М. I. СЄРОВ, М. М. СЄРОВА, Ю. В. ПРИСТАВКА

Υ(x0, τ) = c3 cos

(

1

2
mp~c 2~λ2x0 +mτ

)

+ c4 sin

(

1

2
mp~c 2~λ2x0 +mτ

)

,

τ — довiльний параметр.
Один iз анзацiв, за умови c0 = d0 = d2 = 0 отриманий за допомогою оператора (61),

має вигляд

u = ż
2
k (x2)ϕ(x0, ω), ω =

ex1 +mz(x2)

ż(x2)
, z̈ + z = 0. (85)

Вiн редукує рiвняння (60) до диференцiального рiвняння

(m2 + ω2)∂ω(ϕ
kϕω) + 2

k + 2

k2

[

−kωϕkϕω + ϕk+1
]

=
1

~c 2
ϕ0.

Припускаючи, що k = −2, приходимо до рiвняння

(ω2 +m2)(ϕ−2ϕω)ω =
1

~c 2
ϕ0. (86)

Розв’язком редукованого рiвняння (86) (див. [50]) є

I

(

ϕ−1

(

2c3~c
2x0 + c4

ω2 +m2

)
1
2

)

=
1

m
tan−1 ω

m
+ c5, (87)

де

I(v) =

v
∫

0

dτ
√

c5 −m2γ2 − 2c3 ln γ
,

c1, c2, c3, c4, c5 — довiльнi сталi.
Використовуючи анзац (85) та розв’язок (87), знаходимо розв’язок рiвняння (57):

I











u−1









1
2c3~c

2~λ2x0 + c4

e−
~λ~x + 2mz

(

−1

2
~λ⊥~x

)

e−
1
2
~λ~x +m2~c 2









1
2











=
1

m
tan−1

e−
1
2
~λ~x +mz

(

−1

2
~λ⊥~x

)

mż

(

−1

2
~λ⊥~x

) + c5.

Отриманi розв’язки рiвняння (3) можна вивчити з точки зору можливостi їхнього фi-
зичного застосування. Розглянемо їх на прикладi розв’язку (80). Неважко бачити, що при
x0 → ∞ u→ 0, x1 → ∞ u→ 0, а при x2 → ∞ u обмежене за виключенням точок x2 = πn,

n ∈ Z.

Це дає пiдстави стверджувати, що даний розв’язок може мати фiзичне застосування. На
рис. 1 – 3 наведено графiки даного розв’язку при значеннях змiнної x0 : x0 = 0,1, x0 = 0,3,
x0 = 0,5 та обмеженнях x1 ∈ [1, 2], x2 ∈ [1, 2].

Отриманi розв’язки є багатопараметричними сiм’ями розв’язкiв. Це дає змогу за допо-
могою вибору параметрiв задовольняти конкретнi початковi та крайовi умови.

Таким чином, ми прокласифiкували симетрiйнi властивостi рiвняння (3) залежно вiд
значень нелiнiйностей, якi входять у це рiвняння, а також використали його симетрiй-
нi властивостi для побудови iнварiантних анзацiв, редукцiї та знаходження його точних
розв’язкiв.
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Рис. 1. Графiк функцiї u(x0 = 0,1).

Рис. 2. Графiк функцiї u(x0 = 0,3).

Рис. 3. Графiк функцiї u(x0 = 0,5).
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