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We construct a continuous nowhere monotone nondifferentiable function depending on one parameter
q0 ∈ (0; 1). For functions of this continual class, we describe structural, variational, fractal, and integro-
differential properties.
Наведено конструкцiю неперервної нiде не монотонної та недиференцiйовної функцiї, залежної вiд
одного параметра q0 ∈ (0; 1). Для функцiй цього континуального класу отримано опис структурних,
варiацiйних, фрактальних та iнтегро-диференцiальних властивостей.

1. Вступ. Сьогоднi активно вивчаються неперервнi функцiї з локально складними вла-
стивостями структурного, варiацiйного, iнтегро-диференцiального, фрактального характе-
ру [1 – 5]. Для цього широко використовуються рiзнi системи зображення (кодування)
дiйсних чисел зi скiнченним та нескiнченним, сталим та змiнним алфавiтами, засоби то-
пологiї, теорiї мiри й iмовiрностей, фрактальної геометрiї та фрактального аналiзу [6 – 8].
Суттєво зрiс iнтерес до таких функцiй у представникiв нематематичних галузей [9]. Вони
цiкавi фiзикам, економiстам, фахiвцям у галузi кодування та декодування iнформацiї, пе-
редачi сигналiв тощо. Про це свiдчать численнi публiкацiї. Особливу увагу привертають
неперервнi нiде не монотоннi функцiї [2, 10].

У данiй роботi ми, використовуючи Q2 -зображення чисел [7, 8, 11] вiдрiзка [0; 1], що є
самоподiбним узагальненням класичного двiйкового зображення, конструюємо неперерв-
ну нiде не монотонну функцiю, залежну вiд одного параметра q0 ∈ (0; 1), який визначає
саме зображення чисел. При q0 =

1

2
(це випадок, коли Q2 -зображення є класичним двiй-

ковим) дана конструкцiя дає один iз найпростiших прикладiв недиференцiйовної функцiї.
Конструкцiя функцiї, що вивчається в данiй роботi, тiсно пов’язана з Трибiн-функцiєю,

яку ввели в статтi [12] i вивчали в роботах [8, 13 – 15] з функцiями Буша [16] i Вундер-
лiха [17], є аналогом функцiї, яку ввели в роботi [18], специфiчним частковим випадком
функцiї, розглянутої в [19], але її iнтегральнi та диференцiальнi властивостi залишилися
поза увагою.

Нехай A = {0, 1} — алфавiт двосимвольного зображення чисел, L = A × A × . . .
. . .× A× . . . — простiр послiдовностей елементiв алфавiту (простiр послiдовностей нулiв
та одиниць), ∆Q2

α1(x)α2(x)...αn(x)... — Q2 -зображення числа x ∈ [0; 1], тобто

x = βα1 +
∞∑
n=2

(
βαn

n−1∏
j=1

qαj

)
= ∆Q2

α1α2...αn..., (1)

де βαn ≡ αn · q1−αn , а саме: β0 = 0, β1 = q0. Поклавши β2 = 1, одержимо βi+1 = βi + qi.
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Вiдомо [11], що числа злiченної множини мають два Q2 -зображення
(
а саме:

∆Q2

α1α2...αn0(1) = ∆Q2

α1α2...αn1(0)

)
, а решта чисел мають єдине Q2 -зображення. Першi на-

зиваються Q2 -бiнарними числами, а останнi — Q2 -унарними.
Нагадаємо, що множина ∆Q2

c1c2...cm =
{
x : x = ∆Q2

α1α2...αn..., αi = ci, i = 1,m
}

назива-
ється цилiндром (Q2 -цилiндром) рангу m з основою c1c2 . . . cm.

Цилiндр є вiдрiзком, а саме:

∆Q2
c1...cm = [a; b],

де

a = βc1 +
m∑
k=2

βck

k−1∏
i=1

qci , b = a+
m∏
i=1

qci ,

а отже, ∣∣∣∆Q2
c1c2...cm

∣∣∣ =
m∏
i=1

qci , |∆Q2
c1c2...cmc| = qc

∣∣∣∆Q2
c1c2...cm

∣∣∣.
Також ∆Q2

c1c2...cm = ∆Q2
c1c2...cm0 ∪ ∆Q2

c1c2...cm1, причому max ∆Q2
c1c2...cm0 = min ∆Q2

c1c2...cm1. Для

будь-якої послiдовностi (cn) ∈ L має мiсце рiвнiсть
∞⋂
n=1

∆Q2
c1...cn = ∆Q2

c1c2...cn....

2. Означення об’єкта дослiдження. Розглядається функцiя r, означена рiвнiстю

r
(
x = ∆Q2

α1α2...α2k...

)
= ∆Q2

r1r2...rk...
, (2)

r1 =

0, якщо (α1, α2) = (0, 0),

1, якщо (α1, α2) 6= (0, 0),

rk+1 =

rk, якщо (α2k+1, α2k+2) = (α2k−1, α2k),

1− rk, якщо (α2k+1, α2k+2) 6= (α2k−1, α2k).

Лема 1. Означення функцiї r рiвнiстю (2) є коректним, оскiльки виконується умова
r
(
∆Q2

c1...cm1(0)

)
= r
(
∆Q2

c1...cm0(1)

)
.

Доведення. Розглянемо можливi випадки 1) m = 2k та 2) m = 2k − 1 окремо.
1. Нехай m = 2k i r

(
∆Q2

c1...cm1(0)

)
= ∆Q2

b1...bkb(1−b).

Якщо (c2k−1, c2k) = (1, 0), то (c2k−1, c2k) 6= (0, 1), а отже,

r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bk[1−bk](bk) = r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k1(0)

)
.

Якщо (c2k−1, c2k) 6= (1, 0), а (c2k−1, c2k) = (0, 1), то

r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bkbk(1−bk) = r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k1(0)

)
.

Якщо (0, 1) 6= (c2k−1, c2k) 6= (1, 0), то

r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bk[1−bk](bk) = r
(

∆Q2

c1...c2k−1c2k1(0)

)
.
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2. Нехайm = 2k−1. Тодi r
(

∆Q2

c1...c2k−2c2k−11(0)

)
= ∆Q2

b1...bk−1bk(1−bk), а оскiльки (c2k−1, 0) 6=

6= (1, 1), то r
(

∆Q2

c1...c2k−2c2k−10(1)

)
= ∆Q2

b1...bk−1[1−bk](bk). Отже, r
(

∆Q2

c1...c2k−2c2k−10(1)

)
=

= r
(

∆Q2

c1...c2k−2c2k−11(0)

)
. Коректнiсть означення функцiї r обґрунтовано.

Лема 2. Образом Q2 -бiнарної точки при вiдображеннi r є Q2 -бiнарна точка. Значення
y0 = r(x) функцiї r є Q2 -бiнарним числом тодi та тiльки тодi, коли Q2 -зображення числа
x має перiод iз двох цифр.

Доведення. Перша частина твердження є очевидною.
Нехай y0 = ∆Q2

b1...bk0(1) = ∆Q2

b1...bk1(0) i r
(
x = ∆Q2

α1α2...α2k...

)
= y0. Безпосередньо з означен-

ня функцiї r маємо

b1 = 0⇔ (α1, α2) = (0, 0) i bj+1 = bj ⇔ (α2j+1, α2j+2) = (α2j−1, α2j).

Тому (α2k+3, α2k+4) 6= (α2k+1, α2k+2), але (α2n+1, α2n+2) = (α2n−1, α2n) для всiх n > k + 2,
тобто Q2 -зображення числа x є перiодичним, причому перiод утворює двi цифри.

Обернене твердження (якщо Q2 -зображення числа x має перiод iз двох цифр, то число
y = r(x) є Q2 -бiнарним) очевидне. Це безпосередньо випливає з означення функцiї r.

Лему доведено.
Зауваження 1. Якщо другу умову в означеннi функцiї r замiнити умовою

rk+1 =

1− rk, якщо (α2k+1,α2k+2
) = (α2k−1, α2k),

rk, якщо (α2k+1,α2k+2
) 6= (α2k−1, α2k),

то означення функцiї втратить коректнiсть, оскiльки

r
(

∆2
00(1)

)
= ∆Q2

00(10) 6= r
(

∆Q2

01(0)

)
= ∆Q2

11(01).

При цьому, одержавши коректнiсть означення функцiї домовленiстю використовувати ли-
ше одне з двох iснуючих зображень Q2 -бiнарного числа, отримати її неперервнiсть немож-
ливо.

Зауваження 2. Конструкцiя функцiї r, означеної рiвнiстю (2), мiстить “квазiмаркiвську
залежнiсть цифр” i тому має певну схожiсть iз функцiями з фрактальними властивостями,
якi вивчались у роботах [20, 21], але не були неперервними.

3. Неперервнiсть i нiде не монотоннiсть функцiї.
Теорема 1. Функцiя r є неперервною та нiде не монотонною. Її множиною значень є

вiдрiзок [0; 1].
Доведення. Нехай x0 = ∆Q2

c1c2...cn... — Q2 -унарна точка,

y0 = r(x0) = ∆Q2

b1b2...bk...
, x0 6= x = ∆Q2

c1c2...cm−1[1−cm]αm+1...
,

2k — найбiльше число, що не перевищує m. Тодi

|r(x0)− r(x)| =
∣∣∣∆Q2

b1...bkbk+1bk+2...
−∆Q2

b1b2...bk[1−bk+1]bk+1bk+2...

∣∣∣ =

=

(
k∏
i=1

qbi

)∣∣∣∆Q2

bk+1bk+2bk+3...
−∆Q2

[1−bk+1]bk+2bk+3

∣∣∣ ≤
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≤
(

max {q0, q1}
)k → 0 (k →∞⇔ x→ x0).

Оскiльки r(0) = r
(

∆Q2

(0)

)
= ∆Q2

(0) = 0, r(1) = r
(

∆Q2

(1)

)
= ∆Q2

(1) = 1, то множиною значень
функцiї r є вiдрiзок [0; 1].

Неперервнiсть функцiї r у довiльнiй Q2 -бiнарнiй точцi x0 = ∆Q2

c1c2...cm0(1) = ∆Q2

c1c2...cm1(0)

є по сутi наслiдком попередньої леми. Цей висновок можна обґрунтувати детальнiше
такими мiркуваннями.

Очевидно, що число y0 = r(x0) має зображення ∆Q2

b1...bkb(1−b) = r
(

∆Q2

c1...cm0(1)

)
i

∆Q2

b1...bk[1−b](b) = r
(

∆Q2

c1...cm1(0)

)
, де k =

1

2
m, якщо m парне, k =

1

2
(m + 1), якщо m не

парне.
Якщочисло x < x0 i достатньо близьке до x0, то вономає зображення ∆Q2

c1...cm0 1...1︸︷︷︸
2n+1

d1d2...
.

Тодi очевидно, що x→ x0 рiвносильне n→∞ i∣∣r(x)− r(x0)
∣∣ < qbq

n
1−b

k∏
i=1

qbi →∞, n→∞, ⇔ x→ x0.

Отже, функцiя r неперервна в точцi x0 злiва.
Якщочисло x > x0 i достатньо близьке до x0, то вономає зображення ∆Q2

c1...cm1 0...0︸︷︷︸
2n+1

e1e2...
.

Тодi очевидно, що x→ x0 рiвносильне n→∞. А тому∣∣r(x)− r(x0)
∣∣ < q1−bq

n
b

k∏
i=1

qbi →∞, n→∞, ⇔ x→ x0.

Отже, функцiя r неперервна в точцi x0 справа. Неперервнiсть функцiї доведено.
Для доведення нiде не монотонностi функцiї досить показати, що функцiя не є мо-

нотонною на довiльному цилiндрi парного рангу (з довiльною основою). Для цього роз-
глянемо цилiндр ∆Q2

c1...c2k , три точки x1 = ∆Q2

c1...c2kd1d210(01), x2 = ∆Q2

c1...c2kd1d210(10), x3 =

= ∆Q2

c1...c2kd1d210(1101), де (d1, d2) 6= (1, 0), i вiдповiднi їм значення функцiї:

y1 = r(x1) = ∆Q2

b1...bkb[1−b](b), y2 = r(x2) = ∆Q2

b1...bkb(1−b), y3 = r(x3) = ∆Q2

b1...bk(b[1−b]).

Очевидно, що x1 < x2 < x3. Якщо b = 0, то y1 < y3 < y2. Тодi (y2 − y1)(y3 − y2) < 0.
Якщо b = 1, то y2 < y3 < y1 i (y2−y1)(y3−y2) < 0. Тому функцiя r на цилiндрi ∆Q2

c1...c2k

не є монотонною, а отже, не має жодного промiжку монотонностi.
Наслiдок 1. На кожному Q2 -цилiндрi функцiя r досягає свого найбiльшогота найменшого

значень.
Нагадаємо, що iнверсором цифр Q2 -зображення чисел (або просто iнверсором Q2 -

зображення) називається функцiя I, означена на вiдрiзку [0; 1] рiвнiстю
I(∆Q2

α1α2...αn...) = ∆Q2

[1−α1][1−α2]...[1−αn]....

Вiдомо [22], що функцiя I є коректно означеною, неперервною, строго спадною сингуляр-
ною функцiєю (тобто її похiдна рiвна нулю майже скрiзь у розумiннi мiри Лебега).

Зауваження 3. Функцiї f(x) = I(r(x)) i g(x) = r(I(x)) як суперпозицiї двох неперерв-
них функцiй є неперервними. Вони мають властивостi, схожi з властивостями функцiї r.
Про це йтиметься далi.
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4. Варiацiйнi властивостi функцiї.
Лема 3. Образом Q2 -цилiндра парного рангу 2k при вiдображеннi r є Q2 -цилiндр рангу k.
Доведення. Розглянемо цилiндр ∆Q2

c1...c2k i точку x0 = ∆Q2
c1...c2kα2k+1α2k+2..., що йому на-

лежить. Нехай y0 = r(x0) = ∆Q2

b1...bka1...am...
. Очевидно, що число y0 належить цилiнд-

ру ∆Q2

b1...bk
. Покажемо, що в ∆Q2

c1...c2k iснують точки x1 i x2 такi, що f(x1) = ∆Q2

b1...bk(0),

f(x2) = ∆Q2

b1...bk(1). Це завдяки неперервностi функцiї r i завершить доведення.
Якщо bk = 0, то, взявши (α2n+1, α2n+2) = (c2k−1, c2k) для всiх n ≥ k, отримаємо

x1 = ∆Q2

c1...c2k−1c2k(c2k−1c2k), для якої r(x1) = ∆Q2

b1...bk−1bk(0). А взявши (α2n+1, α2n+2) =

= (c2k−1, 1− c2k) для всiх n ≥ k, отримаємо x2 = ∆Q2

c1...c2k−1c2k(c2k−1[1−c2k]), для якої r(x2) =

= ∆Q2

b1...bk−1bk(1).

Якщо bk = 1, то вибiр перiоду для цифр чисел x1 i x2 слiд зробити протилежним:

x1 = ∆Q2

c1...c2k−1c2k(c2k−1[1−c2k]) i x2 = ∆Q2

c1...c2k−1c2k(c2k−1c2k).

Лема 4. Прообразом цилiндра ∆Q2

b1...bk
є кожен iз цилiндрiв у виглядi ∆Q2

α1α2...α2k , де

α1α2 =

00, якщо b1 = 0,

c1d1 6= 00, якщо b1 = 1,

α2i−1α2i =

α2i−3α2i−2, якщо bi = bi−1,

cidi 6= α2i−3α2i−2, якщо bi 6= bi−1,
i = 2, k.

Кiлькiсть m прообразiв цилiндра ∆Q2

b1...bk
при вiдображеннi r обчислюється за формулою

m = m
(
∆Q2

b1...bk

)
=

{
3Nk , якщо b1 = 0,

3Nk+1, якщо b1 6= 0,
(3)

Nk = ]
{
i : bi+1 6= bi, i = 1, k − 1

}
— кiлькiсть i, для яких bi+1 6= bi.

Доведення. Перша частина твердження випливає безпосередньо з означенняфункцiї r i
попередньої леми. Використаємо метод математичної iндукцiї. Очевидно, що прообразами
цилiндра ∆Q2

0 є цилiндр ∆Q2
00 , а цилiндра ∆Q2

1 — цилiндри: ∆Q2
01 , ∆Q2

10 , ∆Q2
11 . Цилiндри

2-го рангу мають такi прообрази:
1) ∆Q2

00 — ∆Q2
0000 ;

2) ∆Q2
01 — ∆Q2

0001, ∆Q2
0010, ∆Q2

0011 ;
3) ∆Q2

10 — ∆Q2
0100, ∆Q2

0110, ∆Q2
0111, ∆Q2

1000, ∆Q2
1001, ∆Q2

1011, ∆Q2
1100, ∆Q2

1101, ∆Q2
1110 ;

4) ∆Q2
11 — ∆Q2

0101, ∆Q2
1010, ∆Q2

1111. Отже, для k = 1, 2 рiвнiсть (3) виконується.
Припустимо, що вона виконується для k = n i розглянемо k = n + 1, а саме: ци-

лiндр ∆Q2

b1...bnbn+1
рангу n+ 1. Згiдно з припущенням кiлькiсть прообразiв цилiндра ∆Q2

b1...bn

дорiвнює 3Nk , якщо b1 = 0, i 3Nk+1, якщо b1 = 1.

Якщо bn+1 = bn, то кiлькiсть прообразiв цилiндрiв ∆Q2

b1...bn
i ∆Q2

b1...bnbn+1
однакова.

Якщо ж bn+1 6= bn, то m(∆Q2

b1...bnbn+1
) = 3m(∆Q2

b1...bn
), тобто рiвнiсть (3) виконується i в

цьому випадку.
Лему 4 доведено.
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Теорема 2. Функцiя r має необмежену варiацiю.
Доведення. Коливання (рiзниця максимуму i мiнiмуму) функцiї r на Q2 -цилiндрi пар-

ного рангу дорiвнює довжинi його образу, тому варiацiя V (r) функцiї r є бiльшою, нiж
сумарна довжина образiв Vk усiх Q2 -цилiндрiв рангу 2k для будь-якого k ∈ N, тобто

V (r) > Vk ≡
1∑

α1=0

1∑
α2=0

. . .
1∑

α2k=0

∣∣∣r(∆Q2
α1α2...α2k

)∣∣∣.
Оскiльки iснує лише один Q2 -цилiндр 2-го рангу ∆Q2

00 , що є образом цилiндра 4-го рангу
∆Q2

0000, а решта цилiндрiв є образом принаймнi трьох цилiндрiв 4-го рангу, то

V2 > 3−
∣∣∣r(∆Q2

0000)
∣∣∣ = 3− 2q2

0.

Аналогiчно мiркуючи стосовно довiльного цилiндра ∆Q2
α1...α8 8-го рангу, отримаємо

V4 >
(
3− 2q2

0

)2
.

За iндукцiєю V4k >
(
3− 2q2

0

)k
. Але 3− 2q2

0 > 1, тому limk→∞ V4k =∞, отже, r —функцiя
необмеженої варiацiї.

Лема 5. Нехай r
(
∆Q2
c1...c2k

)
= ∆Q2

b1...bk
. Якщо bk = 0, то функцiя r на цилiндрi ∆Q2

c1...c2k−1c2k

досягає найбiльшого значення в трьох точках, а найменшого — в однiй, якщо ж bk = 1, то
навпаки, а саме: при bk = 1 маємо

max
x∈∆

Q2
c1...c2k

r(x) = r
(

∆Q2

c1...c2k(c2k−1c2k)

)
,

min
x∈∆

Q2
c1...c2k

r(x) = r
(

∆Q2

c1...c2k(ab)

)
, де (a, b) 6= (c2k−1, c2k),

а при bk = 0 маємо

min
x∈∆

Q2
c1...c2k

r(x) = r
(

∆Q2

c1...c2k(c2k−1c2k)

)
,

max
x∈∆

Q2
c1...c2k

r(x) = r
(

∆Q2

c1...c2k(ab)

)
, де (a, b) 6= (c2k−1, c2k),

Справдi, якщо bk = 0, то

r
(

∆Q2

c1...c2k(ab)

)
= ∆Q2

b1...bk−10(1) = max ∆Q2

b1...bk−1bk
,

r
(

∆Q2

c1...c2k(c2k−1c2k)

)
= ∆Q2

b1...bk−1(0) = min ∆Q2

b1...bk−1bk
.

Якщо bk = 1, то

r
(

∆Q2

c1...c2k(c2k−1c2k)

)
= ∆Q2

b1...bk−1(1) = max ∆Q2

b1...bk−1bk
,

r
(

∆Q2

c1...c2k(ab)

)
= ∆Q2

b1...bk−11(0) = min ∆Q2

b1...bk−1bk
.
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5. Диференцiальнi властивостi функцiї. Неважко довести, що коли iснує скiнченна
похiдна функцiї r в точцi x0, то вона обчислюється за формулою

r′(x0) = lim
k→∞

∣∣∣r(∆Q2

α1(x0)...α2k−1(x0)α2k(x0)

)∣∣∣∣∣∣∆Q2

α1(x0)...α2k−1(x0)α2k(x0)

∣∣∣ , (4)

де
∣∣∣r(∆Q2

α1(x0)...α2k−1(x0)α2k(x0)

)∣∣∣ — коливання (рiзниця найбiльшого i найменшого значень)
функцiї r на цилiндрi ∆Q2

α1(x0)...α2k(x0).

Тому вiдсутнiсть скiнченної границi (4) є аргументом для висновку: функцiя в точцi x0

не має похiдної.
Якщо x0 = ∆Q2

α1α2...α2k... i r(x0) = ∆Q2

b1b2...bk...
, то∣∣∣r(∆Q2

α1α2...α2k

)∣∣∣∣∣∣∆Q2
α1α2...α2k

∣∣∣ =

∣∣∣∆Q2

b1b2...bk

∣∣∣∣∣∣∆Q2
α1α2...α2k

∣∣∣ =

k∏
i=1

qbi
qα2i−1qα2i

.

Тому

lim
k→∞

∣∣∣r(∆Q2
α1α2...α2k

)∣∣∣∣∣∣∆Q2
α1α2...α2k

∣∣∣ =
∞∏
k=1

qbk
qα2k−1

qα2k

.

Вiдношення qbi
qα2i−1qα2i

може набувати не бiльше чотирьох значень. Справдi, q0

q0q1
=
q1

q2
1

=

=
1

q1
> 1,

q1

q0q1
=
q0

q2
0

=
1

q0
> 1,

q0

q2
1

,
q1

q2
0

. Тому має справедливе таке твердження.

Теорема 3. Якщо q0 > q2
1 i q1 > q2

0, що рiвносильно
3−
√

5

2
< q0 <

√
5− 1

2
, то функцiя

r є нiде не диференцiйовною (не має скiнченної похiдної у жоднiй точцi).
Наслiдок 2. Якщо q0 =

1

2
, то функцiя r є нiде не диференцiйовною.

Вивчимо детальнiше диференцiйовнi властивостi функцiї r при послаблених умовах
на q0 з приводу наявностi нескiнченної похiдної.

Зауваження 4. Неважко довести, що коли в точцi x0 = ∆Q2
α1...αn... iснує похiдна r′(x0),

то вона може бути обчислена за формулою

r′(x0) = lim
k→∞

r
(

∆Q2

α1...α2k(1)

)
− r
(

∆Q2

α1...α2k(0)

)
∣∣∣∆Q2

α1...α2k

∣∣∣ .

Теорема 4. Якщо x0 ∈ [0; 1] є Q2 -унарним числом, причому точкою максимуму або точ-
кою мiнiмуму функцiї r, то в цiй точцi функцiя r не має похiдної (нi скiнченної, нi нескiн-
ченної).

Доведення. 1. Якщо x0 = ∆Q2
a1...a2k... — точка максимуму функцiї r, тобто iснує таке

ε > 0, що значення функцiї r в кожнiй точцi ε-околу (x0−ε;x0 +ε) точки x0 не перевищує
y0, то iснує такий номер k, що цилiндр ∆Q2

a1...a2k , який мiстить точку x0, повнiстю належить
iнтервалу (x0−ε;x0 +ε). Тодi x0 є точкою найбiльшого значення функцiї на всiх цилiндрах
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∆Q2
a1...a2ka2k+1...a2(k+n)

, n ∈ N, при цьому r(x0) = ∆Q2

b1...bk(1), x0 = ∆Q2

a1...a2k(cd), де (0, 0) 6=
6= (c, d) 6= (1, 1).

Нехай xn —точка найменшого значенняфункцiї r на цилiндрi ∆Q2
a1a2...a2(k+n)

. Очевидно,
що xn → x0 (n→∞),

r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
qn1 ,

|x0 − xn| <

∣∣∣∣∣∆Q2

a1...a2k cd...cd︸ ︷︷ ︸
2n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qa2i−1qa2i

)
(qcqd)

n.

Тодi

r(x0)− r(xn)

|xn − x0|
>

k∏
i=1

qbi
qa2i−1qa2i

(
q1

qcqd

)n
→∞, n→∞,

оскiльки q1

qcqd
дорiвнює 1

q0
або 1

q1
. Отже, r′(x0) не iснує.

2. Аналогiчно доводиться твердження у другому випадку. Якщо x0 = ∆Q2
a1...a2k... —точка

мiнiмуму функцiї r, тобто r(x0) ≤ r(x) при всiх x ∈ (x0 − ε;x0 + ε) для деякого ε > 0, то
iснує таке k ∈ N, що ∆Q2

a1...a2k ⊂ (x0 − ε;x0 + ε). Тодi x0 є точкою найменшого значення
функцiї r на всiх цилiндрах ∆Q2

a1...a2ka2k+1...a2(k+n)
, n ∈ N. При цьому x0 = ∆Q2

a1...a2k(cd) i
r(x0) = ∆Q2

b1...bk(0), а оскiльки x0 — Q2 -унарне число, то (0; 0) 6= (c, d) 6= (1, 1).

Нехай xn — точка найбiльшого значення функцiї r на цилiндрi ∆Q2
a1a2...a2(k+n)

. Очевид-
но, що xn → x0, n→∞,

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
qn0 ,

|xn − x0| <

∣∣∣∣∣∆Q2

a1...a2k cd...cd︸ ︷︷ ︸
2n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qa2i−1qa2i

)
(qcqd)

n.

Але (c, d) ∈ {(0; 1), (1; 0)}, тодi q0

qcqd
> 1 i

r(xn)− r(x0)

|xn − x0|
>

(
k∏
i=1

qbi
qa2i−1qa2i

)(
q0

qcqd

)n
→∞, n→∞.

Тому в жодному з випадкiв 1 i 2 не iснує скiнченної границi

lim
n→∞

r(xn)− r(x0)

xn − x0
,

а отже, й скiнченної похiдної r′(x0).
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Оскiльки x0 — точка екстремуму функцiї, то r(x0) = ∆Q2

b1...bk(b), причому є точкою
максимуму, якщо b = 1, i точкою мiнiмуму, якщо b = 0. Але тодi x0 має таке Q2 -
зображення ∆Q2

c1...c2k(cd), причому (0, 0) 6= (c, d) 6= (1, 1), оскiльки за умовою x0 — Q2 -
унарне число. Кожен цилiндр достатньо великого рангу, який мiстить точку x0, має вигляд

∆Q2

c1...c2k cd...cd︸ ︷︷ ︸
2n

= [un; vn],

де
un = ∆Q2

c1...c2k cd...cd︸ ︷︷ ︸
2n

(0), vn = ∆Q2

c1...c2k cd...cd︸ ︷︷ ︸
2n

(1).

Тодi згiдно з означенням функцiї r(un) = r(vn) i r(un)− r(vn)

un − vn
= 0 для будь-якого n ∈ N.

Тому, враховуючи попереднi висновки й попереднє зауваження, констатуємо: функцiя r в
точцi x0 не має нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної.

Теорему 4 доведено.
Теорема 5. Функцiя r не має скiнченної похiдної в жоднiй Q2 -бiнарнiй точцi, причому

якщо Q2 -бiнарна точка є точкою екстремуму функцiї, то в нiй функцiя не має нi скiнченної,
нi нескiнченної похiдної.

Доведення. Нехай x0 = ∆Q2

c1...cm1(0) = ∆Q2

c1...cm0(1) — довiльна Q2 -бiнарна точка. Мож-
ливi випадки 1) m = 2k та 2) m = 2k − 1. Розглянемо їх окремо.

1. Нехай m = 2k i r
(

∆Q2

c1...c2k1(0)

)
= ∆Q2

b1...bkb(1−b), r
(

∆Q2

c1...c2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bkd(1−d).

1.1. Якщо b = 0 = d, то x0 — точка максимального значення функцiї на цилiндрах

∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

, (5)

∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

, n ∈ N. (6)

Нехай xn — точка найменшого значення функцiї r на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

, а xn —

точка найменшого значення функцiї на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

. Тодi

r(xn) = ∆Q2

b1...bk0 1...1︸︷︷︸
n

(0) = r(xn),

r(x0)− r(xn) = r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk0 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q0q

n
1 ;

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
q1q

2n+1
0 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < x0 − xn <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
q0q

2n+1
1 ,
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k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q1

(
q1

q2
0

)n
<
r(x0)− r(xn)

xn − x0
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q1q2
0

(
q1

q2
0

)n
,

r(x0)− r(xn)

x0 − xn
>

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qn+1
1

→∞, n→∞.

У цьому випадку функцiя не має нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної в точцi x0.

1.2. Якщо b = 1 = 1− d, то x0 є точкою найменшого значення функцiї r на цилiндрах
∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

i найбiльшого значення — на цилiндрах ∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

, n ∈ N.

Нехай xn — точка найбiльшого значення функцiї r на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

, а xn —

точка найменшого значення функцiї на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

. Тодi

r(xn) = ∆Q2

b1...bk1 0...0︸︷︷︸
n

(1), r(xn) = ∆Q2

b1...bk0 1...1︸︷︷︸
n

(0),

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk1 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

0 < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
2k∏
i=1

qci

)
q1q

2n+1
0 ,

r(xn)− r(x0)

xn − x0
>

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qn+1
0

→∞, n→∞.

Разом з цим

r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk0 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q0q

n
1 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < x0 − xn <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
2k∏
i=1

qci

)
q0q

2n+1
1 ,

r(x0)− r(xn)

x0 − xn
>

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qn+1
1

→∞, n→∞.

Отже, в цьому випадку функцiя скiнченної похiдної не має.
1.3. Якщо b = 0 = 1− d, то x0 є точкою найбiльшого значення функцiї r на кожному

з цилiндрiв послiдовностi (5) i точкою найменшого значення на кожному з цилiндрiв
послiдовностi (6). Якщо xn — точка найменшого значення на цилiндрi (5), то

r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk0 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q0q

n
1 ,
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c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
2k∏
i=1

qci

)
q1q

2n+1
0 ,

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q1

(
q1

q2
0

)n
<
r(x0)− r(xn)

xn − x0
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q1q2
0

(
q1

q2
0

)n
.

Якщо xn — точка найбiльшого значення функцiї на цилiндрi (6), то

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk1 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < x0 − xn <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
2k∏
i=1

qci

)
q0q

2n+1
1 ,

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q0

(
q0

q2
1

)n
<
r(xn)− r(x0)

x0 − xn
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q0q2
1

(
q0

q2
1

)n
.

Оскiльки q1

q2
0

> 1 або q0

q2
1

> 1, то принаймнi одне з вiдношень r(x0)− r(xn)

xn − x0
або

r(xn)− r(x0)

x0 − xn
прямує до нескiнченностi, коли n → ∞. Це свiдчить про те, що r′(x0)

не iснує. Якщо при цьому одне з чисел q1

q2
0

> 1 або q0

q2
1

> 1 менше або рiвне 1, то функцiя
не має нi скiнченної, нi нескiнченної похiдної.

1.4. Якщо b = 1 = d, тобто

r
(

∆Q2

c1...c2k1(0)

)
= ∆Q2

b1...bk1(0) = r
(

∆Q2

c1...c2k0(1)

)
,

то x0 — точка найменшого значення функцiї на цилiндрах обох видiв (5), (6). Якщо xn —
точка найбiльшого значення функцiї r на цилiндрi (5), то

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk1 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k10 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
2k∏
i=1

qci

)
q1q

2n+1
0 ,

r(xn)− r(x0)

xn − x0
>

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qn+1
0

→∞, n→∞.

Якщо xn — точка найбiльшого значення функцiї r на цилiндрi (6), то

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk1 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 2



242 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, С. П. РАТУШНЯК∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < x0 − xn <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k01 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =
2k∏
i=1

qci · q0q
2n+1
1 ,

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q0

(
q0

q2
1

)n
<
r(xn)− r(x0)

x0 − xn
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

q0q2
1

(
q0

q2
1

)n
.

Отже, у цьому випадку не iснує границi (нi скiнченної, нi нескiнченної) вiдношення
приросту функцiї до приросту аргументу при умовi, що прирiст аргументу прямує до нуля,
а тому не iснує й похiдної.

2. Розглянемо випадок: m = 2k − 1, тобто точку x0 = ∆Q2

c1...c2k−11(0) = ∆Q2

c1...c2k−10(1) i
вiдповiдне їй значення

r
(

∆Q2

c1...c2k−11(0)

)
= ∆Q2

b1...bk−1bk(1−bk), r
(

∆Q2

c1...c2k−10(1)

)
= ∆Q2

b1...bk−1[1−bk](bk).

У цьому випадку x0 є точкою найбiльшого значення функцiї r на всiх цилiндрах однiєї з
послiдовностей ∆Q2

c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸
2n

або ∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n

, а на цилiндрах iншої послiдовностi —

точкою найменшого значення.
Якщо bk = 0, то x0 є точкою найбiльшого значення функцiї на кожному з цилiндрiв

першої послiдовностi i точкою найменшого значення функцiї на цилiндрах другої послi-
довностi.

Якщо xn — точка найменшого значення функцiї на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸

2n

, то

r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk−10 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qbi

)
q0q

n
1 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
qc2k−1

q1q
2n
0 .

Звiдси (
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
q0

qc2k−1
q1

(
q1

q2
0

)n
<

<
r(x0)− r(xn)

xn − x0
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qc2k−1
q0q1

(
q1

q2
0

)n
.

Якщо xn — точка найбiльшого значення функцiї на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n

, то

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk−11 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < x0 − xn <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
qc2k−1

q0q
2n
1 ,

а тому

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 2



НЕПЕРЕРВНА НIДЕ НЕ ДИФЕРЕНЦIЙОВНА ФУНКЦIЯ З ФРАКТАЛЬНИМИ ВЛАСТИВОСТЯМИ . . . 243(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
q1

qc2k−1
q0

(
q0

q2
1

)n
<

<
r(xn)− r(x0)

x0 − xn
<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qc2k−1
q0q1

(
q0

q2
1

)n
.

Оскiльки принаймнi одне з чисел q1

q2
0

або q0

q2
1

бiльше 1, то принаймнi одне з вiдношень

r(x0)− r(xn)

x0 − xn
або r(xn)− r(x0)

xn − x0
прямує до −∞, коли n→∞. Якщо при цьому iнше число

менше або рiвне 1, то границя вiдношень нескiнченною бути не може.
Якщо bk = 1, то x0 є точкою найменшого значення функцiї на кожному з цилiндрiв

послiдовностi (5) i точкою найбiльшого значення функцiї на цилiндрах послiдовностi (6).
Якщо xn — точка найбiльшого значення функцiї r на цилiндрi ∆Q2

c1...c2k1 0...0︸︷︷︸
2n

, то

r(xn)− r(x0) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk−11 0...0︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qbi

)
q1q

n
0 ,

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸

2n+2

∣∣∣∣∣ < xn − x0 <

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−11 0...0︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
qc2k−1

q1q
2n
0 .

Звiдси

r(xn)− r(x0)

xn − x0
<

k−1∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

1

qc2k−1
qn0
→∞, n→∞,

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qc2k−1
qn0

<
r(xn)− r(x0)

xn − x0
<

<

(
k∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qc2k−1
qn+2

0

→∞, n→∞.

Якщо xn — точка найменшого значення функцiї r на цилiндрi ∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n

, то

r(x0)− r(xn) =

∣∣∣∣∣∆Q2

b1...bk−10 1...1︸︷︷︸
n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qbi

)
q0q

n
1 ,

0 < x0 − xn ≤

∣∣∣∣∣∆Q2
c1...c2k−10 1...1︸︷︷︸

2n

∣∣∣∣∣ =

(
k−1∏
i=1

qc2i−1qc2i

)
qc2k−1

q0q
2n
1 .

Звiдси маємо

r(x0)− r(xn)

x0 − xn
≥

(
k−1∏
i=1

qbi
qc2i−1qc2i

)
1

qc2k−1
qn1
→∞, n→∞.
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Тому

lim
n→∞

r(xn)− r(x0)

xn − x0
= lim

n→∞

r(x0)− r(xn)

x0 − xn
=∞.

Як бачимо, в усiх випадках похiдної функцiї r в точцi x0 не iснує.

Теорема 6. Якщо q0 = q2
1, що рiвносильне q0 =

3−
√

5

2
, або q1 = q2

0, що рiвносильне

q0 =

√
5− 1

2
, то функцiя r не має скiнченної похiдної в жоднiй точцi.

Доведення. З урахуванням теорем 4, 5 для доведення твердження досить розглянути
лише точку x0, що є Q2 -унарним числом. Тодi

x0 = ∆Q2
0...0︸︷︷︸
d1

1...1︸︷︷︸
e1

... 0...0︸︷︷︸
dn

1...1︸︷︷︸
en

....

Припустимо, що iснує скiнченна похiдна r′(x0), яка обчислюється за формулою

r′(x0) =

∞∏
k=1

qbk
qα2k−1(x0)qα2k(x0)

.

При виконаннi умов теореми серед множникiв нескiнченного добутку немає жодного,
меншого 1. При цьому серед них множникiв, бiльших числа

M = min

{
1

q0
,

1

q1
,
q1−i
q2
i

6= 1

}
> 1,

iснує нескiнченна кiлькiсть. Тому добуток є нескiнченним, що суперечить скiнченностi
r′(x0).

Теорему 6 доведено.
6. Симетрiї графiка та iнтегральнi властивостi функцiї. Функцiя r iнтегровна на [0; 1],

оскiльки є неперервною. Iнтеграл
∫ 1

0
r(x) dx дорiвнює площi вiдповiдної криволiнiйної

трапецiї. Введемо позначення для частин графiка

Γ =
{

(x; y) : x ∈ [0; 1], y = r(x)
}

функцiї r :

Γij =
{

(x, y) : x ∈ ∆Q2
ij , y = r(x), (i, j) ∈ A2

}
,

Γc1...c2k =
{

(x; y) : x ∈ ∆Q2
c1...c2k

, y = r(x), ci ∈ A, i = 1, 2k
}
,

а також для iнтегралiв

S =

1∫
0

r(x) dx, Sij =

∫
x∈∆

Q2
ij

r(x) dx, (i, j) ∈ A2.
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Лема 6. Графiк Γ функцiї r i його частина Γ00 афiнно-еквiвалентнi, причому ϕ(Γ) = Γ00,
де

ϕ :
{
x′ = q2

0x,

y′ = q0y.

Доведення. Нехай M(x, y) ∈ Γ, x = ∆Q2
α1α2...α2k..., y = r(x) = ∆Q2

b1b2...bk...
. Розглянемо

образ M ′(x′; y′) точки M(x, y) пiд дiєю афiнного перетворення ϕ :

x′ = q2
0x = ∆2

00α1α2...α2k...
, y′ = q0y = ∆Q2

0b1b2...bk...
.

Очевидно, що r(x′) = y′, а отже, M ′ ∈ Γ00. Очевидним є й те, що кожна точка M ′(x′, y′) ∈
∈ Γ00 є образом єдиної точки M(x, y) ∈ Γ.

Лему доведено.
Наслiдок 3. Для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується рiвнiсть r(q2

0x) = q0r(x).

Наслiдок 4. Має мiсце рiвнiсть

q20∫
0

r(x) dx = q3
0

1∫
0

r(x) dx,

зокрема при q0 =
1

2
маємо

1
4∫

0

r(x) dx =
1

23

1∫
0

r(x) dx.

Альтернативне (аналiтичне) обґрунтування останньої рiвностi:

q20∫
0

r(x) dx =

∫
x∈∆

Q2
00

q0(βb2 + βα3qα2 + . . .)d
(
0 + q2

0(βα3 + βα4qα3 + . . .)
)

=

= q3
0

∫
x∈∆

Q2
00

(βb2 + βα3qα2 + . . .)d(βα3 + βα4qα3 + . . .) = q2
0

1∫
0

r(x) dx.

Лема 7. Якщо точка M(x, y) належить частинi Γ00 графiка функцiї r, тобто x =
= ∆Q2

00α3α4...α2k...
, y = r(x) = ∆2

0b2b3...bk...
, то точка M ′ з координатамиx

′ = I(x) = ∆2
11[1−α3][1−α4]...[1−α2k]...,

y′ = I(y) = ∆Q2

1[1−b2][1−b3]...[1−bk]...

належить частинi Γ11 i навпаки.
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Доведення. Зауважимо, що(α2i+1, α2i+2) = (α2i−1, α2i)⇔ (1− α2i+1, 1− α2i+2) = (1− α2i−1, 1− α2i),

bi+1 = bi ⇔ 1− bi+1 = 1− bi,
i ∈ N.

1. Якщо α3 = α4 = 0, то b2 = 0, x′ = ∆Q2

1111[1−α5][1−α6]..., y
′ = ∆Q2

11[1−b3][1−b4].... Тому
очевидно, що r(x′) = y′.

2. Якщо (α3, α4) 6= (0, 0), то b2 = 1, x′ = ∆Q2

11[1−α3][1−α4][1−α5][1−α6]..., y
′ = ∆Q2

10[1−b3][1−b4]....

I в цьому випадку, як бачимо, r(x′) = y′.
Якщо M(x, y) ∈ Γ11, то аналогiчнi мiркування (за цiєю ж логiчною схемою) приводять

до висновку M ′(x′, y′) ∈ Γ00.
Лему доведено.
Наслiдок 5. Для будь-якого x ∈ ∆Q2

00 ∪∆Q2
11 виконується рiвнiсть

r(I(x)) = I(r(x)).

Наслiдок 6. Якщо q0 =
1

2
, то справджується рiвнiсть

∫
∆2

11

r(x) dx =
1

4
−

1
4∫

0

r(x) dx =
1

4
− 1

23

1∫
0

r(x) dx.

Дiйсно, якщо q0 =
1

2
, то I(x) = 1− x, I(y) = 1− y, а тому

∫
∆2

11

r(x) dx =

1∫
3
4

r(x) dx =

0∫
1
4

(1− y)d(1− x) =

1
4∫

0

(1− r(x)) dx =
1

4
− 1

23

1∫
0

r(x) dx.

Наслiдок 7. Якщо q0 =
1

2
, то

1∫
∆2

00∪∆2
11

r(x) dx =
1

4
.

Лема 8. Перетворення одиничного квадрата [0; 1]2

ϕ :

{
x′ = I(x) = ∆Q2

[1−α1(x)][1−α2(x)]...[1−α2k(x)]...,

y′ = y,

вiдображає частину Γ01 графiка Γ функцiї r на частину Γ10.

Доведення. Нехай M(x, y) ∈ Γ01, тобто x = ∆Q2
01α3α4...α2k...

, y = r(x) = ∆Q2

1b2...bk...
. Образ

M ′(x′, y′) точки M пiд дiєю перетворення ϕ має координати

x′ = I(x) = ∆Q2

10[1−α3][1−α4]...[1−α2k]..., y′ = ∆Q2

1b2...bk...
.
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Якщо (α3, α4) = (0, 1), то b2 = 1 i x′ = ∆Q2

1010[1−α5][1−α6]..., y
′ = ∆Q2

11b3...bk...
. Звiдси маємо

r(x′) = y′.

Якщо (α3, α4) 6= (0, 1), то b2 = 0, i тому r(x′) = y′. Отже, M ′(x′, y′) ∈ Γ10.

Обернене перетворення вiдображає Γ10 на Γ01.

Лему доведено.
Наслiдок 8. Для будь-якого x ∈ ∆Q2

01 ∪∆Q2
10 виконується рiвнiсть

r(I(x)) = r(x).

Наслiдок 9. Якщо q0 =
1

2
, то

∫
∆2

10

r(x) dx =

∫
∆2

01

r(x) dx.

Справдi, при q0 =
1

2
маємо I(x) = 1− x, а тому

∫
∆2

10

r(x) dx =

3
4∫

1
2

r(x) dx =

1
4∫

1
2

r(1− t) d(1− t) =

1
4∫

1
2

r(t) d(1− t) =

1
2∫

1
4

r(t) dt =

∫
∆2

01

r(x) dx.

Лема 9. Перетворення одиничного квадрата [0; 1]2

ϕ :

x
′ = q2

0 + q0q1x,

y′ = q0 + q1y,

переводить частину Γ01 графiка Γ функцiї r в частину Γ0101.

Доведення. Нехай M(x; y) ∈ Γ01, тобто x = ∆Q2
01α3α4...

, y = r(x) = ∆Q2

1b2b3...
. Образ

M ′ = ϕ(M) точки M має координати

x′ = q2
0 + q0q1x = ∆Q2

0101α3α4...
, y′ = q0 + q1y = ∆Q2

11b2b3...
.

Очевидно, що r(x′) = y′ i M ′ ∈ Γ0101.

Лему доведено.
Наслiдок 10. Для будь-якого x ∈ ∆Q2

01 виконується рiвнiсть

r(q2
0 + q0q1x) = q0 + q1r(x).

Наслiдок 11. Справджується рiвнiсть∫
∆

Q2
0101

r(x′) dx′ = q3
0q

2
1 + q0q

2
1

∫
∆

Q2
01

r(x) dx.
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Дiйсно,∫
∆

Q2
0101

r(x′) dx′ =

∫
∆

Q2
01

[q0 + q1r(x)]d(q2
0 + q0q1x) = q0q1

∫
∆

Q2
01

[q0 + q1r(x)]dx =

= q2
0q1(q0 − q2

0) + q0q
2
1

∫
∆

Q2
01

r(x) dx = q3
0q

2
1 + q0q

2
1

∫
∆

Q2
01

r(x) dx.

Наслiдок 12. Якщо q0 =
1

2
, то

∫
∆

Q2
0101

r(x) dx =
1

32
+

1

8

∫
∆

Q2
01

r(x) dx.

Далi нам будуть корисними оператори лiвостороннього та правостороннього зсувiв.
Нагадаємо їхнi означення.

Оператором лiвостороннього зсуву цифр Q2 -зображення чисел (оператором лiвосто-
роннього зсуву) називається функцiя ω, означена рiвнiстю ω

(
∆Q2
α1α2...αn

)
= ∆Q2

α2...αn... при
домовленостi не використовувати зображення з перiодом (1). Оператор лiвостороннього
зсуву є кусково-лiнiйною функцiєю, яка має вигляд

ω
(
x = ∆Q2

α1α2...αn...

)
=

1

qα1(x)
+
βα1(x)

qα1(x)
+
βα1(x)

qα1(x)
=


x

q0
при α1 = 0,

x

q1
+
q0

q1
при α1 = 1,

ωn(x) = ω
(
ωn−1

(
x = ∆Q2

α1α2...αn...

))
= ∆Q2

αn+1αn+2....

Оператором правостороннього зсуву цифр Q2 -зображення чисел (оператором правосторон-
нього зсуву) з параметром i ∈ {0, 1} називається функцiя δi, означена рiвнiстю δi

(
x =

= ∆Q2
α1α2...αn...

)
= ∆Q2

iα1α2...αn...
.

Оператор правостороннього зсуву δi є лiнiйною зростаючою функцiєю, яка має вигляд
δi(x) = βi + qi(x) та є оберненою до куска функцiї, визначеного на цилiндрi ∆Q2

i =
= [iq1−i; qi + iq1−i] = [βi;βi+1] :

δi1...in
(
x = ∆Q2

α1α2...αn...

)
= ∆Q2

i1i2...inα1α2...αn...
.

Теорема 7. Частина Γ01 графiка Γ функцiї r має структуру

Γ01 = Γ0100 ∪ Γ0101 ∪ Γ0110 ∪ Γ0111, (7)

де Γ01ij = {x ∈ ∆2
01ij , y = r(x)}, (i, j) ∈ A2. При цьому:

1) вiдображення ϕ :


x′ = δ0100(x) = q2

0 + q3
0q1x = ∆Q2

0100α1(x)α2(x)...,

y′ = δ10y = q0 + q0q1y = ∆Q2

10b1b2...
,

r
(
x = ∆Q2

α1α2...α2k...

)
= ∆Q2

b1b2...bk...
= y

переводить гра-

фiк Γ в його частину Γ0100 ;
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2) вiдображення ϕ :
{
x′ = δ01

(
I[ω2(x)]

)
= q2

0 + q0q1I(ω2(x)) = ∆Q2

01[1−α3(x)][1−α4(x)]...,

y′ = y = r(x)
пе-

реводить графiк Γ0100 в його частину Γ0111 i навпаки;

3) вiдображення ϕ :


x′ = δ01(I[ω2(x)]) = q2

0 + q0q1I(ω2(x)) = ∆Q2

01[1−α3(x)][1−α4(x)]...,

y′ = δ1(I[ω(y)]) = q0 + q1I(ω(y)) = ∆Q2

1[1−b2][1−b3]...,

r
(
x = ∆Q2

α1α2...α2k...

)
= ∆Q2

b1b2...bk...
= y

пе-

реводить Γ0101 в Γ0110 i навпаки.
Доведення. Рiвнiсть (7) є очевидною.
1. Нехай M(x; y) ∈ Γ, x = ∆Q2

α1α2...α2k..., y = r(x) = ∆Q2

b1b2...bk...
. Розглянемо образ

M ′(x′; y′) точки M пiд дiєю вiдображення ϕ :

x′ = q2
0 + q3

0q1x = ∆Q2
0100α1α2...α2k

, y′ = q0 + q0q1y = ∆Q2

10b1b2...bk...
.

Очевидно, що r(x′) = y′, а отже, M ′ ∈ Γ0100. Твердження 1 доведено.
2. Нехай M(x; y) ∈ Γ0100, тобто x = ∆Q2

0100α5α6...α2k...
, y = r(x) = ∆Q2

10b3b4...bk...
. Образ

M ′(x′; y′) точки M пiд дiєю вiдображення ϕ має координати

x′ = δ01(I[ω2(x)]) = ∆Q2

0111[1−α5][1−α6]..., y′ = y = r(x) = ∆Q2

10b3b4...bk...
.

Оскiльки рiвнiсть (α5, α6) = (0, 0) рiвносильна (1− α5, 1− α6) = (1, 1), то r(x′) = y′. Тому
ϕ(Γ0100) = Γ0111. Друга частина твердження випливає з iнволютивностi вiдображення ϕ.
Твердження 2 доведено.

3. Нехай M(x; y) ∈ Γ0101, тобто x = ∆Q2
0101α5α6...α2k...

, y = r(x) = ∆Q2

11b3b4...bk...
. Розгляне-

мо точку ϕ(M) = M ′(x′; y′) : x
′ = ∆Q2

0110[1−α5][1−α6]...,

y′ = ∆Q2

10[1−b3][1−b4]....

Якщо (α5, α6) = (0; 1), то x′ = ∆Q2

011010[1−α7][1−α8]... i b3 = 1, y′ = ∆Q2

100[1−b4][1−b5].... Звiдси
r(x′) = y′ i M ′(x′; y′) ∈ Γ0110.

Якщо (α5, α6) 6= (0; 1), то (1 − α5, 1 − α6) 6= (1; 0), b3 = 0 i y′ = ∆Q2

101[1−b4][1−b5].... Тому
ϕ(Γ0101) = Γ0110. Перетворення ϕ є iнволютивним, тому твердження 3 доведено.

Наслiдок 13. Для будь-якого x ∈ [0; 1] виконується рiвнiсть

r
(
q2

0 + q3
0q1x

)
= q0 + q0q1r(x).

Наслiдок 14. Має мiсце рiвнiсть

∫
∆

Q2
0100

r(x) dx = q4
0q1 + q4

0q
2
1

1∫
0

r(x) dx,

зокрема при q0 =
1

2
маємо ∫

∆2
0100

r(x) dx =
1

32
+

1

64

∫ 1

0
r(x) dx.
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Справдi, ∫
∆

Q2
0100

r(x′) dx′ =

1∫
0

q0 + q0q1r(x)d
(
q2

0 + q3
0q1x

)
=

= q4
0q1

1∫
0

[
1 + q1r(x)

]
dx = q4

0q1 + q4
0q

2
1

1∫
0

r(x) dx.

Наслiдок 15. Для будь-якого x ∈ ∆Q2
0100 ∪∆Q2

0111 виконується рiвнiсть

r
(
q2

0 + q0q1I[ω2(x)]
)

= r(x),

рiвносильна рiвностi r
(
∆Q2

01iiα5α6
. . .
)

= r
(
∆Q2

01[1−i][1−i][1−α5][1−α6]...

)
.

Наслiдок 16. Справджується рiвнiсть∫
∆

Q2
0111

r(x) dx = q0q1

∫
∆

Q2
0100

r
(
q2

0 + q0q1I[ω2(x)]
)
dI[ω2(x)].

Наслiдок 17. Якщо q0 =
1

2
, то

∫
∆2

0111

r(x) dx =

∫
∆2

0100

r(x) dx =
1

32
+

1

64

1∫
0

r(x) dx.

Наслiдок 18. Для будь-якого x ∈ ∆Q2
0101 ∪∆Q2

0110 виконується рiвнiсть

δ1

(
I[ω(r(x))]

)
= r
(
δ01(I[ω2(x)])

)
⇔ r

(
q2

0 + q0q1I[ω2(x)]
)

= q0 + q1I[ω(r(x))].

Наслiдок 19. Якщо q0 =
1

2
, то

∫
∆

Q2
0101∪∆2

0110

r(x) dx =
3

32
.

Справдi, оскiльки Γ0101 i Γ0110 симетричнi вiдносно точки C
(

3

8
;
3

4

)
, то

∫
∆2

0101∪∆2
0110

r(x) dx =

∫
∆2

0110

r(x) dx+

∫
∆2

0101

r(x) dx =

(
3

64
+ S

)
+

(
3

64
− S

)
=

3

32
,

де S =
1

16
=

∫
∆2

0101

r(x) dx.

Наслiдок 20. Якщо q0 =
1

2
, то

∫ 1

0
r(x) dx =

3

5
.

Справдi, враховуючи попереднi твердження

1∫
0

r(x) dx =

 ∫
∆

Q2
00

r(x) dx+

∫
∆

Q2
01

r(x) dx

+ 2

∫
∆

Q2
01

r(x) dx =
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=
1

4
+ 2

2

∫
∆

Q2
0100

r(x) dx+

 ∫
∆

Q2
0101

r(x) dx+

∫
∆

Q2
0110

r(x) dx


=

=
1

4
+ 2

2

 1

36
+

1

64

1∫
0

r(x) dx

+
3

32

=
9

16
+

1∫
0

r(x) dx.

Звiдси отримуємо
∫ 1

0
r(x) dx =

3

5
.

7. Узагальнення конструкцiї. Якщо зафiксувати елемент e ∈ A = {0; 1}, пару (i, j) ∈
∈ A2 ≡ A × A та замiнити умови в означеннi функцiї r

(
x = ∆Q2

α1α2...α2k...

)
= ∆Q2

r1r2...rk...

на

r1 =

{
e, якщо (α1, α2) = (i, j),

1− e, якщо (α1, α2) 6= (i, j),

rk+1 =

{
rk, якщо (α2k+1, α2k+2) = (α2k−1, α2k),

1− rk, якщо (α2k+1, α2k+2) 6= (α2k−1, α2k),

то отримаємо узагальнення f функцiї r зi збереженням властивостей неперервностi, нiде
не монотонностi, варiацiйних та диференцiальних властивостей, причому частково змi-
няться “симетрiї” графiка та iнтегральнi властивостi.

Лема 10. Означення функцiї f є коректним, а саме: значення функцiї не залежить вiд
зображення Q2 -бiнарної точки, тобто

f
(

∆Q2

a1...am0(1)

)
= f

(
∆Q2

a1...am1(0)

)
. (8)

Доведення. Нехай x0 = ∆Q2

a1...am1(0) = ∆Q2

a1...am0(1).

Випадки 1) m = 2k та 2) m = 2k − 1 розглянемо окремо.
1. Нехай m = 2k i r

(
∆Q2

a1...a2k1(0)

)
= ∆Q2

b1...bkb(1−b).

Якщо (a2k−1, ak) = (1, 0), то (a2k−1, a2k) 6= (0, 1), а отже,

f
(

∆Q2

a1...a2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bk[1−bk](bk).

Якщо (a2k−1, ak) 6= (1, 0), то (a2k−1, a2k) = (0, 1), i маємо

f
(

∆Q2

a1...a2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bkbk(1−bk).

Якщо (1, 0) 6= (a2k−1, ak) 6= (1, 0), то

f
(

∆Q2

a1...a2k0(1)

)
= ∆Q2

b1...bk[1−bk](bk).

Тому f
(

∆Q2

a1...a2k0(1)

)
= f

(
∆Q2

a1...a2k1(0)

)
.

2. Нехай m = 2k − 1. Тодi f
(

∆Q2

a1...a2k−11(0)

)
= ∆Q2

b1...bk−1bk(1−bk) i, оскiльки (a2k−1, 0) 6=

6= (1, 1), то f
(

∆Q2

a1...a2k−10(1)

)
= ∆Q2

b1...bk−1[1−bk](bk). Отже, i в цьому випадку виконується
рiвнiсть (8). Коректнiсть функцiї f обґрунтовано.

Лему доведено.

ISSN 1562-3076. Нелiнiйнi коливання, 2020, т. 23, № 2



252 М. В. ПРАЦЬОВИТИЙ, С. П. РАТУШНЯК

Зауваження 5. Iснує 8 способiв вибору елемента e та пари (i; j). Тому дана конструкцiя
мiстить 8 рiзних функцiй. Зокрема, при e = 0 та (i; j) = (1; 1) маємо f(x) = r(I(x)), а при
e = 1 та (i; j) = (0; 0) — f(x) = I(r(x)).
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