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New properties of solutions of linear systems of functional-differential equations with a linearly
transformed argument are found.

Одержано новi властивостi розв’язкiв лiнiйних систем диференцiально-функцiональних рiвнянь iз
лiнiйно перетвореним аргументом.

У цiй статтi розглянуто систему рiвнянь
ξ′(t) = A1ξ(t) +B1ξ(qt) + C1ξ

′(qt) + F1(t), (1)
де A1, B1, C1 —дiйснi матрицi розмiру n×n, 0 < q < 1, функцiя F1 : [0,+∞)→ Rn непе-
рервна. Цю систему як окремий випадок вивчено в [1], де отримано асимптотичнi оцiнки
для досить гладких розв’язкiв. Ранiше в [2] (перший приклад) було встановлено взаємо-
зв’язок мiж гладкiстю розв’язкiв системи (1) та їхньою асимптотичною поведiнкою. Тому
головною метою статтi є знаходження достатнiх умов для того, щоб асимптотика досить
гладких i неперервних розв’язкiв збiгалася. Для цього застосовано теореми порiвняння з
теорiї монотонних динамiчних систем для диференцiально-функцiональних рiвнянь ней-
трального типу [3].

Зробимо в системi (1) логарифмiчну замiну незалежної змiнної ξ(t) = y

(
ln t

ln q−1

)
, s =

=
ln t

ln q−1
, γ = ln q−1 > 0 :

d

ds

{
y(s)− q−1C1y(s− 1)

}
= eγsγ {A1y(s) +B1y(s− 1) + F1 (e

γs)} , (2)

i перейдемо до аналогiчного рiвняння
d

dt
{x(t)− Cx(t− 1)} = eγt {Ax(t) +Bx(t− 1)}+ F (t), (3)

де A, B, C — дiйснi матрицi розмiру n× n, γ > 0, функцiя F : R→ Rn неперервна.
Дотримуючись визначень i позначень роботи [3], одержуємо D(ϕ) = ϕ(0) − Cϕ(−1),

f(t, ϕ) = eγt {Aϕ(0) +Bϕ(−1)}+ F (t), ϕ : [−1, 0]→ Rn, ϕ ∈ C[−1, 0] df=Cr, i для ϕ,ψ ∈ Cr
вводимо вiдношення порядку

ϕ ≤
Cr

ψ ⇔ ϕi(θ) ≤ ψi(θ) ∀θ ∈ [−1, 0], i = 1, n,
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для векторiв v, w ∈ Rn визначимо v ≤
Rn
w ⇔ vi ≤ wi, i = 1, n. Тодi

ϕ≤
D
ψ ⇔ ϕ ≤

Cr

ψ ∧ D(ϕ) ≤
Rn
D(ψ).

Вiдношення <, << визначено звичайним способом (див., наприклад, [3; 4, с. 1; 5, с. 241]).
Для перевiрки умов (М), (Р), (I), (Т) з роботи [3] запишемо спiввiдношення

f(t, ψ)− f(t, ϕ) = eγt
{
A (D(ψ)−D(ϕ)) + (AC +B) [ψ(−1)− ϕ(−1)]

}
i припустимо, що недiагональнi елементи матрицi A — невiд’ємнi числа (маємо на увазi
лише головну дiагональ), всi елементи матриць C, AC + B теж невiд’ємнi. Тодi умови
(М) i (Р) виконуються. Якщо додатково припустити, що в матрицi AC +B немає нульових
стовпцiв, то виконується умова (I). А якщо зробити бiльш сильне додаткове припущення,
що матриця AC +B незвiдна, то виконуються умови (I) та (Т).

Визначення розв’язку початкової задачi (3), x(σ+ θ) = ϕ(θ), θ ∈ [−1, 0], ϕ ∈ Cr, σ ∈ R,
i доведення його iснування та єдиностi є в [3], [6] (розд. 12). Позначимо цей розв’язок
символом x(t;σ, ϕ), t ∈ [σ − 1, τ (σ, ϕ)) , τ (σ, ϕ) > σ. Як завжди, xt(σ, ϕ) = x(t + θ;σ, ϕ),
θ ∈ [−1, 0], тобто xt(σ, ϕ) ∈ Cr.

Теорема. 1) якщо елементи матрицi A, якi не належать головнiй дiагоналi, i всi елементи
матриць C, AC+B —невiд’ємнi числа, то для будь-яких σ ∈ R, ϕ, ψ ∈ Cr таких, що ϕ≤

D
ψ,

виконується нерiвнiсть xt(σ, ϕ)≤
D
xt(σ, ψ) для всiх t ∈ [σ, τ∗), де τ∗ = min{τ(σ, ϕ), τ(σ, ψ)};

2) якщо елементи матрицi A, якi не належать головнiй дiагоналi, i всi елементи матрицi
C, а також незвiдної матрицi AC + B — невiд’ємнi числа, то для будь-яких σ ∈ R,
ϕ, ψ ∈ Cr таких, що ϕ<

D
ψ i τ∗ > σ + n, виконуються нерiвностi x(t;σ, ϕ)<<

Rn
x(t;σ, ψ) i

D(xt(σ, ϕ))<<
Rn

D(xt(σ, ψ)) для всiх t ∈ (σ + n, τ∗).

Доведення. З урахуванням зроблених вище зауважень щодо умов (М), (Р), (I), (Т) з
роботи [3] для системи (3) твердження теореми 1) i 2) випливають iз леми 3.1 i теореми 3.1
з [3] вiдповiдно.

Теорему доведено.
Позначимо розв’язок початкової задачi (1) ξ(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [qσ, σ], σ > 0, ϕ ∈ C[qσ, σ]

символом ξ(t;σ, ϕ), t ∈ [qσ, τ(σ, ϕ)), τ(σ, ϕ) > σ i з урахуванням (2) переформулюємо
теорему для системи (1).

Наслiдок. 1) якщо елементи матрицi A1, якi не належать головнiй дiагоналi, i всi елемен-
ти матриць C1, q

−1A1C1 +B1 — невiд’ємнi числа, то для будь-яких σ > 0, ϕ, ψ ∈ C[qσ, σ]
таких, що ϕ(θ) ≤

Rn
ψ(θ) для будь-яких θ ∈ [qσ, σ] i ϕ(σ)− q−1C1ϕ(qσ) ≤

Rn
ψ(σ)− q−1C1ψ(qσ),

виконуються нерiвностi
ξ(t;σ, ϕ) ≤

Rn
ξ(t;σ, ψ) i ξ(t;σ, ϕ)− q−1C1ξ(qt;σ, ϕ) ≤

Rn
ξ(t;σ, ψ)− q−1C1ξ(qt;σ, ψ),

для всiх t ∈ [σ, τ∗), де τ∗ = min {τ(σ, ϕ), τ(σ, ψ)} ;
2) якщо елементи матрицi A1, якi не належать головнiй дiагоналi, i всi елементи матрицi

C1, а також незвiдної матрицi q−1A1C1 + B1 — невiд’ємнi числа, то для будь-яких σ > 0,
ϕ, ψ ∈ C[qσ, σ] таких, що ϕ(θ) ≤

Rn
ψ(θ) для будь-яких θ ∈ [qσ, σ], ϕ(σ)−q−1C1ϕ(qσ) ≤

Rn
ψ(σ)−

− q−1C1ψ(qσ), ϕ 6= ψ i τ∗ > q−nσ, виконуються нерiвностi
ξ(t;σ, ϕ)<<

Rn
ξ(t;σ, ψ) i ξ(t;σ, ϕ)− q−1C1ξ(qt;σ, ϕ)<<

Rn
ξ(t;σ, ψ)− q−1C1ξ(qt;σ, ψ)

для всiх t ∈ (q−nσ, τ∗).
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Покажемо, як можна використовувати наслiдок для оцiнки розв’язкiв системи (1),
на прикладi. Для цього припустимо, що неоднорiднiсть F1(t) — це аналiтична функцiя
в околi нуля, яка зображується в ньому у виглядi степеневого ряду F1(t) =

∑+∞

k=0
fkt

k.

Будемо шукати розв’язок задачi Кошi (1) ξ(0) = ξ0 теж у виглядi ряду ξ(t) =
∑+∞

k=0
ξkt

k.

Пiсля його пiдстановки в (1) отримуємо

ξk+1 = (k + 1)−1
(
I − qkC1

)−1 {(
A1 + qkB1

)
ξk + fk

}
,

де k ≥ 0 i матрицi I − qkC1 вважаємо невиродженими. Надалi числа Mi, hi — невiд’ємнi
постiйнi, i для x = (x1, . . . , xn)

T визначимо (x)i = xi, ‖x‖ = max {|xi| : 1 ≤ i ≤ n} , ‖A‖ =
= max {‖Ax‖ : ‖x‖ = 1} . Якщо зробити оцiнки∥∥∥(I − C1q

k
)−1∥∥∥ ≤M1,

∥∥∥A1 +B1q
k
∥∥∥ ≤M2, ‖fk‖ ≤Mk

3 h1, k ≥ 0,

то для чисел M4, h2 таких, що ‖ξ0‖ ≤ h2, h1 ≤ h2, M3 ≤ M4, M1(M2 + 1) ≤ M4,
методом математичної iндукцiї можна довести нерiвнiсть ‖ξk‖ ≤ Mk

4 h2, k ≥ 0. Виберемо
h2 = ‖ξ0‖ + h1. Тодi залишок степеневого ряду аналiтичного розв’язку можна оцiнити
таким чином: ∥∥∥∥∥

+∞∑
k=1

ξkt
k

∥∥∥∥∥ ≤ (‖ξ0‖+ h1)
M4t

1−M4t
.

Виберемо як початкове значення ξ(0) = lv, де v >>
Rn

0 — деякий вектор i l > 0 — деяка
константа. Будемо вважати, при необхiдностi збiльшуючи множник l, що ‖ξ0‖ ≥ h1. Тепер
оцiнимо m-ту координату степеневого ряду∣∣∣∣∣ξ0,m +

+∞∑
k=1

ξk,mt
k

∣∣∣∣∣ ≥ |ξ0,m| − (‖ξ0‖+ h1)
M4t

1−M4t
≥ |ξ0,m|

(
1− 2

‖ξ0‖
|ξ0,m|

M4t

1−M4t

)
=

= |ξ0,m|
(
1− 2

‖v‖
|vm|

M4t

1−M4t

)
≥ |ξ0,m|

2

при 0 ≤ t ≤ δm, де δm — досить мале додатне число.
Таким чином, на вiдрiзку 0 ≤ t ≤ δ df

= min1≤m≤n δm виконується нерiвнiсть

ξ(t) ≥
Rn

ξ0
2

=
l

2
v >>
Rn

0.

Якщо припустити, що для вектора v виконується додаткова нерiвнiсть v−q−1C1v >>
Rn

0,

то за допомогою аналогiчних мiркувань можна показати, що на деякому вiдрiзку 0 ≤ t ≤ ε,
де константа ε > 0 не залежить вiд вектора ξ0, ‖ξ0‖ ≥ h1, виконується нерiвнiсть

ξ(t)− q−1C1ξ(qt) ≥
Rn

ξ0 − q−1C1ξ0
2

=
l

2

(
v − q−1C1v

)
>>
Rn

0.

Застосовуючи такi ж викладки до початкового вектора ξ(0) = −lv, ‖ξ0‖ ≥ h1, отримує-
мо нерiвностi

ξ(t) ≤
Rn
− l
2
v <<
Rn

0, ξ(t)− q−1C1ξ(qt) ≤
Rn
− l
2

(
v − q−1C1v

)
<<
Rn

0

для 0 ≤ t ≤ min{δ, ε}.
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Якщо неперервний розв’язок системи (1) iснує на деякому вiдрiзку [qσ, σ], де 0 < σ <
< min{δ, ε}, то до нього можна застосувати наслiдок i обмежити зверху i знизу аналiтични-
ми розв’язками, якi в околi нуля нескiнченно неперервно диференцiйовнi. Асимптотичнi
властивостi останнiх вивчалися в [1].

На закiнчення зробимо кiлька зауважень щодо нелiнiйних скалярних рiвнянь, якi з’яв-
ляються в квантовiй механiцi, а саме: про рiвняння Шабата (див., наприклад, [7 – 9] i
наведену там лiтературу)

d

dt
(x(t) + qx(qt)) + x2(t)− q2x2(qt) = µ, (4)

i про два рiвняння, якi нещодавно було отримано в [10]:

d

dt
(x(t) + qx(qt))− (qx(qt)− x(t))2 = µ, (5)

d

dt
(x(t) + x(t+ h)) + x2(t)− x2(t+ h) = µ. (6)

Розглянемо функцiонал

V (t) = x(t) + qx(qt) +

t∫
qt

x2(s)ds

при 0 < q < 1. Його похiдна вiдповiдно до рiвняння (4) дорiвнює

V ′(t) = µ−
(
q − q2

)
x2(qt) ≤ µ.

Якщо неперервний розв’язок x(t) iснує на деякiй пiвосi [t0,+∞), t0 ≥ 0, i обмежений
знизу, то функцiонал V (t) теж обмежений знизу. Якщо при цьому додатково припустити
вiд’ємнiсть µ, то приходимо до суперечностi. Тобто при вiд’ємному µ не iснує визначених
на пiвосi й обмежених знизу розв’язкiв рiвняння (4).

Згiдно з [7] для розв’язкiв, визначених на кiнцевому пiвiнтервалi [t0, Tmax), Tmax < +∞,
повинна виконуватись умова lim supt→Tmax−0 |x(t)| = +∞. Якщо µ ≤ 0, то функцiонал V (t)
обмежений зверху числом V (0), а отже, з нерiвностi V (t) ≥ x(t) + qx(qt) i передостанньої
умови отримуємо необмеженiсть x(t) знизу. Бiльш того, x(t)→ −∞, t→ Tmax−0, оскiльки
в iншому випадку лiнiйна комбiнацiя x(t)+qx(qt) була б необмеженою знизу i в той же час
не прямувала б до −∞ при t→ Tmax−0, але це неможливо, тому що згiдно з рiвнянням (4)
похiдна d

dt
(x(t) + qx(qt)) обмежена зверху.

Зокрема, при µ < 0 всi розв’язки необмеженi знизу.
Окремо видiлимо таку властивiсть: якщо µ = 0, то з нерiвностi V (t) ≥ x(t) + qx(qt)

отримуємо, що обмеженiсть знизу розв’язку рiвняння (4) приводить до його обмеженостi
зверху.

Зробленi зауваження щодо рiвняння (4) частково пiдтверджують i доповнюють третє
припущення з [7].

У випадку q > 1 можна застосувати викладену вище схему мiркувань i отримати
аналогiчнi результати.
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Тепер розглянемо функцiонал

W (t) = x(t) + qx(qt)−
t∫

qt

(qx(qs)− x(s))2ds

при 0 < q < 1. Його похiдна вiдповiдно до рiвняння (5) дорiвнює

W ′(t) = µ+ q
(
qx
(
q2t
)
− x(qt)

)2 ≥ µ.
Якщо неперервний розв’язок x(t) рiвняння (5) iснує на деякiй пiвосi [t0,+∞), t0 ≥ 0, i
обмежений зверху, то функцiонал W (t) теж обмежений зверху. Якщо при цьому додатково
припустити додатнiсть µ, то приходимо до суперечностi. Тобто при додатному µ не iснує
визначених на пiвосi й обмежених зверху розв’язкiв рiвняння (5).

Повторюючи логiку мiркувань для рiвняння (4) i функцiоналу V (t) з очевидними змi-
нами, отримуємо ще кiлька властивостей:

1) якщо µ ≥ 0 i розв’язок x(t) рiвняння (5) iснує на кiнцевому пiвiнтервалi [t0, Tmax),
Tmax < +∞, то x(t)→ +∞, t→ Tmax − 0 ;

2) при µ > 0 всi розв’язки необмеженi зверху;
3) якщо µ = 0, то обмеженiсть зверху розв’язку рiвняння (5) приводить до його обме-

женостi знизу.

Припустимо, що µ < 0, 0 < q < 1, i розглянемо постiйний розв’язок −
√
|µ|

1− q
рiвнян-

ня (5). Зробимо замiну змiнних x(t) = −
√
|µ|

1− q
+ y(t) :

d

dt
(y(t) + qy(qt)) = −2

√
|µ|y(t) + 2

√
|µ|qy(qt) + (qy(qt)− y(t))2. (7)

Останнє рiвняння як окремий випадок бiльш загальних рiвнянь вивчалося в [11] (теоре-
ма 4), де для нього отримано такий результат: для будь-якого ε > 0 iснують константи
j ∈ N i 0 < δ < σ < +∞ такi, що для j разiв неперервно диференцiйовних розв’язкiв y(t) рiв-
няння (7), що задовольняють умову

∣∣y(m)(θ)
∣∣ ≤ δ, θ ∈ [qt0, t0], t0 > 0, m = 0, j, виконується

оцiнка

max
{
|y(t)|,

∣∣y′(t)∣∣ , . . . , ∣∣∣y(j)(t)∣∣∣} ≤ σt−1+ε (8)

при t ≥ qt0. Можна вибрати параметр j ≥ 2. Тодi з (7) отримуємо рiвнiсть
d

dt

(
y′(t) + q2y′(qt)

)
= −

{
2
√
|µ|+ 2(qy(qt)− y(t))

}
y′(t)+

+
{
2
√
|µ|q2 + 2q2(qy(qt)− y(t))

}
y′(qt).

Враховуючи (8) i застосовуючи до останнього рiвняння лему 8 з [7] iз параметром α =

= −3

2
+ ε, отримуємо оцiнку y′(t) = O

(
t−

3
2
+ε
)
, t → +∞. Виберемо число ε <

1

2
. Тодi

рiвняння (7) можна записати у виглядi y(t) − qy(qt) = O
(
t−

3
2
+ε
)
, t → +∞. Застосовуючи

лему 3 з [7] до останньої тотожностi, одержуємо бiльш точну оцiнку розв’язку

y(t) = t−1h

(
ln t

ln q−1

)
+O

(
t−

3
2
+ε
)
, t→ +∞,

де h — неперервна перiодична функцiя з перiодом 1.
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У випадку q > 1, µ > 0 за допомогою функцiоналу W (t) для розв’язкiв рiвняння (5),
визначених на пiвосi, отримуємо нерiвнiсть(

lim sup
t→+∞

|x(t)|
)2

(q + 1)2(q − 1) ≥ µ.

Функцiя x(t) = a sin

(
(2n+ 1)πt

h
+ b

)
, n ∈ Z, a, b, h, t ∈ C, h 6= 0, є частковим

розв’язком рiвняння (6) при µ = 0. Проiнтегрувавши це рiвняння, одержимо тотожнiсть

x(t) + x(t+ h) +

t∫
t+h

x2(s)ds = x(t0) + x(t0 + h) +

t0∫
t0+h

x2(s)ds+ µ(t− t0),

яка дозволяє довести твердження, аналогiчнi до здобутих вище для рiвнянь (4), (5).
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