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У роботі [1] запропоновано ідею оптима-
льного розподілу потоків природного газу між 
окремими групами газогінних  агрегатів за кри-
терієм мінімальних енергетичних затрат на їх 
експлуатацію. При цьому допускалось, що ха-
рактеристики однотипних нагнітачів у групі 
ідентичні і не змінюються з плином часу. Але у 
процесі експлуатації газоперекачувальних агре-
гатів (ГПА) природного газу відбувається зміна 
їх технічного стану під дією експлуатаційних 
чинників. Вплив таких чинників визначається, 
крім вказаного у [2], режимами роботи, власти-
востями робочого середовища, впливом оточу-
ючої атмосфери, а також якістю і своєчасністю 
проведення ремонтних робіт, дотриманням  
обслуговуючим персоналом правил технічної 
експлуатації. Вплив конструктивно-виробничих 
та експлуатаційних чинників на показники ро-
боти ГПА має випадковий характер і проявля-
ється у їх відхиленні від паспортних даних.  

Таким чином, актуальною є задача враху-
вання технічного стану кожного нагнітача при 
розроблянні методу оптимального керування 
розподілу навантаження між паралельно 
з’єднаними нагнітачами, які утворюють групу. 
Для вирішення поставленої задачі у роботі [3] 
пропонується нагнітачі ранжувати за технічним 

станом, використовуючи для цього теорію не-
чітких множин. Основними параметрами, які 
визначають технічний стан i -того ГПА, були 
вибрані: швидкість накопичення продуктів 
спрацювання в моторній оливі, коефіцієнт тех-
нічного стану нагнітача за політропічним к.к.д., 
коефіцієнт технічного стану газотурбінного 
двигуна (ГТД) за потужністю, віброшвидкість 
та вібропереміщення (максимальні значення 
серед усіх контрольованих точок). На основі 
нечіткого висновку і за результатами опиту-
ванням експертів визначались коефіцієнти за-
вантаження кожного із ГПА, за величиною 
яких коректувались частоти обертання ротора 
відцентрових нагнітачі природного газу. Недо-
ліком запропонованого методу є те, що для ви-
значення коефіцієнта завантаження кожного із 
нагнітачів необхідно залучати експертів, що 
вносить суб’єктивний елемент у визначення 
числового значення такого коефіцієнта. Крім 
того, це ускладнює процес автоматичного ви-
значення технічного стану кожного ГПА із 
групи паралельно працюючих агрегатів.   

У даній роботі процес визначення коефіці-
єнта завантаження відцентрового нагнітача 
ґрунтується на інтегральному показникові [4], 
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який комплексно характеризує технічний стан 
кожного ГПА.  

Суть методу полягає ось у чому. Для пев-
ної частини чи вузла ГПА формуються показ-
ники їх технічного стану. З плином часу ці 
сформовані показники змінюють своє значення 
внаслідок деградації робочих органів ГПА. 
Якщо побудувати простори параметрів техніч-
них станів, то значення таких параметрів утво-
рять класи, які будуть відповідати різним ста-
нам окремих вузлів чи частинам ГПА. Припус-
тимо, що кожний вузол чи частина характери-
зується ( )j

is  станами ( i  – номер стану; j  – но-
мер вузла чи частини ГПА), які у просторі па-
раметрів утворюють певні класи. Присвоїмо 
кожному класу певний рейтинг ( )j

ir , значення 
якого будуть характеризувати технічний стан 
вузла чи частини ГПА. Нехай у певний момент 
часу параметри, що характеризують технічний 
стан вузла чи частини ГПА, у просторі техніч-
них станів відображаються точкою ( )jP . У пев-
ний період експлуатації ГПА кожній точці ( )jP  
поставимо у відповідність певний рейтинг ( )jr . 
Тоді інтегральна оцінка технічного стану ГПА 
буде визначатись наступним чином: 

( ) ( ) ( )1 2 M
i k lR r r ... r= + + + ,             (1) 

де: M  - кількість агрегатів (вузлів) ГПА; 
{ }11 2 1i , ,...N∈ − ; { }21 2 1k , ,...N∈ − ; …; 

{ }1 2 1Ml , ,...N∈ − ; 

jN , 1j ,M=  – кількість класів у просторі 
технічних станів j -го агрегату (вузла) ГПА. 

Останній клас ( )jN  відповідає передаварій-
ному станові одному із вузлів (частині) ГПА. 
Якщо точка  ( )jP , 1j ,M= , яка характеризує 
технічний стан вузла j  (частини), потрапляє до 
класу jN , то стан ГПА у цілому вважається 
передаварійним.  

Якщо тепер технічний стан ГПА охарак-
теризувати qK градаціями (наприклад, «норма-
льний», «задовільний», «передаварійний»), то 
при виконанні наступної умови: 

( ) ( )q q
min maxR R R≤ < ,                        (2) 

де ( )q
minR , ( )q

maxR  – нижня і верхня межі qK -града-

ції, технічний стан ГПА відносимо до qK -гра-
дації. 

Для розбиття площини параметрів техніч-
них станів на окремі класи використана ней-
ронна мережа Кохонена. 

Мережі Кохонена функціонують у відпо-
відності з алгоритмом, у якому реалізований 
принцип конкуренції. Згідно з цим принципом 
мережа ініціалізується шляхом надання нейро-
ном певних позицій у просторі і зв’язування їх 
з сусідами на постійній основі, тобто здійсню-
ється функціонування мережі за правилом «пе-
реможець отримує все». 

Припускається, що у просторі ознак кож-
ний технологічний параметр, який характери-
зує технічний стан певного вузла ГПА, відне-
сений до певного класу. Необхідно побудувати 
роздільну поверхню між першим і другим кла-
сами; потім між другим і третім класами і т. д. 
Отже задача побудови роздільних функцій між 
M класами зводиться до побудови роздільних 
функцій між двома класами [5].  

З метою інтегральної оцінки технічного 
стану ГПА оцінювався технічний стан найвід-
повідальніших його вузлів – мастильної систе-
ми, проточної частини та підшипників ВЦН. 
Технічний стан кожного із них характеризував-
ся трьома класами, кожному із яких присвоєні 
такі назви: «нормальний», «задовільний»,  
«передаварійний». Нехай рейтинг нормального 
стану – 3, задовільного – 2, а передаварійного – 1. 
Тоді потрапляння будь-якого із вказаних пара-
метрів, які характеризують технічний стан 
ГПА, до однієї з областей, що помічена циф-
рою «1», буде означати перебування його у пе-
редаварійному стані.  Наприклад, для чотирьох 
елементів, які аналізуються, нормальний стан 
ГПА буде мати місце тоді, коли 12R= . І, на-
решті, задовільний стан ГПА буде визначатись 
умовою, яка випливає із співвідношення (2) 

( ) ( )2 2
min maxR R R≤ ≤ , 

Для випадку, що розглядається  ( )2 8minR = ; 
( )2 11maxR = . 
Допустимо, що жоден із паралельно пра-

цюючих ГПА не знаходиться у передаварійно-
му стані. Для такого випадку визначимо відно-
сний показник оцінки технічного стану i -го 
ГПА 

1

н

i
i m

j
j

R
k

R
=

=

∑
, 

де нm – кількість ГПА. 
Тоді задачу оптимізації процесу компри-

мування природного газу сформуємо наступ-
ним чином: необхідно вибрати такий режим 
роботи кожного ГПА, щоб загальні витрати на 
компримування газу були б мінімальними  

( ) ( )
1

m

i i
i

J n C G n
=

= ∑ ,                  (3) 

при виконанні наступних обмежень: 

,min ,maxi i in n n≤ ≤ , 1, нi m= ,            (4) 

( )
1

m

i i i
i

q k Q n
=

= ⋅∑ ,                    (5) 

де: ( )1 2, ,...,
н

T

mn n n n=  – вектор частот обер-
тання роторів відцентрових нагнітачів природ-
ного газу; C  – вартість одиниці об’єму палив-
ного газу; ( )i iG n  – об’ємна витрата технологі-
чного газу віднесена до нормальних умов, яку 
споживає i -тий агрегат; ,min ,max,i in n  – мінімаль-
не та максимальне значення частот обертання 
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ротора i -го нагнітача; 
н

Q
q

m
=  – середня проду-

ктивність нагнітача у групі; ( )i iQ n  – об’ємна 
продуктивність  i -го нагнітача. 

Мінімальне значення частоти обертання 
ВЦН ,minin   вибирається, виходячи з умови без-
помпажного режиму роботи нагнітача. 

У відповідності з технологічним режимом 
необхідно обмежити температуру газу на вихо-
ді із нагнітача – outT  і температуру продуктів 
згоряння на виході ТНТ – vT . 

 ( )max
out outT T≤ ,                         (6) 

( )max
v vT T≤ ,                          (7) 

де ( )max
outT , ( )max

vT  – максимально допустимі зна-
чення величин outT  та vT . 

При виконанні обмежень (6)–(7) повинна 
виконуватись вимога забезпечення заданої про-
дуктивності КС 

( )
1

нm

i i
i

Q Q n
=

=∑ .                        (8) 

Тиск на вході нагнітача задається режи-
мом роботи попередньої компресорної станції і 
він є відомим, а тиск на виході нагнітача пови-
нен мати певне значення, тоді ступінь підви-
щення тиску газу у нагнітачі ε  є визначеною 
величиною 0ε . 

При врахуванні відносного показника оці-
нки технічного стану ГПА вираз (8) трансфор-
мується в обмеження (5). 

Оскільки залежність температури викид-
них газів  

( ) ( ) ( )1 , , , , ,i i
out i in i in c cT f n T P T P= ε          (9) 

і температури газу на виході із ВЦН 
 ( ) ( ) ( )2 , , , , ,i i

i in i in c cT f n T P T P=ν ε         (10) 
є функціями технологічних параметрів – тем-
ператури газу на вході в нагнітач inT , ступеня 
підвищення тиску газу ε , тиску газу на вході в 
нагнітач inP , температури cT  та тиску cP  на-
вколишнього середовища, які відомі, то підста-
вивши їх у рівняння (9), (10), отримаємо залеж-
ності ( ) ( ) ( )2

i i
out iT nψ=  і ( ) ( ) ( )4

i i
iT nν ψ= . Ці залежно-

сті будуть лише функціями однієї змінної n . 
Обмеження (6) і (7) задають верхню межу зна-
чень температур - ( )max

outT  і ( )maxTν , що приводить 

до отримання рівнянь ( ) ( )( ) ( )max
1 0i out

i outn Tψ − =  і 

( ) ( )( ) ( )max
2 0i v

in Tνψ − = . У результаті отримаємо 

рівняння, додатними коренями яких будуть ве-

личини – ( )
,max
out

in  і ( )
,maxin ν . Тоді 

( ) ( )( ),max ,max ,max ,maxmin , ,out
i i i in n n nν= % , де ,maxin%  – мак-

симальне допустиме значення частоти обертан-
ня ротора нагнітача.  

Для завершення формалізації задачі (3)–
(5) необхідно витрату паливного газу iG  та 
продуктивність i -го нагнітача iQ  виразити че-
рез 

i
n  
Проведений аналіз літературних джерел і 

роботи компресорних станцій виявив [6]–[8], 
що 

( ) ( ){ } ( ), , , , ,i i
j i in i c cG Q f n T T P= ε , 

j =3, 4, 1, нi m= .                     (11) 

Знаючи величини  inT , iε , inP , cT  та cP , із 

рівнянь (11), визначимо ( ) ( ) ( )3
i

i i iG n f n=  і 

( ) ( ) ( )4
i

i i iQ n f n= . 
Таким чином, оптимізація процесу комп-

римування природного газу зводиться до зна-
ходження мінімуму функціоналу (3) з враху-
ванням обмежень (4) і (5). При цьому в обме-
женні (5) враховується технічний стан i -го 
ГПА через його відносний показник оцінки 
технічного стану ik .   

Задача (3)–(5) є задачею нелінійного про-
грамування, для розв’язку якої можна викорис-
тати прямі або непрямі методи. 

У прямих методах безпосередньо викори-
стовують обмеження на змінні і пошук оптима-
льного рішення здійснюють шляхом генерації 
послідовності значень ( )k

in , 1,i m= , 0,1,2,...k =  
таких, що критерій оптимальності (5) зменшує 
своє значення в міру зростання k .  Серед не-
прямих методів найчастіше використовують 
метод проекції градієнтів [9], метод змінного 
допуску [10] та метод Бокса [11].  

У задачі нелінійного програмування об-
меження утворюють деяку область Ω . Програ-
мна реалізація методу починається з вибору 
деякої початкової точки ( )0n , яка повинна бути 
внутрішньою точкою області Ω . Якщо ( )0n  
внутрішня точка області Ω , то метод розв’я-
зання оптимізаційної задачі (3) – (5), зводиться 
до градієнтного методу 

( ) ( )1k k
k kn n a p+ = + , 

де kp  – напрямок руху до оптимальної точки, 
який визначається з використанням інформації 
про градієнт функції. 

Під час руху до оптимальної точки відбу-
вається вихід на границю області Ω . Подаль-
ший рух точки у вибраному напрямку kp−  мо-
же призвести до порушення обмежень задачі 
(вихід за межі області Ω ). Тому вектор kp  
проектується на лінійне утворення kL , яке ап-
роксимує ділянку границі у точці kn . Рухаю-
чись у напрямку, протилежному проекції kp  на 

kL , знаходять точку ( )1kn + , у якій 
( )( ) ( )( )1k kJ n J n+ < ; приймають за початкове 

наближення і продовжують обчислювальний 
процес. Відмітимо, що алгоритм проекції граді-
єнтів працює задовільно лише у тому випадку, 
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коли допустиму область Ω  утворюють обме-
ження типу нерівностей. Остання обставина не 
є суттєвим обмеженням на використання мето-
ду, оскільки будь-яку рівність, яка виступає як 
обмеження у задачі оптимізації, можна подати 
у вигляді двох нерівностей. 

У методі змінного допуску на певному  
k -ому кроці обчислень можливий вихід за ме-
жі допустимої  області Ω . При цьому точка, 
яка знаходиться поза областю Ω , повинна бути 
близькою до допустимих. Точки, які знаходять-
ся поза областю Ω , але близькі до допустимих, 
називають майже допустимими точками [10]. У 
процесі розв’язку задачі оптимізації віддалі між 
допустимими і майже допустимими точками 
скорочується, так що при k → ∞ отримуємо 
оптимальну точку, яка належить області Ω . За 
такою стратегією оптимізаційного пошуку за-
дачу (3) – (5) можна замінити простішою зада-
чею [10] 

( )min : J n  
при обмеженнях 

( ) ( ) 0k nΦ − Γ ≥ , 

де: ( )kΦ  – значення критерію змінного допус-
ку на k -ому кроці обчислень;  

( )nΓ  – позитивно визначений функціонал 
над множиною всіх функцій, які задають обме-
ження як у вигляді рівностей, так і у вигляді 
нерівностей. 

Для розв’язання поставленої задачі, яка 
еквівалентна початковій задачі (3)–(5), можна 
застосувати метод аналогічний методу Нелде-
ра-Міда [12]. У цьому випадку функція  виби-
рається такою, щоб координати точок були ве-
ршинами здеформованого багатогранника у m-
мірному просторі. Якщо s– число рівностей в 
обмеженнях задачі оптимізації, то r m s= −  
число ступенів свободи критерію оптималь-

ності ( )J n , то ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 2 1 2, ,..., ,k k k k k k
r rn n n n+ +Φ = Φ , 

тобто точки ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 1 2, ,..., ,k k k k

r rn n n n+ +  є вершинами 
здеформованого многогранника mE .  

Функція Φ  є критерієм, який характери-
зує порушення обмежень впродовж всього іте-
раційного процесу обчислень. Крім того, вона є 
критерієм, який дає змогу визначити момент 
закінчення розв’язку задачі оптимізації. Не іс-
нує єдиного способу вибору функції Φ . У [10] 
наведено один із можливих способів вибору 
такої функції: 

( ) ( ) ( )( )1k k kmin ,−Φ = Φ θ , 

( ) ( )0 2 1s lΦ = + , 
де: l  – величина, яка визначає розмір почат-
кового багатогранника; 

( ) ( ) ( )( )
1

1
1

1

1

r
k k k

i r
i

s
n n

r

+

+
=

+θ = −
+ ∑ ; 

 ( )
1

k
rn +  – вектор, який визначає положення 

вершини, що відповідає центру ваги поточного  
багатогранника [12]. 

Величина ( )kθ  залежить від розмірів пото-
чного багатогранника, які можуть залишатись 
незмінними, збільшуватись або зменшуватись в 
залежності від того, яка із чотирьох операцій 
(відображення, розтяг, стиснення, редукція) ви-
користовується для переходу від ( )kn  до ( )1kn + . 

Якщо в задачі оптимізації (3)–(5) через 
( )ih n  позначити обмеження типу рівностей, а 

через ( )jg n  обмеження типу нерівностей, то [10] 

( ) ( ) ( )
1 2

2 2

1 1

s K

i i i
i j s

n h n g n
= = +

 
Γ = + π 

 
∑ ∑ , (12) 

де: K  – загальне число обмежень в задачі оп-
тимізації; 

iπ  – функція Хевісайта, яка володіє такою 
властивістю: 0iπ =  при ( ) 0ig n ≥  і 1iπ =  при 

( ) 0ig n < . 

Функція ( )J n  володіє такою властивістю, 
яка безпосередньо випливає із формули (12): 

якщо сума ( )2

1

s

i
i

h n
=
∑  є опуклою, а всі функції 

( )jg n  – вигнуті, то ( ) 0nΓ =  має глобальний 
мінімум у будь-якій точці, яка належить області 
Ω . Остання властивість функції ( )nΓ  дає під-
ставу використовувати її як індикатор належ-
ності точки ( )kn  до допустимого розв’язку: як-
що ( ) 0nΓ = , то ( )kn ∈Ω ; у випадку, коли 

( ) 0nΓ > , ( )kn ∉Ω . При цьому суттєвим є те, 

що за малих значень ( )nΓ точка ( )kn  знахо-
диться неподалік від області Ω , якщо ж зна-
чення ( )nΓ  є досить великим, то точка ( )kn  
лежить на значній віддалі від межі допустимої 
області. 

У процесі обчислень позитивно визначена 
функція ( )kΦ  монотонно зменшує своє значен-
ня. В той же час ( )kθ  може зростати або змен-
шуватись, але при наближенні до екстремаль-
ної точки і ( )kθ , і ( )kΦ  прямують до нуля. 

Якщо при використанні методу Нелдера-
Міда подальше зменшення критерію оптималь-
ності неможливе внаслідок використанні опе-
рації відображення, то вершини здеформовано-
го многогранника поступово наближаються до 
тої вершини, яка відповідає найменшому зна-
ченню критерію оптимальності. 

Метод Бокса є модифікацією здеформова-
ного багатогранника і призначений для розв’я-
зання задач оптимізації з обмеженнями-нерів-
ностями [11].  

Методи прямого пошуку, як і всі безграді-
єнтні методи, має меншу швидкість збіжності 
порівняно з градієнтними методами. 

При реалізації непрямих методів здійсню-
ється перетворення задачі нелінійного програ-
мування за наявності обмежень в одну або екві-
валентну послідовність задач без обмежень. 
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Одним із найвідоміших методів 
розв’язування задач оптимізації з обмеження-
ми-рівностями і обмеженнями нерівностями  є 
комбінований метод штрафних і бар’єрних фу-
нкцій [13], у відповідності з яким задача на 
умовний мінімум замінюється еквівалентною їй 
задачею без обмежень 

( ) ( ) ( ) ( )2

1 1

1
, ln

s K

i i
i j s

L n J n g n s h n
= = +

ρ = − ρ +
ρ∑ ∑ .(13) 

У формулі (13) величина ρ  повинна зме-
ншувати своє значення в ітераційному процесі 
обчислень. 

Даний метод має ряд обмежень, що зни-
жує його ефективність при розв’язуванні задач 
оптимізації. По-перше, функцій ( )ig n  і ( )jh n  
повинні бути гладкими; по-друге, нерівності-
обмеження утворюють область Ω , яка має бути 
опуклою. Крім того, погана обумовленість мат-
риці Гессе функції ( ),L nρ  зумовлює погану 
збіжність у міру наближення до точки мініму-
му.    

Остання обставина стимулювала розробку 
нових непрямих методів розв’язання задач оп-
тимізації з обмеженнями-рівностями і обме-
женнями нерівностями. Одним із ефективних 
методів розв’язання таких задач є метод моди-
фікованих функцій Лагранжа [14, 15].  

У процесі синтезу модифікованої функції 
Лагранжа обмеження-рівності завжди  врахо-
вуються однаково, а для обмежень-нерівностей 
можливі варіанти. Бертсеканс Д. запропонував 
[15] наступну модифіковану функцію Лагранжа 
для задачі оптимізації, яка вміщує як обмежен-
ня-рівності, так і обмеження-нерівності: 

( ) ( ) ( ) ( )

( )[ ]( )( ),,0max
2

1

2
,,

1

22
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i
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c

nhnJnL

µµ

λµλ

)

(14) 

де ( ) ( ) 0j jg n g n= − ≤)
. 

За умови гладкості функцій ( )ih n  і ( )jg n
)

 
функціонал (14) є неперервним і має похідні за 
своїми змінними [15], на відміну від функціо-
налу (13), похідні якого мають розрив на межі 
області Ω .   

Алгоритм розв’язку задачі оптимізації з 
використанням методу модифікованих множ-
ників Лагранжа передбачає вибір такої послі-
довності kc , 0,1,2,...k = , що значення kc  збі-
льшує свою величину у процесі ітераційного 
обчислення. 

Множники iλ  та jµ  визначаються такими 
рекурентними співвідношеннями [15]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 , ,k k k k
i i k i kc h n c+λ = λ + λ µ , 1,i m= ; (15) 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )1 max 0, , ,k k k k
j j k j kc g n c+  µ = µ + λ µ  

)
, 

( ) 0k
jµ ≥ , 1,j m K= + , 0,1,2,...k =  .   (16) 

Якщо ( ) ( )( ), ,k k
kn cλ µ  прямує до свого оп-

тимального значення *n , то ряд обмежень-
нерівностей перетворюються в обмеження-
рівності (активні обмеження). Інші обмеження-
нерівності будуть строгими нерівностями (па-
сивні обмеження) і, як це випливає із (15) та 
(16), відповідні множники Лагранжа ( )k

jµ  при-
ймуть нульове значення. 

Успішна програмна реалізація методу мо-
дифікованих множників Лагранжа можлива 
лише у випадку виконання низки умов [15]: 

− починаючи з деякої ітерації, kc  повинно 
бути більше деякого порогового значення. Тіль-
ки за  цієї умови модифікований метод функцій 
Лагранжа володіє вищою збіжністю, ніж ком-
бінований метод штрафних і бар’єрних функ-
цій; 

− початкове значення параметра 0c  пови-
нно бути не досить великим. При великому 
значенні 0c  перша допоміжна задача може бути 
погано обумовленою; 

−  не рекомендується kc  збільшувати над-
то швидко. Це може призвести до того, що вже 
на перших ітераціях метод виявиться непраце-
здатним; 

− не можна kc  збільшувати надто повіль-
но, особливо на початкових ітераціях, щоб не 
допустити розбіжності ітераційного процесу. 

Таким чином, як комбінований метод 
штрафних і бар’єрних функцій, так і метод мо-
дифікованих функцій Лагранжа дають змогу 
початкову задачу з обмеженнями-рівностями та 
обмеженнями-нерівностями звести до задачі 
безумовної оптимізації за допомогою методу 
штрафних і бар’єрних функцій чи методу мо-
дифікованих функцій Лагранжа. Для розв’я-
зання таких задач використовують ітераційний 
процес, на кожній ітерації якого розв’язують 
задачу оптимізації, яка залежить від параметра 
c  або ρ . Не існує формалізованих правил ви-
бору цих параметрів. Для кожної задачі оптимі-
зації параметри c  і ρ  доводиться підбирати 
індивідуально, користуючись досвідом і інтуї-
цією дослідника, а також певними загальними 
міркуваннями. 

Після того, як здійснено перехід від задачі 
умовної оптимізації до задачі безумовної опти-
мізації, для розв’язання останньої можна ско-
ристатись одним із методів пошуку мінімуму 
функції багатьох змінних. З цією метою доці-
льно скористатись добре розробленими градіє-
нтними методами [9, 10]. Використання градіє-
нтних методів для пошуку оптимального 
розв’язку функціоналу (13) пов’язане з певни-
ми труднощами, які зумовлені тим, що на межі 
допустимої області Ω  частина часткових похі-
дних від ( ),L nρ  за змінними in  мають розри-
ви. Крім того, в околі оптимальної точки мат-
риця Гессе функціоналу (13) погано обумовле-
на, що робить алгоритм, який синтезований на 
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основі методу штрафних і бар’єрних функцій, 
малоефективним для розв’язання задач на умо-
вний мінімум. Цих недоліків позбавлений мо-
дифікований метод множників Лагранжа. Ос-
новна проблема з його застосуванням – це до-
сить складне вираження фунціоналу (14) і від-
сутність формалізованого правила вибору па-
раметра c . Перше можна обійти, якщо скорис-
татись безградієнтними методами пошуку оп-
тимального розв’язку задачі (14), використав-
ши, наприклад, метод Нелдера-Міда [12] або, 
метод генетичних алгоритмів [16].    

Враховуючи складність прямого і непря-
мого методів розв’язання задачі (3)–(5), слід 
шукати шляхи до ефективніших методів пошу-
ку її оптимальних значень *

in , 1,i m= . 
Аналіз критерію оптимальності (3) та об-

межень (4) свідчить, що під оператором суми 
знаходяться функції, кожна із яких є функцією 
лише однієї змінної in . Функції типу (3) і (4) 
мають назву сепарабельних, а задача оптиміза-
ції, де присутні тільки сепарабельні функції, 
відома як сепарабельне програмування [9]. 

Із фізичного змісту функцій ( )i iG n  і 

( )i iQ n  (зі збільшенням числа обертів ротора  
i -го нагнітача природного газу зростає витрата 
технологічного газу та збільшується продукти-
вність нагнітача) випливає, що названі функції 
є опуклими при [ ]min max;i i in n n∈ , 1, нi m= . Вка-

зана властивість функцій ( )i iG n  і ( )i iQ n  до-
зволяє реалізувати наступний спрощений алго-
ритм [17] розв’язку задачі (3) – (5).   

Відрізок [ ]min max;i in n  розіб’ємо на iN , 

11,i m=  рівних частин, тобто k -ту точку роз-
биття визначимо за допомогою наступного 
співвідношення: 

( ) ( 1)k k
i i ix x −= + ∆ , 1, ik N= , 

де ( )0
mini ix n= ; max mini i

i
i

n n

N

−
∆ = . 

Залежності ( )i iG n  і ( )i iQ n  будемо апрок-
симувати ломаними лініями, кожен i -тий відрі-
зок яких на осі абсцис утворює проекцією 

( ) ( )1 ;k k
i ix x− 

  . Позначимо через ( )k
iGα  і ( )k

iQα  кути 

нахилу i -тих відрізків до осі абсцис, а через 
( )k
in  зміну змінної in  на інтервалі ( ) ( )1 ;k k

i ix x− 
  . 

Тоді 

( ) ( ) ( ) ( )( )0

1

iN
k k

i i iG i i i
k

G n n G x
=

α +∑� , 

( ) ( ) ( ) ( )( )0

1

iN
k k

i i iQ i i i
k

Q n n Q x
=

α +∑� , 

( )

1

iN
k

i i
k

n n
=

=∑  

за умови, що 
( ) ( ) ( )10 k k k
i i in x x −≤ ≤ − . 

Таким чином, замість задачі (3) – (5) бу-
демо розв’язувати наступну задачу: 

( ) ( ) ( ) ( )( )0

1 1

н im N
k k

iG i i i
i k

J n n G x
= =

 
= α + 

 
∑ ∑  

при обмеженнях 

( ) ( ) ( )( )0

1 1

н im N
k k

i iQ i i i
i k

k n Q x q
= =

 
α + = 

 
∑ ∑ , 

( ) ( ) ( )10 k k k
i i in x x −≤ ≤ − , 1, ik N= , 

де: ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

1

1

k k
i i i ik

iG k k
i i

G x G x

x x

−

−

−
α =

−
; 

      ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )

1

1

k k
i i i ik

iQ k k
i i

Q x Q x

x x

−

−

−
α =

−
. 

 Отримана задача може бути розв’язана за 
допомогою одного із варіантів симплекс-
методу, який призначений для розв’язання за-
дач з обмеженими зверху змінними [17]. При 
цьому немає необхідності дотримуватись пра-
вила обмеженого введення у базис, оскільки 
опуклість ( )i iG n  і ( )i iQ n  гарантує належний 

вибір змінних  ( )k
in  [17]. 

Для підтвердження припущення про опук-
лість функцій ( )i iQ n  і ( )i iG n  були використані 
дані, отримані при експлуатації газоперекачу-
вального агрегату ГТН-6 КС «Ромни» ДП «Київ-
трансгазу». З цією метою використана база да-
них, де за допомогою штатних пристроїв авто-
матизованої системи керування роботою газо-
перекачувальних агрегатів кожні п’ять хвилин 
фіксувались значення технологічних парамет-
рів, таких як частота обертання ротора нагніта-
ча, тиск на вході і на виході нагнітача та темпе-
ратура газу на вході у нагнітач. Спостереження 
велись з 07.01 по 02.02.2009 року. 

У залежності (11) крім вказаних техноло-
гічних параметрів як аргументи входять темпе-
ратура навколишнього середовища і атмосфер-
ний тиск. Ці відсутні дані були взяті із архіву 
погоди для м. Ромни Сумської області 
(http://rp5.ua/archive.php?wmo_id=33268&lang=ua), 
де температура навколишнього середовища і 
атмосферний тиск зафіксовані щогодини.  

Синхронізація значень температури на-
вколишнього середовища і атмосферного тиску 
зі значеннями технологічних параметрів, які 
входять у залежності (11), здійснювалась за до-
помогою інтерполяції.  

У тих випадках, коли кількість вузлів ап-
роксимації є досить великим, немає змісту ви-
користовувати інтерполяційні поліноми Нью-
тона чи Лагранжа. Доцільніше у такій ситуації 
використовувати кусково-поліноміальну апрок-
симацію, яка складається із окремих многочле-
нів невисокої степені, що мають назву сплай-
нів. Був використаний кубічний сплайн. 

Залежності 
( )3 , , , ,н in c cQ f n T T P= ε , 

( )4 , , , ,н in c cG f n T T P= ε  
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будемо апроксимувати поліномами степені 
4m= , коефіцієнти і структуру якого обчисли-

мо за допомогою генетичного алгоритму [18]. 
Були вибрані такі параметри генетичного алго-
ритму:  

− кількість хромосом у популяції – 30; 
− кількість хромосом у підгрупі – 4; 
− максимальне число ітерацій генетично-

го алгоритму – 200; 
− ймовірність схрещування – 0,9; 
− ймовірність мутації -0,1;  
− вибір критерію селекції моделі - крите-

рій регулярності; 
− точність розв'язку задачі – 910− ; 
− мінімальний приріст критерію селекції, 

що визначає зупинку алгоритму – 92 10−⋅ . 
З використанням розробленої програми 

синтезовані моделі, які вміщують 66 ненульо-
вих і 126-66=60 нульових параметрів ia , 

0, 1i M= −  полінома, що апроксимує залеж-
ність ( )3 , , , ,н in c cQ f n T T P= ε  та 63 ненульових 
елементів і 126-63=63 нульових елементів для 
моделі ( )3 , , , ,н in c cG f n T T P= ε . Результати робо-
ти програми відтворює рис. 1, де через «○» по-
значені експериментальні дані, а через «+» - 
значення температури cT  (рис. 1,а) і тиску cP  
(рис. 1,б), які обчислені як виходи синтезова-
них моделей.  

Адекватність отриманих моделей провіря-
лась за допомогою коефіцієнта кореляції 

YyK між експериментальними значеннями 

i iY Q=  або  i iY G=  та їх виходами ( ) ( )i i
м мy Q=  чи 

відповідно ( ) ( )i i
м мy G=  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

1

22

1 1

N
i

i м м

i
Yy N N

i
i м м

i i

Y Y y y
K

Y Y y y

=

= =

− −
=

− ⋅ −

∑

∑ ∑
,    (17) 

де 
1

1 N

i
i

Y Y
N =

= ∑ , ( )

1

1 N
i

м м

i

y y
N =

= ∑  - оцінки матема-

тичних сподівань для величин iY  і ( )i
мy . Було 

отримано: ,G YyK =0,9955 для моделі 

( )3 , , , ,н in c cG f n T T P= ε  та , 0,9980Q YyK =  для мо-

делі ( )3 , , , ,н in c cG f n T T P= ε ,  що свідчить про 
високу степінь кореляції між величинами iY  і 

( )i
мy . 
На рис. 2 зображено залежність між вихо-

дом моделі ( )i
ìy  і експериментальними значен-

нями iY . При виконанні умови ( )i
ìy = iY  на пло-

щині iY 0 ( )i
ìy  матимемо пряму лінію, яка вказує 

на повний збіг експериментальних результатів і 
виходу емпіричної моделі побудованої за таки-
ми результатами. Пряма лінія побудована з ви-
користанням МНК-методу (рис. 2) вказує на 
досить мале відхилення експериментальних 
точок iY  від розрахункових значень ( )i

ìy , що 
свідчить про адекватність синтезованої емпіри-
чної моделі на засадах генетичних алгоритмів. 
На ці же рисунки нанесені довірчі інтервали. 
Як видно з рисунку 2, переважна більшість то-
чок потрапляють до довірчого інтервалу, що з 
високим ступенем імовірності вказує на адек-
ватність побудованих математичних моделей. 

Для отримання залежностей ( )3 нQ f n=  та 

( )4 нG f n=  в отримані поліноми, що апрокси-
мують вирази (11),  необхідно замість змінних 

inT , ε , cT  і cP  підставити їх поточні значення.  
Були вибрані такі значення названих  

величин: температура газу на вході у нагнітач – 
12,1inT = °С, ступінь підвищення тиску –

1,295ε = , температура навколишнього середо-
вища 2,7cT = °С і атмосферний тиск 748,6cP =  
мм рт. ст. Графіки функцій ( )3 нQ f n=  та 

( )4 нG f n=  показані на рис. 3, із якого видно, 

що залежності ( )3 нQ f n=  та ( )4 нG f n=  є опук-
лими, а це дає змогу задачу оптимізації процесу 
компримування природного газу (3) – (5), яка є 
задачею нелінійного програмування, звести до 
простішої задачі лінійного програмування. 

 
а)                                                                                  б) 

Рисунок 1 – Апроксимація залежностей (11) поліномом четвертого порядку 
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Перевірка адекватності емпіричних моде-
лей (9) і (10) здійснювалась шляхом обчислен-
ня коефіцієнтна кореляції між експерименталь-
ними і розрахунковими значеннями температу-
ри природного газу на виході із нагнітача та 
температури продуктів згоряння на виході ТНТ 
за формулою (17). Були отримані такі результа-
ти: для емпіричної моделі (9) 0,99959YyK = ; 

для емпіричної моделі (10) 0,99951YyK = . 
Для визначення нижньої межі обмеження 

на число оборотів ротора нагнітача у задачі  
(3)–(5) залежності (9) і (10) будемо апроксиму-
вати поліномом степені m .  Як і раніше, з цією 
метою використаємо генетичний алгоритм. Па-

раметри генетичного алгоритми залишились 
незмінними. Результати роботи алгоритму від-
творює рис. 4. 

На рис. 5 зображено довірчі інтервали, по-
будовані на площині 0Y y, де Y  – експеримен-
тальні значення температури природного газу 
на виході із нагнітача чи температура продуктів 
згоряння на виході із ТНТ; y  – розрахункові 
значення цих же величин за рівняннями відпо-
відних емпіричних моделей. 

Аналіз отриманих результатів дає підставу 
стверджувати, що нейромережеві технології та 
генетичний алгоритм є ефективними інструме-
нтами оцінки технічного стану технічних 
об’єктів та побудови математичних моделей 

 
Рисунок 2 – Результати перевірки моделей (11) на адекватність 

 

 
а)                                                                                       б) 

Рисунок 3 – Залежність витрати паливного газу (а) та продуктивності нагнітача (б) 
від числа оборотів нагнітача 

 

 
Рисунок 4 – Апроксимація залежностей (9) і (10) поліномом четвертого порядку 
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складних технологічних об’єктів, зокрема газо-
перекачувальних агрегатів,  а це відкриває ши-
рокі можливості для розв’язання задач оптима-
льного керування такими технологічними 
об’єктами.  
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Рисунок 5 – Довірчі інтервали емпіричних моделей (9) і (10) 

 
 


