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Запропоновано спосіб розв’язання задачі про дископодібну щілину з наповнювачем на межі пружного
шару та пружного півпростору. Для побудови інтегрального рівняння задачі використано інтегральне
перетворення Ханкеля. Проаналізовано вплив наповнювача щілини та товщини шару на розподіл нормальних
напружень на берегах щілини.

Ключові слова: дископодібна щілина, наповнювач, інтегральне перетворення Ханкеля, інтегральне рівняння.

© Н. М. Антоненко, 2013

Вступ

Визначення концентрації напружень в околі тріщин,
щілин та включень в елементах конструкцій – один із
найважливіших етапів дослідження інженерних об’єктів
на міцність та довговічність. В більшості робіт, які  при-
свячені міжфазним дефектам, розглядаються тріщини
та включення розміщені на межах розподілу двох різно-
рідних півпросторів. Розв’язки таких задач про кругову
тріщину знайдено в [1, 2] чисельно та аналітично в [3, 4].
Огляд робіт до 1990 року, присвячених круговим тріщи-
нам, можна знайти в [5].

У даній роботі за допомогою інтегрального пере-
творення Ханкеля отримано розв’язок задачі про дис-
коподібну щілину з наповнювачем на межі пружного
шару та пружного півпростору. У рамках запропоно-
ваної в [6] моделі тріщини з наповнювачем вважаємо,
що стрибки вертикальних переміщень точок берегів
щілини пропорційні нормальним напруженням на її бе-
регах. Розв’язок задачі про дископодібну щілину з на-
повнювачем на межі шару та абсолютно жорсткого
півпростору та про дископодібну щілину з наповнюва-
чем y півпросторі знайдено в [7]. У рамках моделі тріщи-
ни з наповнювачем виконано роботи [8, 9]. У статтях [8,
9] розв’язок задач базується на використанні методу ком-
плексних потенціалів, а тріщини з наповнювачем
містяться в площині або на межі розподілу півплощин.

Постановка задачі

Розглянемо пружний шар постійної товщини h ,
який лежить на пружному півпросторі. Деформація
шару осесиметрична. Матеріали шару та півпростору
вважатимемо невагомими однорідними ізотропними

та характеризуватимемо модулями зсуву iμ  і коефіці-
єнтами Пуассона iν  ( )2,1=i . Усі величини, які  нале-
жать до шару позначатимемо нижнім індексом 1, а до
півпростору – 2. Якщо це не призводитиме до неодноз-
начності, то індекси опускатимемо. У шарі та півпрос-
торі введемо локальні циліндричні системи координат

ii zOρ , так як показано на рис. 1.

Рис. 1. Дископодібна щілина на межі пружного шару та
пружного півпростору

На нижній межі шару при a>ρ  шар зчеплений з
півпростором, а при a≤ρ  маємо щілину, яка заповне-
на пружною клейкою речовиною. До верхньої межі шару
прикладене нормальне зосереджене навантаження Q .

Граничні умови задачі:

( ) ( )ρδ=ρσ Qz 0,1 , ( ) 00,1 =ρτρ z , (1)

( ) ( )
⎩
⎨
⎧

>ρ
≤ρρ

=ρ−ρ
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,)0,( 12 a
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hww (2)
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( ) ( )huu ,0, 12 ρ=ρ , (3)

( ) ( )hzz ,0, 12 ρσ=ρσ , ( ) ( ),,0, 12 hxzxz ρτ=ρτ    (4)

де ( ) ( )ρρ−=ρ faA 22 .
У рамках моделі тріщини з наповнювачем вважати-

мемо, що

( ) ( ) acfhz ≤ρρ=ρσ ,,1 , (5)

де c  – інтегрований коефіцієнт, який характеризує на-
повнювач.

Із співвідношень (2) та (5) видно, що в ролі коефіці-
єнта пропорційності між стрибком вертикальних пере-
міщень на берегах щілини та нормальними напружен-

нями на її берегах виступає функція ca 22 ρ− . Не-

обхідно визначити нормальне напруження, стрибок
вертикальних переміщень на берегах щілини та КІН.

Уведемо безрозмірні величини lhh =
~ , laa =~ ,

aρ=ρ~ , azz~ = , Mkk μ=μ~ , luu ρ=~ , lww =~ ,

Mkzkz ρρ τ=τ~ , Mkzkz σ=σ~ , cMc =~ , де l , M  – ха-

рактерні величини ( [ ] м=l , [ ] ПаM = ). Надалі тильди
опускатимемо. Усі міркування та розрахунки проводи-
тимемо з безрозмірними величинами.

Метод розв’язання

Для побудови інтегрального рівняння задачі скори-
стаємося інтегральним перетворенням Ханкеля:

( ) ( ) ( )∫
∞

ρρρρ=
0

dpJfpf m
m , (6)

( ) ( ) ( )∫
∞

ρ=ρ
0

dppJpfpf m
m

, (7)

де ( )xJm  – функція Бесселя m -го порядку, , ( )∞∈ ,0p  –
параметр інтегрального перетворення.

У просторі трансформант Ханкеля напруження та
переміщення в точках шару можна представити у ви-
гляді лінійних комбінацій допоміжних функцій:

( )0,0 pzσ=α , ( )0,0 pwpμ=β , ( )0,1 pupμ=γ ,

( )0,1 pzρτ=δ  [7]:

( ) ( )( )

( )
( )( ) ],shchsh12

chsh2

chsh2[
2

1,

δω−γω−ω−+
+β+ω−+

+αω−ω−
μ

=

pzpzpzpzpz
pzpzpz

pzpzpz
p

zpW

(8)

( )(

) ( )
( )( ) ],chsh2

chsh2ch

sh12[
2

1),(

δω+ω−+
+γ+ω+βω+

+ω−+αω
μ

=

pzpzpz
pzpzpzpzpz

pzpzshpz
p

zpU

(9)

( ) ( )( )
( )

( ) ,shch
chsh2sh2

chsh1,

δω++
+γ+ω+βω+

+αω+ω−−=τρ

pzpzpz
pzpzpzpzpz

pzpzpzzpz

(10)

( ) ( )
( )

( )( ) ,chsh1
sh2chsh2

shch,

δω+ω−−
−γω−β−ω+

+αω−=σ

pzpzpz
pzpzpzpzpz

pzpzpzzpz

  (11)

де ( ) ( )0,0, 0 pp zz σ=σ , ( ) ( )0,0, 1 pp zz ρρ τ=τ ,

( ) ( )0,0, 0 pwpW = , ( ) ( )0,0, 1 pupU = .

Застосуємо пряме перетворення Ханкеля (6) до
умов (1)–(4):

( )
π

=σ
2

0,0 Qpz , ( ) 00,1 =τρ pz ,

( ) ( ) ( )pMhpwpw =− ,0, 0
1

0
2 , ( ) ( )hpupu ,0, 1

1
1
2 = ,

( ) ( )hpp zz ,0, 0
1

0
2 σ=σ , ( ) ( )hpp xzxz ,0, 1

1
1

2 τ=τ ,           (12)

де  ( ) ( ) ( )drprJrArpM
a

0
0
∫= .

Із врахуванням формул (8)–(11) та співвідношень,
які пов’язують допоміжні функції пружного півпрос-
тору [7]
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із співвідношень (12) виражаємо допоміжні функції
( )p1β  та ( )p1γ . Підставляємо отримані вирази для вка-

заних функцій у співвідношення, яке пов’язує оригіна-
ли та трансформанти нормальних напружень у точках
нижньої межі шару. Інтегральне представлення для нор-
мальних напружень набуває вигляду:

( ) ( ) ( )ρ+ρ=ρσ gGhz ,1 , 0>ρ∀ , (13)

де  ( ) ( ) ( )
( ) ( )∫

+∞

ρ=ρ
0

0
1

2

dppJ
pD

pMpfpTG ,
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( ) ( )
( ) ( )∫

+∞

ρ
π

=ρ
0

0
2

2
dppJ

pD
ppfQg , 112 ωμ=T ,

hpp =1 , 21 μμ=Δ ,

( ) ( ) 11 4
3

2
211

pp etepttpf −− ++= ,

 ( ) ( ) 11 4
3

2
21

pp ekepkkpD −− ++= ,

( ) ( ) ( ) 11 3
212

pp epleplpf −− += ,

( ) ( )( )1221211 22 ppl Δ−ω−ωΔω+ω−ωΔ−= ,

 ( ) ( )( )121212 12 ppl Δ−ωω+ω−ωΔ=

211 ω+ωΔ=t ,

 ( ) ( )2
111212 222 pppt ωΔ+ω+ωΔ−= ,

 213 ω−ωΔ=t ,

( )( ) ( )( )221
2

1211 21212 ω−ωω−Δ+−ωΔ−+ωΔω=k ,

( ) ( +ωωΔ−ωωΔ+ωΔ−ωΔ= 212
2
1

2
1

2
1

2
2 22222pk

−ω−ωω+ωω−ωωΔ−ωΔ+ 2212
2
12

2
1

2
1 222

( ))2
2

22
22

1
2
1 2222 ωΔ−Δ−Δ+ω+ωΔω− p ,

( −ωωΔ+ωΔ+ωωΔ−ωΔω= 21
2

121213 222k

)1
2

212 22 ωΔ−ωω+ω− .

Замінимо функцію ( )pM  у виразі (13) її інтеграль-
ним представленням із співвідношень (2) та змінимо
порядок інтегрування (вважаємо цю операцію допус-
тимою), одержимо:

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ρ+ρ+ρ=ρσ ∫ gdrrWrLrArKh
a

z
0

2
001 ,,, ,

0>ρ∀ , (14)

де 
1

1

k
TtK = ,  ( ) ( ) ( )∫

∞

ρ=ρ
0

00
22

00 , dpprJpJprW ,

( ) ( ) ( ) ( )∫
∞

ρ=ρ
0

00
2, dpprJpJpRprL ,

( ) ( ) ( )( ) ( )
( )pD

ektktepktkpt
t

pR
pp 11 4

3113
2

2112

1

1 −− −+−
= .

При побудові співвідношення (14) була використана

властивість 
( )
( ) 1

11lim
k
t

pD
pf

p
=

∞→
.

Із співвідношень (5) та (14) отримуємо інтегральне
рівняння задачі:

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )ρ=ρ+ρ−−ρ ∫ gdrrWrLrfrarKcf
a

0

2
00

22 ,, ,

a≤ρ . (15)

Для випадку щілини береги якої вільні від наванта-
жень, інтегральне рівняння має вигляд:

( ) ( ) ( )[ ] ( )ρ−=ρ+ρ−∫ gdrrWrLrfrarK
a

0

2
00

22 ,,

a≤ρ . (16)

Зазначимо, що при ∞→μ2  інтегральне рівняння
(16) збігається із отриманим в [7].

У змінних 
a
rs = , 

a
t ρ

=  інтегральні рівняння (15) та

(16) набувають вигляду:

( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )tgdstsWtsLsFsstcF 1

1

0

2
001

2 ,,1 =+−κ− ∫
1≤t ; (17)

( ) ( )[ ] ( )tgdstsWtsLsFssK 1

1

0

2
001

2 ),(,1 −=+−∫ ,

1≤t ,

де 
1

1

k
tT

=κ , ( ) ( )
3

2
002

00
,,

a
tsWatasW = , ( ) ( )atftF = ,

( ) ( )atgtg =1 , ( ) ( )atasLatsL ,, 3
1 = .

Наближений розв’язок рівняння (17) шукатимемо у
вигляді лінійної комбінації поліномів Якобі:

( ) ( )∑
=

−=
n

i
ii tPmtF

0

22
1,0

21 ,

де ( )22
1,0

21 tPi −  – поліноми Якобі.

Щоб знайти невідомі коефіцієнти im  представляє-
мо праву та ліву частини рівняння (17) у вигляді лінійних

комбінацій поліномів Якобі ( )22
1,0

21 tPi −  та прирівнює-
мо коефіцієнти, при поліномах однакового порядку.
Кількість членів у лінійних комбінаціях обираємо за умо-
ви, що шукана функція обчислена на k -му та 1+k -му
кроках відрізняється від деякої наперед заданої величини.

На основі асимптотичних оцінок поведінки нормаль-
них напружень при підході до берегів щілини із зовніш-
нього боку, отримана формула для обчислення КІН:
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( )
∑
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⎜
⎝
⎛ +⎟
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⎜
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⎛ −−

⎟
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I
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2
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У [10] запропонованим способом знайдено розв’я-
зок задачі про дископодібну щілину без наповнювача
на межі пружного шару та пружного півпростору, до
берегів якої прикладені нормальні симетричні рівномі-
рно розподілені навантаження. Одержані результати
збігаються із наведеними в [5, 11].

Числові результати

Числові результати наведено для щілини з наповню-
вачем радіуса 1=a . До верхньої межі шару прикладе-
не нормальне зосереджене навантаження величини

1=Q . Якщо на рисунках немає додаткових позначень,
то вважалось, що 121 =μ=μ , 3,021 =ν=ν , 1=c , 1=h .
Нижче наведені графіки, які ілюструють вплив коефі-
цієнта c  та товщини шару h  на розподіл нормальних

напружень ( )hz ,1 ρσ  на берегах щілини (рис. 2, 3).
Із аналізу результатів, наведених на рисунках видно,

що збільшення коефіцієнта c  призводить до збільшен-
ня нормальних напружень на берегах щілини, а
збільшення товщини шару h  призводить до зменшен-
ня нормальних напружень на берегах щілини.

Висновки

За допомогою інтегрального перетворення Ханке-
ля побудовано інтегральне рівняння задачі про диско-
подібну щілину на межі пружного шару та пружного
півпростору. Для отриманого рівняння запропоновано
спосіб розв’язання, який базується на властивостях ор-
тогональних поліномів. Аналіз чисельних розрахунків
показав, що збільшення товщини шару призводить до
зменшення нормальних напружень на берегах щілини,
а збільшення коефіцієнта, який характеризує наповню-
вач, – до їх збільшення. Отримані результати узгоджу-
ються із наведеними в літературі та не суперечать фізич-
ному сенсу.
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Антоненко Н.М. Моделирование дискообразной щели на границе упругого слоя и упругого полупространства

Предложен способ решения задачи о дискообразной щели с наполнителем на границе упругого слоя и
упругого полупространства. Для построения интегрального уравнения задачи использовано интегральное
преобразование Ханкеля. Проанализировано влияние наполнителя щели и толщины слоя на распределение
нормальных напряжений на ее берегах.

Ключевые слова: дискообразная щель, наполнитель, интегральное преобразование Ханкеля, интегральное
уравнение.

Antonenko N. Modeling of a penny-shaped crack with filler between an elastic layer and an elastic semi-space

Тhe problem of a penny-shaped crack with filler between an elastic layer and an elastic semi-space is solved. The
integral Hankel transforms has been used. The influence of filler and thickness of layer on the distribution of normal
stresses on the edge of the crack has been researched.

Key words: penny-shaped crack, filler, method of Hankel integral transformation, integral equation.
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АНАЛИТИЧЕСКОЕ РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ О СТАЦИОНАРНОМ
РАСПРЕДЕЛЕНИИ ТЕПЛА В АНИЗОТРОПНОЙ

МНОГОСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЕ

Решается двумерная задача о стационарном распределении тепла в анизотропной пластине, состоящей
из произвольного конечного числа спаянных параллельных полос. На одной границе задана температура или
поток, на другой поддерживается нулевая температура. Решение получено в виде интегралов Фурье.
Приведен пример расчета для двухслойной пластины.

Ключевые слова: многослойная анизотропная пластина, температура, тепловой поток, преобразование
Фурье, функции податливости.
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Введение

В связи с возрастанием технологических требова-
ний к материалам, используемым в различных сферах
жизни, возникает необходимость разработки матема-
тических моделей, описывающих деформацию мате-
риалов под действием силовых, температурных, элект-
рических и магнитных полей. Одной из простейших
моделей такого типа является несвязная термоупру-
гость.

В этом случае первым этапом решения задач явля-
ется расчет тепловых полей. Таким задачам для одно-

родных изотропных тел посвящены классические мо-
нографии таких авторов, как: В. З. Партон, П. И. Пер-
лин, А. Д. Коваленко, В. Новацкий [1–3]. Для много-
слойных тел, в связи с трудностями удовлетворения ус-
ловий на границах сред, авторы, как правило,
ограничиваются не более чем двухслойными средами.
Исследованию существенно многослойных сред посвя-
щены работы [4, 5]. Для многослойных анизотропных
тел аналогичное решение задач термоупругости явля-
ется открытым вопросом.




