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ЗАДАЧА О КРУЧЕНИИ МНОГОСЛОЙНОГО ОСНОВАНИЯ С
УПРУГИМИ СВЯЗЯМИ МЕЖДУ СЛОЯМИ

На основе метода функций податливости построено решение первой основной граничной задачи для
многослойного основания с упругими связями между слоями, которое находится в условиях осесимметричного
кручения. Проанализировано влияние коэффициентов упругих связей на распределение напряжений и
перемещений в слоях двухслойного пакета, упруго связанного с полупространством.
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Введение

Первые работы, посвященные кручению много-
слойных сред, были посвящены исследованию круче-
ния полупространства  (Н.  А.  Ростовцев, 1955;
Б. Л. Минцберг, 1957) и упругого слоя (Я. С. Уфлянд,
1959). Случай кручения двухслойной среды изучен в
[1], кручение многослойного основания рассмотрено
в [2]. В статье [3] на основании метода функций подат-
ливости был предложен способ решения граничных
задач о кручении слоистого полупространства перио-
дической структуры. Во всех выше указанных работах
предполагалось, что контакт между слоями слоистой
среды полный. В этой работе метод функций податли-
вости, предложенный Днепропетровской школой ме-
хаников [4, 5], распространен на многослойные осно-
вания с упругими связями между слоями, которые на-
ходятся в условиях осесимметричного кручения. Будем
полагать, в рамках модели [6], что между двумя сосед-
ними слоями основания существуют упругие связи,
если разности перемещений точек верхней границы
нижнего слоя и нижней границы верхнего слоя про-
порциональны соответствующим напряжениям в точ-
ках их общей границы. Как правило, задачи об опреде-
лении НДС многослойных оснований с упругими свя-
зями между слоями рассматриваются для случаев
плоской и пространственной деформаций [7, 8]. Задача
о кручении многослойного основания с упругими свя-
зями между слоями рассматривается впервые.

Постановка задачи

Под многослойным основанием будем понимать
пакет упругих слоев лежащих на полупространстве.

Контакт между слоями упругий. Материал слоев бу-
дем считать однородным и изотропным. Каждый слой
характеризуем толщиной h  и двумя упругими харак-
теристиками: модулем сдвига μ  и коэффициентомм
Пуассона ν . Необходимо определить напряжения и пе-
ремещения в слоях основания, если к его верхней гра-
нице приложены силы, которые вызывают осесиммет-
ричное кручение.

Нумерацию слоев будем проводить сверху вниз,
начиная с единицы. Все величины, которые относятся к
k -му слою будем обозначать нижним индексом k . В
каждом слое введем локальную цилиндрическую сис-
тему координат с осями kOz , которые лежат на одной
прямой и направлены вглубь слоя (рис. 1).

Граничные условия:

( ) 00,1 =ρσz , ( ) ( )ρ=ρτϕ gz 0,1 . (1)

Условия сопряжения слоев:

( ) ( ) ( )kzkkkkk hmhuu ,,0,1 ρτ+ρ=ρ ϕϕ+ϕ ,

( ) ( )kzkzk h,0,1 ρτ=ρτ ϕ+ϕ , (2)

где 0≥km  – коэффициент упругих связей. Отметим,

что если 0=km , то мы получим условия сопряжения
слоев для случая полного контакта между слоями.
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Рис. 1. Многослойное основание
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рактерные величины ( [ ] м=l , [ ] ПаM = ). В дальнейшем
тильды будем опускать. Все рассуждения и вычисле-
ния будем проводить с безразмерными величинами.

Метод решения

Задача об определении напряженно-деформиро-
ванного состояния изотропного слоя, который скручи-
вается касательными напряжениями, приложенными
к граничным плоскостям 0=z  и hz =  и зависят лишь
от радиальной координаты ρ , сводится к решению диф-
ференциального уравнения [9]:
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где ( ) ( )zuzu ,, ρ=ρ ϕ .
Ненулевые компоненты напряженно-деформиро-

ванного состояния связаны с функцией ( )zu ,ρ  соотно-
шениями:
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Для решения задачи используем преобразование
Ханкеля первого порядка:

( ) ( ) ( )∫
∞

ρρρρ=
0

1 dpJfpf , ( ) ( ) ( )∫
∞

ρ=ρ
0

1 dppJpfpf .

Как показано в [3], в пространстве транформант
напряжения и перемещения в слое можно представить

в виде линейных комбинаций вспомогательных функ-
ций ( )pγ  и ( )pδ , связанных с напряжениями и переме-
щениями на верхней границе слоя такими соотноше-
ниями:

( ) ( )shpzchpzzpu δ+γ
μ

=
1, , (3)

( ) ( )chpzshpzpzpz δ+γ=τϕ , , (4)

где ( )0,puμ=γ , ( )0,1 p
p zϕτ=δ . (5)

Таким образом, для решения задачи необходимо
знать по две вспомогательные функции для каждого из
слоев основания. Следовательно, задача об определе-
нии НДС n - слойного основания сводится к нахожде-
нию n2  вспомогательных функций. Построим рекур-
рентные соотношения, которые связывают вспомога-
тельные функции k -го и 1+k -го слоев.

Запишем условия сопряжения слоев в пространстве
трансформант Ханкеля:

( ) ( ) ( )kzkkkkk hpmhpupu ,,0,1 ϕ+ τ+= ,

( ) ( )kzkzk hpp ,0,1 ϕ+ϕ τ=τ .
С учетом (3)–(5) последние соотношения запишем
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+γ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ+

μ
μ

=γ +
+

+ kkkkk
k

k
k pSmC 1

1
1

kkkkk
k

k pCmS δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ+

μ
μ

+ +
+

1
1

,

kkkkk CS δ+γ=δ +1 , (6)

где kk chpC = , kk shpS = , kk php = .

Из граничных условий мы можем определить одну
вспомогательную функцию 1δ  и задача свелась к на-
хождению 1γ . Остальные вспомогательные функции
можно найти по рекуррентным формулам (6). Можно
доказать, что как и в случае полного контакта слоев ос-
нования, вспомогательные функции слоя линейно за-
висимы и связаны соотношением [3]:

kkk A δ−=γ . (7)

Функции kA  будем называть функциями податли-
вости многослойного основания.

Построим рекуррентные соотношения, которые
связывают функции податливости соседних слоев. Вы-
числим 1+γk  двумя способами.

С одной стороны:
( ) =δ+γ−=δ−=γ ++++ kkkkkkkk CSAA 1111

( ) kkkkk CASA δ−= +1 . (8)
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Из соотношений (8) и (9) находим рекуррентные
соотношения, которые связывают функции податливо-
сти соседних слоев основания:
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где kk thpT = .

Отметим, что при 0=km , мы получаем формулы,
которые совпадают с известными для задачи о круче-
нии многослойного основания со сцепленными слоя-
ми [3].

Как видим, для начала расчета функций податливо-
сти необходимо знать функции податливости полупро-
странства. Если полупространство абсолютно жесткое,
то перемещения на его верхней границе отсутствуют,
следовательно 01 =γ +n . Поэтому его функция подат-
ливости равна нулю 01 =+nA . Для определения функ-
ции податливости упругого полупространства рас-
смотрим слой, лежащий на абсолютно-жестком полу-
пространстве. Устремив толщину слоя к бесконечности,
получим, что функция податливости упругого полу-
пространства 11 =+nA .

Таким образом, определив матрицы податливости
по формулам (10) мы можем найти вспомогательные
функции kδ  слоев по формулам (6), которые с учетомм
соотношений (7), представим в такой форме:

( ) kkkkkkkkk ASCCS δ−=δ+γ=δ +1 . (11)

Функции kγ  найдем из соотношений (7).
На базе предложенного математического аппарата

построено программное обеспечение, позволяющее с
заданной точностью находить компоненты НДС мно-
гослойного основание с упругими связями между сло-
ями, которое находится в условиях осесимметричного
кручения. Сложность предложенного алгоритма рас-
тет линейно с увеличением количества слоев основа-
ния. Этот алгоритм может быть применен для много-
слойных оснований с любым конечным количеством
слоев без потери точности.

Численные результаты и выводы

Расчеты приведены для двухслойного пакета, упру-
го сцепленного с упругим полупространством. Упру-
гие характеристики основания:  121 == hh ;

1321 =μ=μ=μ , 1=a , 1=q .

Граничные условия: ( ) 00,1 =ρσz ,

 ( )
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

ε+<ρ<ε−
επ

ε−<ρ<
=ρτ
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ϕ aa

a
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a
z ,

4
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01 .

Из граничных  условий определяем ,  что

( ) ( )
p
apJqdpJ

a
q a

a π
=ρ

ε
ρρ

π
=δ ∫

ε−

ε−
→ε 2

lim
4

11
01 .

Номера графиков на рисунках указывают на вели-
чины коэффициентов упругих связей, при которых про-
водились расчеты (таблица 1).

Анализ рис. 2–5 позволяет сделать выводы, что од-
новременное пропорциональное увеличение величин
коэффициентов упругих связей приводит к уменьше-

нию напряжений ( )11 ,hz ρτϕ , ( )22 ,hz ρτϕ  и увеличению

модулей перемещений ( )11 ,hu ρ , ( )22 ,hu ρ .
Из анализа графиков приведенных на рис. 6–9, при-

ходим к выводу, что упругие связи между вторым сло-
ем основания и полупространством менее существен-

но влияют на распределение напряжений ( )11 ,hz ρτϕ  и

перемещений ( )11 ,hu ρ  точек нижней границы первого
слоя, по сравнению с упругими связями на общей гра-
нице первого и второго слоев.

В дальнейшем планируется более подробно иссле-
довать влияние упругих связей на распределение на-
пряжений и перемещений в слоях многослойного ос-
нования с большим количеством слоев.

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 

1m  0 0,01 0,1 1 10 0 0 0 0,1 1 10 

2m  0 0,01 0,1 1 10 0,1 1 10 0 0 0 

 

Таблица 1 – Коэффициенты упругих связей
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Рис. 2. Напряжения в точках общей
границы слоев

Рис. 3. Напряжения в точках нижней границы
второго слоя

Рис. 4. Перемещения точек нижней
границы первого слоя

Рис. 5. Перемещения точек нижней границы
второго слоя

Рис. 6. Напряжения в точках общей
границы слоев

Рис. 7. Напряжения в точках нижней границы
второго слоя
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Рис. 8. Перемещения точек нижней
границы первого слоя

Рис. 9. Перемещения точек нижней границы
второго слоя
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Выводы

Полученная математическая модель дает возмож-
ность получить точные решения задачи о кручении
многослойного основания с упругими связями между
слоями в виде интегралов Ханкеля. В результате чис-
ленных экспериментов было показано, что наличие
упругих связей тем сильнее влияет на распределение
напряжений и перемещений, чем ближе точка к верх-
ней границе основания. Наличие упругих связей при-

вод к уменьшению напряжений ( )11 ,hz ρτϕ , ( )22 ,hz ρτϕ

в точках нижней границы первого и второго слоев в
этих же точках по сравнению со случаем полного кон-
такта слоев.
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Антоненко Н.М., Величко І.Г. Задача про скрут багатошарової основи з пружними зв’язками між шарами

На основі методу функцій податливості побудовано розв’язок першої основної граничної задачі для
багатошарової основи з пружними зв’язками між шарами, яка знаходиться в умовах осесиметричного скруту.
Проаналізовано вплив коефіцієнтів пружних зв’язків на розподіл напружень та переміщень у шарах
двошарового пакету пружно зчепленого з півпростором.

Ключові слова: багатошарова основа, пружні зв’язки, осесиметричний скрут, метод функцій податливості,
інтегральне перетворення Ханкеля.

Antonenko N., Velichko I. Probltm of multilayer base with elastic connections between the layers under axisymmetric
torsion

Multilayer basis with elastic connections between the layers under axisymmetric torsion is considered. The technique
is based on the compliance functions method. The influence of the coefficients of elastic connections on the distribution
of stresses and displacements in the layers of a two-layer basis elastically coupled to the semi-space is researched.

Key words: multilayer basis, elastic connections, axisymmetric torsion, method of compliance function, the integral
Hankel transformation.




