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(ДВУХМЕРНЫЙ СЛУЧАЙ) 

 
Рассмотрен двухмерный случай математического моделирования засыпки металлического порошка в 

произвольный бункер с учетом физических характеристик материала. 
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MODEL STUDIES OF POWDERS POURING FORMATION TAKING INTO ACCOUNT THE 

PROPERTIES OF THE MATERIAL ON THE BASIS OF RANDOM PACKAGING MODELS 

(TWO-DIMENSIONAL CASE) 

 
A two-dimensional case of mathematical modeling of filling of metal powders in arbitrary bunker taking into account 

physical characteristics is considered. 
Keywords: porous penetrating materials, packaging, modeling. 

 

Постановка проблеми. Стійкими сучасними тенденціями промислового розвитку є 

зростання вимог до якості усіх видів виробів. Отримати нові пористі проникні матеріали (ППМ) з 

гарантованими властивостями можливо за допомогою традиційної технології порошкової 

металургії, при цьому необхідно прогнозувати та контролювати параметри їх структури в процесі 

виготовлення, до яких відносяться: гранулометричний склад шихти, форма часток, щільність 

формованої заготовки, якість контактів, схема пресування, пористість, густина та їх розподіл по 

об’єму. Однак, методи порошкової металургії не завжди забезпечують однорідність властивостей 

всередині матеріалів, і не дають можливість отримувати структурні характеристики матеріалів на 

якісному рівні. Підвищити ефективність традиційних технологій, а також ввести безвідходне 

виробництво виробів широкого цільового призначення, зберігати енергію, скорочувати трудові 

затрати та контролювати параметри структури порошкових матеріалів в процесі їх виготовлення 

можливо за допомогою прогнозування з використанням сучасних засобів моделювання [1-3].  

Прогнозування закономірностей формування структури та властивостей матеріалів 

залежать, насамперед, від геометричних факторів часток порошку. Крім того, аналіз сучасних 

технологічних процесів порошкової металургії показує, що наявність кореляційних зв’язків між 

складовими, будовою та властивостями забезпечується всіма операціями технологічного процесу, 

де початковим етапом є заповнення прес-форм порошком, який визначає не тільки розміри, 

форму, густину, продуктивність, безпеку і культуру праці, але й впливає на ряд найважливіших 

властивостей готового продукту. Тому, важливе місце тут займають модельні експерименти 

прогнозування залежності властивостей матеріалів від технологічних параметрів отримання 

виробів з використанням аналітичних, числових та числово–аналітичних методів за допомогою 3D 

моделювання. 

Аналіз останніх досліджень та публікацій. Аналіз структурно-неоднорідних матеріалів 

проводили наукові колективи під керівництвом Р.М. Кадушникова, И.Г. Каменина, Ю.Н. Крючкова, 

В.Д. Рудя, М.Б. Штерна. Особливість цих робіт полягає в тому, що моделюються структурні 

характеристики матеріалів, які виготовлені із часток регулярної та нерегулярної форм. Результати 

моделювання перевірялися на натурних експериментах при виготовлені карбідосталей, які довели 

високу ефективність моделювання. Отримані результати якісно відтворюють процес заповнення 

прес-форми [4-7]. 
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У роботах К.К. Кужидловського, М.М. Лобура, О.М. Матвійкова, Т.В. Семенова 

розглядаються інформаційні методи розрахунків фізико-хімічних характеристик порошкових 

матеріалів [8-10]. Особливість цих робіт полягає в тому, що проводиться аналіз лише хімічного 

складу або агрегатного стану початкового матеріалу, а також спостерігається відновлення оксидів, 

електроліз матеріалів, термічна дисоціація з’єднань. 

У закордонній літературних джерелах велика частина роботи по створенню геометрії в 

значній мірі зосереджена на моделюванні волокна та самої границі геометрії в композиційних 

матеріалах [11, 12].  

Невирішені частини проблеми. Методи моделювання невизначеності геометрії впливають 

на міцність складових компонентів, які знаходяться на початковій стадії заповнення [13-15], але 

моделювання випадкового розміщення порошку на стадії засипки у бункер з урахуванням 

фізичних параметрів складових повністю не досліджена. 

Розробка методології моделювання розрахунку реальної засипки у форму ППМ, яка 

представляє більш реалістичний рівень гетерогенності, і є відправною точкою для виявлення 

фізичної основи поведінки порошку на стадії засипки для більшості випадків, які в даний час 

визначаються як емпірично, так і характеризується реальними експериментами. В ідеалі, отримані 

таким чином теоретичні результати, може змінити інженерний погляд на властивості майбутніх 

ППМ.  

Тому метою нашого дослідження і є розробка методології розрахунку моделі випадкових 

пор у ППМ на стадії засипки матеріалу у бункер з урахуванням фізичної основи складових 

компонентів для двомірного випадку. 

Основні результати дослідження. Для отримання фільтруючих ППМ з високою 

проникливістю необхідно використовувати порошки з великим розміром частинок, в той же час як 

для отримання високої тонкості очистки необхідно використовувати порошки з малим розміром 

частинок. Ці протиріччя зумовлюють необхідність пошуку нових технологічних прийомів і 

методів, які б дозволили створювати такі структури ППМ, що забезпечать найбільш оптимальне 

поєднання експлуатаційних характеристик.  

Крім того, слід відзначити, що практика застосування нових матеріалів на основі металевих 

порошків показує, що реалізація у повному об’ємі їх міцнісних і експлуатаційних характеристик 

потребує суттєвого збільшення рівня прогнозування фізико-механічних властивостей матеріалів та 

розробки нових методів моделювання, який включає комплексний аналіз процесів формування 

матеріалів. 

Аналізуючи більшість вітчизняних та зарубіжних моделей консолідації порошків, авторами 

запропонована нова методика розрахунку фізичних параметрів, які закладаються для дослідження 

реальних упаковок (двомірний випадок). 

Нехай, область G ∈R
3
заповнена дрiбними металевими кульками (рис.1.) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Рис. 1. Варіант заповнення бункеру кульками відповідного розміру 
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Необхiдно встановити iнтегральнi характеристики отриманого матерiалу такi, як, наприклад, 

дiелектричн апроникнiсть. Для вирiшення данної задачi використовують натупний пiдхiд. 

Вважаємо, що в результатi заповнення областi G порошинками виникли стацiонарнi, ізотропні 

випадковi поля {ξij(u),u∈R
3
}, що описують діелектричну проникність сукупностi. 

Якщо до границь областi прикласти електричний потенціал ϕ, то потенціал U всередині 

областi є рішенням задачi Дiрiхле: 
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Оскiльки коефіцієнти ξij мають складну природу, то пряме рішення задачi неможливе. Тому, 

пропонується використовувати метод усереднення. Припускаємо, що ∀i,j ∈ Z ξij є ергодичним, а 

область G достатньо велика для проявлення цієї властивостi. Тобто очiкується, що замість 

рiвняння (1) можна буде записати: 
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з деяким "усередненим"значенням ξij. 

У рамках даного пiдходу були розглянутi наступнi простiшi випадки: 

1) Одновимiрний простiр, тобто G ∈ R. Замiсть випадкового поля ξ(u),u ∈ R розглядалася 

перiодична функція p: R → R. 

2) Багатовимiрний простiр, з тiєю ж самою перiодичною функцією p:R
d
→ R, де d >2. 

Одновимірний випадок.  

Нехай G = [−1;1], в такому випадку система рiвнянь  (1)  переписується наступним чином: 
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Рiшення данної системи можна записати через ймовiрнoсне представлення: 
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де {w(s),s∈ [0,+∞]}- вiнерiвський процес, а τ = inf{s : wu(s) ∈ {−1;1}} момент виходу вiнерiвського 

процесу з областi G. 

Так як міра відвідування вiнеровського процесу заданного на R є абсолютно неперервною 

відносно міри Лебега [16-17], тодi має мiсце наступна рiвнiсть: 
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  локальний час вінерівського процесу в точці u. 

Вiдомо, що lτ(u) – неперервна функцiя, тодi для подальших перетворень використаємо 

наступну теорему. 

Теорема 1. Для будь-якої неперервної функції f : G → R та перiодичної функції p: R → R, з 

періодом 1, виконується збiжнiсть: 
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Доведення. Нехай Nn
n
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1

   та виконаємо заміну змінних x=un: 
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Для доведення необхiдної збiжностi проведемо наступнi перетворення: 

  












1 11 1

1

1 1

0
)()(

1
)()()()(

1 n

nі

і

і

n

nі

і

і
dx

n

х
fхр

n
dyyfduирdx

n

х
fхр

n
 

 











11 11

0
)()(

1
)()(

1
)()(

1 і

і

n

nі

і

і

n

n
dy

n

y
fdxхр

n
dx

n

х
fхр

n
duирdy

n

y
f

n
 

 

 




 1 1 1

))()()((
1 n

nі

і

і

і

і
dydx

n

y
f

n

х
fхр

n
 

))()((
1

max
)(2)()()((

1

max1 1 1

0

1

n

y
f

n

х
f

n
yх

dxхрdxхр
n

y
f

n

х
f

n
yх

n

і

і

n

nі








 




 

 
Функція f - неперервна на вiдрiзку [−1,1], тобто вона є рiвномiрно неперевною на цьому ж 

вiдрiзку, тодi згiдно визначення: 

 
∀ε > 0 ∃δε > 0 ∀x1,x2 ∈ [−1,1] (|x1 − x2| < δε) ⇒ (|f(x1) − f(x2)| < ε) 
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Тобто виконується необхiдна збiжнiсть. 

Згідно доведеної теореми 1: 
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При цьому, 
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А це значить, що виконується збiжнiсть математичних сподiвань: 
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Тобто й збiжнiстьрiшень систем рiвнянь, наведених в наступнiйтеоремi. 

Теорема 2. Нехай xε- рішення рівняння (3). Тоді має місце збіжність: 
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де x – рішення задачі виду: 
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Випадкове поле. 

Теорема 3. Нехай {ξij}– однорiднi ізотропні випадковi поля, заданi на R
d
(d >3). 

Якщо виконуються наступнi умови: 
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2) ξij – задовольняє степеневiй умовi рiвномiрно сильного перемiшування. 

При цьому uε – рішення задачi:  
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де G – обмежена область з гладкою границею,  

g – деяка функцiя. 

u – рiшення "усередненної"задачi: 
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Тодi: 

 Msup{|uε(x) − u(x)| : x ∈ G} = O(ε
κ
), κ > 0. 

 

Висновок. Практика розрахунку нових пористих матеріалів на основі металевих порошків 

показує, що реалізація у повному об’ємі їх міцнісних і експлуатаційних характеристик потребує 

суттєвого збільшення рівня прогнозування фізико-механічних властивостей матеріалів та 

розробки нових методів моделювання, який включає комплексний аналіз процесів формування 

матеріалів. 
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