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Ó òåõí³÷í³é ë³òåðàòóð³ íàâåäåíî ð³çíîìàí³òí³ ñïîñîáè ð³øåííÿ çàäà÷, ïîâ�ÿçàíèõ
³ç òå÷³ºþ â�ÿçêîïëàñòè÷íèõ ð³äèí. Ìåòîþ ð³øåííÿ áóäü-ÿêîãî çàâäàííÿ çà òå÷³ºþ ð³äèíè
º çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü òèñêó é âåêòîðà øâèäêîñò³ â êîæí³é òî÷ö³ âñåðåäèí³ êàíàëó.

Ìåòîþ äàíî¿ ñòàòò³ º ñêëàäàííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïîçäîâæíüî-ïîïåðå÷íî¿
òå÷³¿ íåíüþòîí³âñüêî¿ ñòèñêàþ÷î¿ ð³äèíè â ù³ëèííîìó êàíàë³ òà îòðèìàííÿ ð³âíÿííÿ
äëÿ âèçíà÷åííÿ òèñêó. Ïðè öüîìó âðàõîâóºòüñÿ òå, ùî â�ÿçê³ñòü ð³äèíè çàëåæèòü
â³ä äðóãîãî ³íâàð³àíòà òåíçîðà øâèäêîñò³ äåôîðìàö³é ³ â³ä òèñêó.

Â ïåðø³é ÷àñòèí³ ðîáîòè àâòîð³â [2] íàâîäèâñÿ àëãîðèòì çâåäåííÿ òðèâèì³ðíî¿
çàäà÷³ äî ñóïåðïîçèö³¿ îäíîì³ðíî¿ òå÷³¿. Â ðåçóëüòàò³ ÷îãî áóëî îòðèìàíî òà âèð³øåíî
ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èíè âòðàò. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ñïîñ³á, ÿê ï³ä´ðóíòÿ,
ìîæíà îòðèìàòè ð³âíÿííÿ äëÿ ãðàä³ºíò³â òèñê³â p/ z ³ p/ x, ÿê³ ìàþòü ó ñêîðî÷åíîìó
çàïèñ³ òàêèé çàãàëüíèé âèä:
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V  0.xV (1)

äå m  � ìàñîâ³ âèòðàòè;  � ù³ëüí³ñòü ð³äèíè; ,z xV V  � âèòðàòè â ïîçäîâæíüîìó òà
ïîïåðå÷íîìó íàïðÿìêàõ; P � òèñê; x, z êîîðäèíàòè â êàíàë³: z � óçäîâæ; õ � ïîïåðåê.

Âåëè÷èíè âèòðàò ,z xV V  ñêëàäíèì ÷èíîì çàëåæàòü â³ä òèñêó òà éîãî ãðàä³ºíò³â
÷åðåç òå, ùî ðåîëîã³÷íå ð³âíÿííÿ ñòàíó ð³äèíè, ÿêà ðîçãëÿäàºòüñÿ â äàí³é ðîáîò³,
ìàº íàñòóïíèé âèãëÿä:

2 ,P P ² (2)

äå  � â�ÿçê³ñòü ð³äèíè, ,  � ôóíêö³¿ òèñêó äîâ³ëüíîãî âèäó; ²
2
 � äðóãèé ³íâàð³àíò

òåíçîðà øâèäêîñò³ äåôîðìàö³é.
Â ïåðø³é ÷àñòèí³ ö³º¿ ñòàòò¿ âèâåäåíà ôîðìóëà äëÿ âèòðàò, ÿêà ìàº äîâîë³
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Âèâ÷åíà ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷íîãî ìîäåëþâàííÿ êâàç³-â�ÿçêîãî ïîòîêó ð³äèíè
â ù³ëèííèõ êàíàëàõ øíåêîâèõ ìàøèí. Íàâîäèòüñÿ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ âåëè÷èí
òèñêó ó êàíàë³. Îòðèìàí³ äàí³ äîçâîëÿþòü ìîäåëþâàòè òå÷³¿ â�ÿçêîïëàñòè÷íèõ
ð³äèí ç ³íøîþ ðåîëîã³ºþ.

Êëþ÷îâ³ ñëîâà: â�ÿçêîïëàñòè÷íà ð³äèíà, òå÷³ÿ Êóåòòà, øâèäê³ñòü çðóøåí-
íÿ, ìîäåëü ðåîëîã³¿, ù³ëèííèé êàíàë, øíåêîâà ìàøèíà.
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âëàñòèâîñò³ ö³º¿ ôîðìóëè ó äåÿêèõ âèïàäêàõ, êîëè öþ ôîðìóëó ìîæíà ñïðîñòèòè.
Ìåòîþ ñïðîùåííÿ º îòðèìàííÿ ð³âíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ çàëåæíîñò³ âåëè÷èíè òèñêó
Ð â³ä ïîâçäîâæíüî¿ êîîðäèíàòè â êàíàë³. ßê ïîêàçàíî â ðîáîò³ [÷. I] â âèðàæåííÿ äëÿ

,z xV V  âõîäÿòü âåëè÷èíè , ,z xy y  ÿê³ ìàþòü íàñòóïíèé âèãëÿä:
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äå ||w  � øâèäêîñò³ ïîâçäîâæíüîãî ðóõó êîðäîí³â êàíàëó; w  � øâèäêîñò³ ïîïåðå÷-
íîãî ðóõó êîðäîí³â êàíàëó, h � íàï³âòîâùèíà êàíàëó. Âåëè÷èíè 
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ñêëàäí³ ôóíêö³¿ òèñêó P, ù³ëüíîñò³ (P), êîðäîííèõ øâèäêîñòåé || ,w  ,w  äîâæèíè L
òà òîâùèíè h êàíàëó. ¯õ âèä íàâåäåíèé â [÷. I].

Ç òîãî, ÿê âåëè÷èíà y* âõîäèòü ó âèðàæåííÿ äëÿ zV  é xV  ìîæíà çðîáèòè âèñ-
íîâîê ïðî òå, ùî äëÿ äîçâîëó ð³âíÿíü (1) ùîäî ãðàä³ºíò³â P/ õ ³ P/ z íåîáõ³äíî
ïðåäñòàâèòè âèðàæåííÿ äëÿ âèòðàò ó ìàêñèìàëüíî ñïðîùåíîìó âèä³ òàê, ùîá ¿õ
ìîæíà áóëî ðîçð³øèòè ùîäî âåëè÷èí *

zy  ³ *.xy  Çíàþ÷è ö³ âåëè÷èíè, ç ð³âíÿííÿ (1)
ìîæíà áóëî á çíàéòè P/

õ
 é P/

z
. Âèõîäÿ÷è ç âèùåçàçíà÷åíîãî, ìîæíà ðîçãëÿíóòè

äâà âèïàäêè ñï³ââ³äíîøåííÿ õàðàêòåðèñòèê òå÷³¿. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ïîòð³áíå
âèêîíàííÿ íåð³âíîñò³ 

2 2/ 4 / / ,i i i ih p x  i = x, z. Ó äðóãîìó âèïàäêó ïîòð³áíå
âèêîíàííÿ ïðîòèëåæíî¿ íåð³âíîñò³: 

2 2/ 4 / / ,i i i ih p x  i = x, z. Ç ôîðìóë (1)
âèò³êàº, ùî âèðàæåííÿ äëÿ âèòðàò ñïðîùóþòüñÿ é íàáóâàþòü òàêèé âèä:
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ßêùî äàë³ ðîçãëÿäàòè åêñòðåìàëüí³ ïðîô³ë³ øâèäêîñò³, òî * ( , )iy h h  òàê, ùî
â äðóãîìó âèðàæåíí³ (4) ïðàâó ÷àñòèíó ìîæíà ñïðîñòèòè, ðîçêëàâøè â ðÿä ïî âåëè÷èí³

*.iy  Îñòàòî÷íèé âàð³àíò ð³âíÿíü, ùî âèçíà÷àþòü ó öèõ êðàéí³õ âèïàäêàõ òèñê, òàêèé:
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Äàë³ äëÿ ð³øåííÿ ð³âíÿíü ìîæíà çðîáèòè òàêèì ÷èíîì: çíàéòè ãðàíè÷í³ âèðà-
æåííÿ äëÿ *

zy  é *
xy  äëÿ äâîõ çàçíà÷åíèõ âèùå íåð³âíîñòåé. Ïîò³ì ï³äñòàâèòè ö³

ãðàíè÷í³ âèðàæåííÿ â ð³âíÿííÿ (5) ³ îá÷èñëèâ ¿õ, îäåðæàòè â³äïîâ³äí³ ð³øåííÿ. Ïîò³ì
ïîáóäóâàòè óçàãàëüíþþ÷ó ôîðìóëó öèõ ð³øåíü äëÿ òèñê³â, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðèíöèï
ãðàíè÷íî¿ â³äïîâ³äíîñò³ [7]. ª ³íøèé øëÿõ. Â³äðàçó ïîáóäóâàòè óçàãàëüíþþ÷ó
ôîðìóëó äëÿ âèòðàò zV  ³ xV , à ïîò³ì, âèêëþ÷èâøè âåëè÷èíè *,zy  *,xy  çíàéòè òèñê.
Äâà çàçíà÷åíèõ òóò ñïîñîáè ð³âíîö³íí³ é ìàþòü ïðèáëèçíî îäíàêîâó òî÷í³ñòü.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãðàíè÷í³ âèðàæåííÿ äëÿ *
zy  é *

xy  ï³ñëÿ íåñêëàäíèõ ïåðåòâî-
ðåíü ìîæíà ïðèéòè äî òàêèõ ð³âíÿíü:

2 3/22 2
2

2

2
3

2

4
2 2 3 4

0;
2 4

ii i
i i

i i i

i

i i

W Wm p
W W h h

x h

W Wp
x h

* ;
2 /

i
i

i

W W
y

h p x (6)

3/25/2
2

1/2

2
1/2

1/2

4
5 2

0;
82 /

i
i

i i ii

i

ii

h p m p
W W h h

x x

W W p
W W

x hh

*
1/2 1/2

,
2 / /

i
i i

W W
y

h p x

 = ||z, ³ = z;   q = x, ³ = x

äå ³ = 0, ³ = õ; ³ = 1, i = z. Ïåðøå ð³âíÿííÿ º êâàäðàòíèì â³äíîñíî ð/ õ³ ³ ìîæå áóòè
âèð³øåíî áåç çóñèëü. Äðóãå ð³âíÿííÿ º êóá³÷íèì â³äíîñíî ( ð/ õ³)

1/2, éîãî òåæ ìîæíà
ð³øèòè çà ôîðìóëîþ Êàðäàíî. ßêùî ââàæàòè ö³ ð³øåííÿ â³äîìèìè, òî óçàãàëüíþþ÷ó
ôîðìóëó íàéïðîñò³øî¿ ñòðóêòóðè ìîæíà áóäå çàïèñàòè òàê:
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Öÿ ôîðìóëà åêâ³âàëåíòíà êâàäðàòíîìó ð³âíÿííþ äëÿ ð/ õ³, ÿêå ëåãêî âèð³øóºòüñÿ.
Îòæå, çíàõîäæåííÿ ãðàä³ºíò³â òèñê³â òàêèì øëÿõîì çâîäèòüñÿ äî ð³øåííÿ ð³âíÿíü (6).

Âèêîðèñòîâóþ÷è ³íøèé øëÿõ, íåîáõ³äíî àïðîêñèìóâàòè íåë³í³éí³ äîäàíêè â
ôîðìóëàõ äëÿ zV  ³ xV çà äîïîìîãîþ óçàãàëüíåíî¿ ôîðìóëè òàê, ÿê öå áóëî çðîáëåíî
äëÿ ãðàä³ºíò³â òèñêó ó ôîðìóë³ (7). Íîðìóþ÷³ ìíîæíèêè ïðè öüîìó çàëèøàþòüñÿ
òèìè æ. Âèêîíóþ÷è ö³ ä³¿ äëÿ âèòðàò ,iV  îäåðæóºìî òàê³ âèðàæåííÿ:
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Ç ð³âíÿíü (1) ìîæíà âèêëþ÷èòè ãðàä³ºíòè òèñê³â ð/ õ
³
 ³ îá÷èñëèòè ï�ÿòèé ³

øîñòèé äîäàíêè â (8) ò³ëüêè ÷åðåç âåëè÷èíè *.iy  Çðîáèâøè ö³ ä³¿, ìîæíà ïðèéòè äî
ð³âíÿíü äëÿ âåëè÷èí *

iy  ÿê ê íåâ³äîìèì. Òîä³ ö³ ð³âíÿííÿ ðàçîì ç ð³âíÿííÿìè (1)
óòâîðÿòü ñèñòåìó ð³âíÿíü äëÿ ãðàä³ºíò³â òèñê³â ð/ õ

³
 òàêîãî âèäó:
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Âèä ïðàâî¿ ÷àñòèíè â ïåðøîìó ð³âíÿíí³ (9) ãîâîðèòü ïðî òå, ùî éîãî ìîæíà
ñïðîñòèòè. Ðîçãëÿäàþ÷è ð³âíÿííÿ (6) ³ (9) ñë³ä çàçíà÷èòè, ùî ¿õí³ ïàðàìåòðè 

i
 ³ 

i
 º

ñêëàäíèìè ôóíêö³ÿìè îö³íîê â³äíîøåííÿ ïîõ³äíèõ êîìïîíåíò³â øâèäêîñòåé, òîìó
äëÿ öèõ ð³âíÿíü âèðàæåííÿ äëÿ âåëè÷èí ð/ õ

³
 çàëåæàòü â³ä òèñêó Ð. Äëÿ òîãî, ùîá

ñòàëî ìîæëèâèì ïîäàëüøå îá÷èñëþâàííÿ ìîæíà çðîáèòè òàê: âèáðàòè äåÿêèé ð³âåíü
íåë³í³éíîñò³ ð³âíÿíü (6) ³ (9), à ò³ äîäàíêè öèõ ð³âíÿíü, ÿê³ éîãî ïåðåâèùóþòü, îö³íèòè
ç ì³ðêóâàíü, ïîâ�ÿçàíèõ ³ç ãðàíè÷íèìè óìîâàìè àáî ³ç ðåçóëüòàò³â ð³øåííÿ çàäà÷³
òå÷³¿, àëå ç á³ëüø ïðîñòèì âèäîì äðóãîãî ³íâàð³àíòà òåíçîðà øâèäêîñò³ äåôîðìàö³é.
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Äàë³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàñòîñóâàííÿ îòðèìàíèõ ðåçóëüòàò³â äî êîæíîãî ç ð³âíÿíü (6) ³ (9).
Ïåðøå ð³âíÿííÿ â (6) ìîæíà ðîçâ�ÿçàòè â³äíîñíî ãðàä³ºíò³â ð/ õ

³
 òàê, ùî çíèæóâàòè

ñòóï³íü íåë³í³éíîñò³ íå ïîòð³áíî. Ó äðóãîìó ð³âíÿíí³ â (6) ïðÿìå âèêîðèñòàííÿ ôîðìóë
Êàðäàíà íàäçâè÷àéíî ãðîì³çäêî; òîìó ñòóï³íü íåë³í³éíîñò³ ìîæíà çíèçèòè. Ó ïåðøîìó
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Âèð³øóþ÷è ð³âíÿííÿ (1) äëÿ äâîõ ãðàíè÷íèõ íåð³âíîñòåé ó êîæí³é ³ç òðüîõ
òî÷îê ìîæíà çà öèìè ð³øåííÿìè ïîáóäóâàòè àïðîêñèìàö³¿ òàêîãî âèäó:

* 2 *( ) ( ) ,j j j j
i i i i i

i

p
a y b y c

x (12)

ó ÿê³ , ,j j j
i i ia b c � êîåô³ö³ºíòè àïðîêñèìàö³é; i = z, x; *1( );ij y h  *3( 0).ij y

Ñóêóïí³ñòü ñï³ââ³äíîøåíü (12) ³ âèçíà÷åííÿ *
iy  ÷åðåç ð/ õ³ ç ð³âíÿíü (9) äîçâîëÿº

çíàéòè ãðàä³ºíòè òèñê³â ð/ õ³.
Âèñíîâêè. Ó äàí³é ðîáîò³ çàïðîïîíîâàíà ïðîöåäóðà ðåäóêö³¿ òðèâèì³ðíîãî

çàâäàííÿ ïðî òå÷³þ íåë³í³éíî¿ ð³äèíè ç â�ÿçê³ñòþ, ùî çàëåæèòü â³ä øâèäêîñò³ çðó-
øåííÿ, ïàðàìåòðè ÿêî¿ äîâ³ëüíèì îáðàçîì çàëåæàòü â³ä òèñêó. Îäíî÷àñíî, ð³äèíà º
ñòèñêàþ÷îþ. Ï³ñëÿ ðåäóêö³¿ òàêîãî çàâäàííÿ âîíà çâîäèòüñÿ äî ð³øåííÿ ÷èñòî ïîç-
äîâæí³õ çàâäàíü ³ç íàïðÿìêàìè òå÷³¿ óçäîâæ îñåé 0Z ³ 0X ðîçä³ëüíî. Äëÿ öèõ çàâäàíü
º ïðîô³ë³ øâèäêîñò³ é âèòðàòè. Ö³ õàðàêòåðèñòèêè òå÷³¿ âèçíà÷àþòüñÿ â çàãàëüíî
ôóíêö³îíàëüíîìó âèä³ ïîçäîâæí³ì ³ ïîïåðå÷íèì ãðàä³ºíòàìè òèñêó. Äëÿ çíàõîäæåííÿ
öèõ ãðàä³ºíò³â çàïðîïîíîâàí³ òðè ï³äõîäè, äëÿ êîæíîãî ç ÿêèõ ñôîðìóëüîâàí³
â³äïîâ³äí³ ð³âíÿííÿ. Çàïðîïîíîâàíî ð³çí³ íàáëèæåí³ ñïîñîáè ð³øåííÿ öèõ ð³âíÿíü,
ÿê³ îïèðàþòüñÿ íà ãðàíè÷í³ óìîâè äëÿ ïîçäîâæíüî¿ ÷àñòèíè òèñêó, ùî çàëåæèòü â³ä
çì³ííî¿ z. Óñ³ çàçíà÷åí³ ðåçóëüòàòè çáåð³ãàþòü ñåíñ ïðè äîâ³ëüíîìó íàáîð³ ãðàíè÷íèõ
ïîçäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷íèõ øâèäêîñòåé ñò³íîê êàíàëó. Äîñë³äæåííÿ ð³âíÿíü (6), (9) ³
(10) � (12) áóäóòü âèêëàäåí³ ó íàñòóïí³é ïóáë³êàö³¿.
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Íåêîòîðûå àñïåêòû ïðîäîëüíî-ïîïåðå÷íîãî òå÷åíèÿ ñæàòîé æèäêîñòè,
çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè ñäâèãà è äàâëåíèÿ âäîëü ùåëåâîãî êàíàëà

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ òå÷åíèÿ êâàçè-
âÿçêîãî ïîòîêà æèäêîñòè â ùåëåâûõ êàíàëàõ øíåêîâûõ ìàøèí. Ïðåäëîæåí àëãî-
ðèòì, ïîçâîëÿþùèé îòêàçàòüñÿ îò ðåøåíèÿ ñëîæíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé
ïóòåì èñïîëüçîâàíèÿ ïðîñòûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ïîëó÷åííûå
óðàâíåíèÿ ïîçâîëÿþò îáîáùèòü êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû òå÷åíèÿ íåëèíåéíîé
æèäêîñòè ñ âÿçêîñòüþ, çàâèñÿùåé îò ñêîðîñòè ñäâèãà, ïàðàìåòðû êîòîðîé ïðîèç-
âîëüíûì îáðàçîì çàâèñÿò îò äàâëåíèÿ. Ïðåäëîæåíû ïðèáëèæåííûå ñïîñîáû ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé, ïîçâîëÿþùèõ îïðåäåëèòü âåëè÷èíó äàâëåíèÿ, çàâ³ñÿùóþ îò ïåðåìåííîé.
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Ïîêàçàíî, ÷òî ñâÿçü ìåæäó òðåõìåðíûìè è îäíîìåðíûìè èñõîäíûìè çàäàíèÿìè
ñîñðåäîòî÷åíû â ïåðåíîðìèðîâàííûõ êîýôôèöèåíòàõ ôóíêöèé âÿçêîñòè. Ïîëó÷åí-
íûå óðàâíåíèÿ ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè äðóãèõ âèäîâ âÿçêîïëàñ-
òè÷íûõ òå÷åíèé â êàíàëàõ ðàçíîé ãåîìåòðèè

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå, òå÷åíèå Êóýòòà, ñêîðîñòü
ñäâèãà, ðåîëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü, ùåëåâîé êàíàë, øíåêîâàÿ ìàøèíà.

L.L. Tovazhnyanskiy, E.V. Beletsky,
Y.A. Tolchinsky

Some aspects of longitudinally-transversal flow of the compressed liquid,
depending on speed of change and pressure along crack channel

The problem of mathematical modeling of quasi-viscous liquid flow in screw
machine slot channels has been studied.

The algorithm which allows the use of simple algebraic reductions instead of
deciding complex differential equations has been proposed. The equations obtained permit
to generalize classical results for non-linear liquid flow with viscosity depending on the
shear rate with parameters randomly dependent from pressure.

Approximate methods of equation solutions which are based on boundary conditions
for the variable-dependent longitudinal pressure component have been proposed. The
relationship between three-dimensional resulting tasks and one-dimensional ones are shown
to be concentrated in renormalized viscosity function coefficients. The data obtained
allow to model different types of viscoelastic flows in the channels of different geometry.

Key words: viscoplastic fluid, ñouette flow, shear rate, rheological model, slotted
channel, screw machine.
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