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 Вступ. Зародження, ріст та розчинення кристалів цукру відбувається 
у промислових умовах, які характеризуються наявністю нерівномірних в 
об’ємі промислового кристалізатора полів фізико-хімічних, теплофізичних, 
гідродинамічних та ін. параметрів і має випадково неоднорідний 
характер[1-3]. З цієї причини такі процеси завжди мають стохастичну 
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природу і потребують використання відповідних математичних методів – 
теорії випадкових процесів. 
 Аналіз останніх досліджень і публікацій. Повний аналіз і 
класифікацій теорій і математичних моделей росту одиночних кристалів, 
зокрема цукру, дали В.В. Кафаров [2], О.А. Чернов [4], І.С. Гулий [1], Є.В. 
Хамський [3], та ін. Це такі теорії: термодинамічна (теорія граничних 
поверхонь, Странського і Косселя); дислокаційна (теорії Бартона, Франка, 
Кабрери, Чернова); кристалохімічної реакції на поверхні (Кафарова, 
Хамського); дифузійна (Андреєва, Бертауда, Валентона). Проте отримані в 
рамках цих досліджено не враховують наявність фактору полі 
дисперсності кристалів, та наявності факторів випадковості, що мають 
місце при зародженні, масовому рості та розчиненні кристалів. 
 Постановка задачі. Для оцінки економічної, технологічної та 
енергетичної ефективності реалізації процесів зародження, промислового 
росту та розчинення кристалів цукру необхідною є розробка математичних 
моделей цих моделей цих процесів, які враховували б їх стохастичну 
природу, наявність дифузійного масообміну між зародком кристала та між 
кристальним розчином, полі дисперсність кристалів цукру, та ін. 
 Вирішення задачі. Основне положення теорії росту та розчинення 
одиночного кристала цукру в масових (промислових) умовах полягає в 
тому, що питома швидкість росту (розчинення) одиночного кристала цукру 
– це стохастична величина ݒ෤ , для якої має місце рівняння: 
 
෤ݒ = ଵ

ி
ௗ௠
ௗఛ

ݒ =  +  ଴,                                                                                          (1)ݒ
 ,଴௦ݒܦ√ =଴ݒ
 
де: ݒ – математичне сподівання, що є детермінованою складовою 
випадкової величини швидкості ݒ෤; m, F – маса та поверхня одиночного 
кристала; ݒ଴=ݒ෤-ݒ, випадкова складова швидкості ݒ෤, вона має нульове 
математичне сподівання і дисперсію D, ݒ଴௦ – випадкова величина з 
нульовим математичним сподіванням і одиничною дисперсією,[5]. 
 Перше з рівнянь сукупності (1), за умови того, що ݒ଴௦ як 
апроксимація, є випадковою величиною, типу «білого» шуму – похідною 
від вінерівського випадкового процесу з нульовим математичним 
сподіванням і одиничною дисперсією визначає наступне стохастичне 
диференціальне рівняння Іто першого порядку 
 
ௗ௥
ௗఛ

= ௞మ
ଷ௞భ

v+√ݒܦ଴௦,                                                                                                  (2)  
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௠
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де r – лінійний розмір (геометрична розмірна характеристика) одиночного 
кристала цукру; .ݒ – питома швидкість масового росту (розчинення) 
кристалів цукру. 
 Ящо g(r,߬) – диференціальна функція лічильного розподілу кристалів 
цукру за їх лінійними розмірами, [5}, згідно з рівнянням Колмогорова-
Фоккера-Планка маємо наступне лінійне диференціальне рівняння другого 
порядку в частинних похідних: 
 
డ୥(୰,ఛ)
డఛ

= −( ௞మ
ଷ௞భ
ݒ( డ௚(௥,ఛ)

డ௥
 + ஽

ଶ
డమ௚(௥,ఛ)

௥మ
                                                                   (3) 

 
до рівняння (3) обов’язково додаються початкова та гранична умови, які 
забезпечують наявність існування та єдність розв’язку. Якщо помножити 
обидві частини (3) на ݎ௡ і про інтегрувати від 0 до ∞, за умови 
g(t,0)=g(0,∞)=డ௚(௥,ఛ)

డ௥
ݎ) = 0) = డ௚(௥,ఛ)

డ௥
ݎ) → (߬)௞ܯ ,0=(∞ = ∫ ,ݎ)௞݃ݎ ஶݎ݀(߬

଴ , 
матимемо: 
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ௗெ೙(ఛ)
ௗఛ
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ଷ௞భ

(߬)௡ିଵܯݒ +
௡(௡ିଵ)

ଶ
,(߬)௡ିଶܯܦ ݊ > 1,

(߬)଴ܯ ≡ 1, ܦ = ௗெమ(ఛ)
ௗఛ

− (߬)ଵܯ2
ௗெభ(ఛ)
ௗఛ

, ௡(0)ܯ = ∫ ,ݎ)௡݀ݎ ஶ.ݎ݀(߬
଴

             (4) 

 
 Адекватність математичної моделі процесів масового росту і 
розчинення кристалів перевірена для випадку уварювання і кристалізації 
цукрових утфелів, відхилення розрахункових, згідно із стохастичною 
моделлю, і фактичних, визначених прямими вимірами, не перевищує 3%.  
 Нами досліджені особливості кінетики масового росту і розчинення 
полідисперсних кристалів цукру в умовах уварювання і кристалізації 
цукрових утфелів і розроблені положення теорії двох стадій цих процесів. 
Основною характеристикою цих процесів є потік переносу маси, а 
рушійною силою – градієнт потенціалу переносу маси речовини. 
Скалярними вираженнями цих характеристик може бути: потоку переносу 
маси відповідає питома швидкість росту або розчинення кристалів цукру, а 
потенціалом переносу маси може бути, наприклад, коефіцієнт 
пересичення. Згідно з теорією двох стадій росту та розчинення кристалів 
цукру, процес їх масового росту (розчинення) можна вважати таким, що 
складається з двох стадій: перша - дифузія молекул з об’єму розчину, 
скалярний потік переносу (питома швидкість ݒ) пропорційний різниці 
значень потенціалу переносу ф в об’ємі розчину та середнього (що 
особливо важливо для випадку розподіленості потенціалу переносу в 
об’ємі розчину), тобто ݒ = ܽଵ ቀф − фгрቁ, друга – фазове перетворення на 
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границі розділу фаз, скалярний потік переносу пропорційний різниці 
значень потенціалу переносу середнього на границі розділу фаз фгр та 
рівноважного ф଴, взятій у певному, наприклад, n – му ступені, ݒ =
ܽଶ(фгр − ф଴)௡. Для випадку розчинення кристалів, спочатку має місце 

перетворення на границі розділу фаз, ݒ = ܾଵ(ф଴ − фгр)
௠, після чого  - 

дифузія в об’м розчину, ݒ = ܾଶ ቀфгр − фቁ. Для випадку кристалів цукру 
вважається, що ݉ = ݊ = 2. Кінцеві модельні залежності мають вигляд: для 
масового росту кристалів: 
ݒ = ܽଵ ቀф − фгрቁ = ܽଶ(фгр − ф଴)ଶ,                                                                 (5) 

ݒ = аభమ

ଶаమ
+ аଵ∆ − ට аభర

ସаమమ
+ аభయ

аమ
∆,                                                                              (6) 

∆= ф− ф଴; 
 
для масового розчинення кристалів: 
ݒ = ܾଵ(ф଴ − фгр)

ଶ=ܾଶ ቀфгр − фቁ,                                                                   (7) 

ݒ = ௕మమ

ଶ௕భ
+ ܾଶ∆ᇱ −ට ௕మర

ସ௕భమ
+ ௕మయ

௕భ
∆ᇱ,                                                                         (8) 

∆ᇱ= ф଴ − ф. 
 Для випадку росту або розчинення кристалів цукру за потенціал 
переносу ф приймається коефіцієнт пересичення П (випадок росту) і 
коефіцієнт не насичення П (випадок розчинення). 
 Якщо ݉ஊ,  ,ஊ сумарні, відповідно, маса та поверхня кристалів цукруܨ
чисельність яких становить ܰ, а ݉, ,ܨ  відповідно, маса, поверхня та – ݎ
лінійний розмір одиночного кристала цукру, то мають місце рівності: 
 

ܰ = ௠ಂ

௠
= ிಂ

ி
ஊܨ  , =

ி
௠
݉ஊ =

௞మ
௞భ

௥మ

௥య
݉ஊ,                                                               (9) 

ଶݎ = (݇нଶ + ,ଶݎ(1 ଷݎ = нଷ݇ߙ) + 3݇нଶ+1)ݎଷ, ܨஊ =
௞మ
௞భ

(௞нమାଵ)
(ఈ௞нయାଷ௞нమାଵ)

	݉ஊ,              (10) 
 
де: ݉, ,ܨ  середні, відповідно, маса, поверхня та лінійний розмір – ݎ
кристалів, ݇н,  коефіцієнт нерівномірності та коефіцієнт ексцесу – ߙ
чисельного розподілу кристалів за їх лінійними розмірами. 
З рівнянь (9), за умови  ݒ௠௔௦௦ =

ௗ௠ಂ

ௗఛ
=  :ஊ,  маємоܨݒ

 
ௗ௠ಂ(ఛ)
ௗఛ

= ௞మ
௞భ

(௞нమାଵ)
(ఈ௞нయାଷ௞нమାଵ)௥

 ஊ(த),                                                                      (11)݉ݒ
݉ஊ(0) = ݉ஊ଴. 
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Диференціальне рівняння (11) описує кінетику масового росту, тобто 
кінетику масової кристалізації, та динаміку показників їх фракційного 
складу 
 Важливою проблемою, пов’язаною з початковою стадією 
уварювання і кристалізацією цукрових утфелів є кристалоутворення, 
розрахунок показників якого потребує надійних даних щодо лінійного 
розміру  та маси  критичного кристалічного зародка. Класична 
оцінка розміру критичного кристалічного зародка базується на 
максимізації зміни величини термодинамічного потенціалу , який 
складається з двох компонентів – зміна потенціалу за рахунок 
перетворення молекул нової вихідної фази в зародок і поява поверхневого 
потенціалу цього зародка: 
 

,                                                                                         (12) 
 
де:   – різниця хімічних потенціалів у розчиненому та кристалічних 
станах, ;  – коефіцієнт поверхневого натягу;  – поверхя 
кристалічного зародка цукру;  – стала Больцмана; ,  – температура та 
коефіцієнт пересичення розчину. Максимум  досягається, коли лінійний 
розмір зародка становить: 
 

,                                                                                                     (13) 
 
де:  – маса молекули розчиненої речовини. Останні дані вказують на 
необхідність врахування дифузійного масообміну між зародком і 
навколишнім середовищем шляхом визначення поправки до (13), яка 
базується врахуванні вкладу градієнтів густини, що виникають, в 
термодинамічний потенціал системи за умови дифузійного характеру 
масообміну. У цьому випадку зміна потенціалу з врахуванням 
феноменологічної моделі Кана для таких неординарних систем становить: 
 

,                                                       (14) 
 
де:  – градієнт густини; к – коефіцієнт пропорційності;  – об’єм 
системи. 
 Максимум виразу (14), з врахуванням оцінок для , досягається 
за умови: 
 

 - к ,                                                                                  (15) 
де:  – густина розчину в об’ємі розчину та на границі розділу фаз. 
Сталу к можна знайти, виходячи з з оцінок другого граничного 
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пересичення і відповідного йому значення розміру критичного 
кристалічного зародка, [1]: 
 
крݎ
гр = (ீಾ

ఊ
)
భ
య = ଶ௞మఙீМ

ଷ௞భ୼ఓ
 - к(ఘభିఘబ)

మ

ଶఙ
,                                                                    (16) 

 
де ߛ – густина між кристального розчину. З (16) для невідомої величини к 
матиме місце співвідношення: 
 

к =
ଶఙгр(ଶ௞మఙгрீಾିଷ௞భ୼ఓгр ට

ಸಾ
ം

య )

ଷ௞భ୼ఓгр(ఘభ
грିఘబ

гр)మ
,                                                                        (17) 

 
Співвідношення (15) – (17) є основою для розрахунків величини 
критичного кристалічного зародка згідно з уточненою методикою, 

причому Пгр = exp ටଶ௕ఙ
்

య
, [1]. Для умов зародження кристалів цукру 

Δߤгр = √2ܾయ ଵߩ величини ,ߪܴ
гр, ଴ߩ

гр,  гр визначаються за даними для густиниߪ
цукрових розчинів та коефіцієнтам поверхневого натягу, за умови: 
 
Цм
гр = ଵ଴଴ுబ	П

ுబ	Пାଵ
, Цм଴=ଵ଴଴ுబ	

ுబ	ାଵ
,                                                                             (18) 

 
де ܪ଴	 - розчинність цукрози. 
 

Використані джерела інформації: 
1. Гулый И.С. Непрерывная варка и кристаллизация сахара. – М.: Пищевая 

промыленность, 1976. – 276 с. 
2. Кафаров В.В., Дорохов И.Н., Кольцова Э.М. Системный анализ процес сов 

химической технологи: Процессы массовой кристаллизации из растворов и газовой 
фазы. – М.: Наука, 1983. – 367 с. 

3. Хамский Е.В. Кристаллизация в химической промышленности. – М.: Химия, 1989. – 
344 с. 

4. Чернов В.В., Гиваргизов Е.И., Багдасаров Х.С. Современная кристаллография, т. 3. 
Образование кристал лов. – М.: Наука, 1980. – 408 с. 

5. Кузьменко Б.В. Математичне моделювання процесів росту і розчинення кристалів 
цукру в промислових умовах. Автореф. дис. д-ра техн. Наук. – К.: УДУХТ, 1995. – 
40 с. 

6. КузьменкоБ.В., Штангеев В.О., Мирончук В.Г., Гулый И.С. Новая оценка раз мера 
критического кристаллического зародыша.//Вісник аграрної науки №8. – К.: «Нива», 
1992. – с. 43. 

 
References: 

1. Gulyj I.S. Nepreryvnaja varka i kristallizacija sahara. – M.: Pishhevaja promylennost', 
1976. – 276 s. 



Вісник АМУ серія «Техніка»                                                             Випуск 1 (9) – 2015 

103 

 

2. Kafarov V.V., Dorohov I.N., Kol'cova Je.M. Sistemnyj analiz proces sov himicheskoj 
tehnologi: Processy massovoj kristallizacii iz rastvorov i gazovoj fazy. – M.: Nauka, 1983. 
– 367 s. 

3. Hamskij E.V. Kristallizacija v himicheskoj promyshlennosti. – M.: Himija, 1989. – 344 s. 
4. Chernov V.V., Givargizov E.I., Bagdasarov H.S. Sovremennaja kristallografija, t. 3. 

Obrazovanie kristal lov. – M.: Nauka, 1980. – 408 s. 
5. Kuz'menko B.V. Matematichne modeljuvannja procesіv rostu і rozchinennja kristalіv 

cukru v promislovih umovah. Avtoref. dis. d-ra tehn. Nauk. – K.: UDUHT, 1995. – 40 s. 
6. Kuz'menkoB.V., Shtangeev V.O., Mironchuk V.G., Gulyj I.S. Novaja ocenka raz mera 

kriticheskogo kristallicheskogo zarodysha.//Vіsnik agrarnoї nauki №8. – K.: «Niva», 1992. 
– s. 43. 

 
Рецензент: Дубко В.О. 

  


