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роботи частини комплексного перерізу аж 

до руйнування . 

Таким чином, результати проведених 

експериментальних досліджень підтвер-

джують можливість обліку роботи легких 

теплоізоляційних бетонів при розрахунку 

сталезалізобетонних балок з використан-

ням ЛСТК, що особливо актуально для кон-

струкцій покриттів. При цьому відсутність 

достатнього анкерування сталевої та бетон-

ної частини комплексного перерізу істотно 

знижує несучу здатність і збільшує дефор-

мативність сталезалізобетонного елемента 

в цілому. 

Висновки: результати експеримента-

льних досліджень легких сталевих і стале-

залізобетонних конструкцій з Z-образних 

профілів, що працюють в умовах складного 

напружено-деформованого стану при дії 

згину з крученням дозволяють зробити на-

ступні висновки: 

1. Заповнення ЛСТК легким полістиро-

лбетоном практично вдвічі збільшує не-

сучу здатність балок при роботі на згин з 

крученням. 

2. Відсутність достатнього анкерування 

сталевої та бетонної частин комплексного 

перерізу істотно знижує несучу здатність і 

збільшує деформативність сталезалізобето-

ного елемента в цілому. З цієї точки зору 

досить ефективним є використання запро-

понованих у статті горизонтальних анкерів, 

що практично в 1,5 рази збільшує несучу 

здатність балок при їх роботі на згин з кру-

ченням. 

3. Роботу легкого теплоізоляційного бе-

тону слід враховувати при розрахунку ста-

лезалізобетонних балок з використанням 

ЛСТК, що особливо актуально для конс-

трукцій покриттів. 
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ВИЗНАЧЕННЯ НДС В ПРУЖНЬОМУ ПОЛУПРОСТОРІ З  ЦИЛІНДРОВИМИ 

ПОРОЖНИНАМИ, ЯКІ ЗАДАНІ В ЦИЛІНДРИЧНИХ СИСТЕМАХ КООРДИНАТ  

ТА МЕЖЕЮ ПОЛУПРОСТОРУ, ЯКА ЗАДАНА В ДЕКАРТОВІЙ  

СИСТЕМІ КООРДИНАТ  

 

Розглядаючи просторові задачі теорії 

пружності, зважаючи на громіздкість і 

складність обчислень, на сьогоднішній 

день не достатньо повно досліджено визна-

чення напруження в пружному просторі з 

декількома циліндровими порожнинами 

або включеннями. Окремі випадки задачі з 

осесиметричним об'ємним розширенням 

одного циліндра досліджені в роботах [1,2]. 

В даній статті запропонований метод вирі-

шення задачі із заданими переміщеннями 

на межах циліндрових порожнин розташо-

ваних в пружному полупросторі. Метод за-

снований на рішенні рівнянь Ляме [1] із за-

стосуванням узагальненого методу Фурье 

[4]. За допомогою цього методу дана про-

блема зведена до нескінченної системи лі-

нійних рівнянь алгебри, яка піддається дос-

лідженню і допускає застосування методу 
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редукції. Рішення представлено через інте-

грали і ряди, для яких встановлена абсолю-

тна збіжність.  

Запропонований метод рішення може 

бути поширений на задачі з іншими крає-

вими умовами.  

Постановка задачі 

Є дві циліндрових порожнини в пруж-

ному полупросторі (рис.1), відстань від  

центру першої порожнини до межі по-

лупростору дорівнює h, відстань між  

центрами порожнин дорівнює 0 . Коорди-

нати межі полупростору задаємо в декарто-

вій системі координат відносно системи ко-

ординат першої циліндрової порожнини. 

Граничні умови на поверхні порожнин та 

на межі полупростору задані через перемі-

щення. 

 

Рис.1 - Циліндрові порожнини в пружному полупросторі. 

 

Задача формується таким чином: рішення рівняння Ляме беремо у формі 

  
де 𝐵𝑘,𝑚(𝜆), 𝐵𝑘,𝑚

∗ (𝜆), 𝐻𝑘(𝜆, 𝜈)  (2) - невідомі 

функції, які необхідно знайти з крайових 

умов  

𝑆1,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆), 𝑆2,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆), 

𝑆3,𝑚(𝜌1, 𝜙1, 𝑧1; 𝜆), 𝑆1,𝑚
∗ (𝜌2, 𝜙2, 𝑧2; 𝜆), 

𝑆2,𝑚
∗ (𝜌2, 𝜙2, 𝑧2; 𝜆), 𝑆3,𝑚

∗ (𝜌2, 𝜙2, 𝑧2; 𝜆),       (3) 

�⃗⃗�1
+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈),  �⃗⃗�2

+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈) ,    

�⃗⃗�3
+(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈)- базисні рішення для однієї 

циліндрової порожнини відносно внутріш-

ніх рішень іншої циліндрової порожнини 

дорівнюють: 
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,  
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+4(𝜇 − 1) (𝑔𝑟𝑎𝑑 − 𝑒𝑧

𝜕
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)] ∙ 𝑆𝑚(𝜌, 𝜑, 𝑧, 𝜆), 
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m signKezS    );,,( ,  

 - коефіцієнт Пуассона, Km(x) – функція 

Бесселя уявного аргументу 

- базисні рішення для полупростору ві-

дносно внутрішніх рішень циліндрової по-

рожнини дорівнюють: 

(1) 
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�⃗⃗�1
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈) =

1

𝜆
(𝑖𝜈𝑒𝑥 ± 𝜈𝑒𝑦 + 𝑖𝜆𝑒𝑧)𝑒𝑖𝜈𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧 

�⃗⃗�2
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈) =

1

𝜆
(𝑖𝜈𝑦𝑒𝑥((4𝜇 − 3) ± 𝜈𝑦) 𝑒⃗⃗⃗𝑦 + 𝑖𝜆𝑒𝑧)𝑒𝑖𝜈𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧 

�⃗⃗�3
±(𝑥, 𝑦, 𝑧; 𝜆, 𝜈) =

1

𝜆
(±𝑖𝜈𝑒𝑥 + 𝜈𝑒𝑦)𝑒𝑖𝜈𝑥±𝜈𝑦+𝑖𝜆𝑧 , 𝜈 = √𝜆2 + 𝜈2 

Крайові умови на площинах циліндрів та межі полупростору задані у виді рядів та інтег-

ралів, що абсолютно сходяться 

Якщо функції (2) будуть знайдені, то з 

(1) одержуємо переміщення і по нижче при-

ведених формулах можемо знайти напру-

ження: 
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(5) 

де G – модуль зсуву  0 – постійна Ляме   

𝜃 =
𝜕𝑈𝑝

𝜕𝜌
+

1

𝜌
∙

𝜕𝑈𝜑

𝜕𝜑
+

𝑈𝜌

𝜌
+

𝜕𝑈𝑧

𝜕𝑧
 – об'ємне роз-

ширення. 

Наскільки авторам відомо, зважаючи на 

складність, подібна задача раніше не вивча-

лася. 

Метод проведення рішення 

 В основу методу встановлені формули 

переходу в базисних рішеннях рівняння 

Ляме від однієї системи координат до іншої 

(вони отримані авторами справжньої статті 

з відповідних формул, узятих з довідника 

[6]).  Перехід від системи координат пер-

шої циліндрової порожнини до координат 

другої циліндрової порожнини:  
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Перехід від системи координат по-

лупростору до координат циліндрової по-

рожнини дорівнюють: 

Задовольняючи крайовим умовам (4), 

підставляючи їх у формулу (1), через функ-

ції перерозподілу (6, 7)  отримаємо три не-

скінченні системи рівнянь, зв'язані невідо-

мими функціями (2). 

де rs,k,m, r*s,k,m, hs,k,m, h*s,k,m, qs,k,m, q*s,k,m,, bs,k,m, 

b*s,k,m, ds,k - функції (3), що отримані в ре-

зультаті перетворень за допомогою функ-

цій перерозподілу (6, 7), та у зв'язку з гро-

міздкістю опущені. 

В результаті рішення системи нескін-

ченних рівнянь, отримаємо невідомі функ-

ції (2). 

Якщо тепер підставимо знайдені функ-

ції (2) у формулу (1), а також задамо зна-

чення  111 ,, z  і відповідні їм  222 ,, z , 

x,y,z то отримаємо значення переміщення у 

відповідній точці простору. Задавши точку 

на поверхні циліндрів, або площини межи 

полупростору, можемо перевірити вико-

нання граничних умов. 

Провівши перетворення функцій (3), 

згідно формулам (5), отримаємо повний те-

нзор напруження (зважаючи на громізд-

кість ці перетворення опускаємо). Тепер 

можемо визначити напруження в будь-якій 

точці простору в системі координат пер-

шого циліндра. 

Обговорення результатів 

Задача розв'язувалася в оболонці 

MathCad 12.  

На межі циліндра була задана функція 

переміщення у вигляді  
 

 222

5 cos

hz

h
U







 ,  

0zU ,  0U , при h = 10 (графічно зобра-

жено на рис.2.). На межі полупростору та 

межі другого циліндру всі переміщення 

прийняті рівними нулю. В результаті рі-

шення системи рівнянь були знайдені фун-

кції (2), перевірено виконання граничних 

умов на циліндрах і на межі полупростору 

(отримані переміщення у вузлових точках) 

і отримана функція для визначення напру-

ження.  

Нескінченна система рівнянь була зве-

дена до кінцевої: m=3, межі інтеграції були 

узяті від -3 … 3, що є достатнім при R1 = 10, 

l0=45, φ0=10, R2=5, h=45. Точність вико-

нання граничних умов в цьому випадку до-

сягає 10-5.  

Формула квадратури для обчислення 

інтегралів була вибрана по щонайвищому 

тригонометричному ступеню точності [3]. 

Число вузлових точок – 400. 

В результаті підстановки різних варіан-

тів R1, R2, l0, φ0, h приходимо до висновку, 

що скорочення відстані між краєм цилінд-

рів і межею полупростору приводить до 

(7) 

(8) 
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зменшення точності рахунку. Характерним 

також є те, що скорочення відстані між 

пулупростором та найближчим циліндром 

більш впливає на точність розрахунку ніж 

скорочення відстані між циліндрами. 

Рис.2 - Граничні умови на циліндрі 

 

У порівнянні з розрахунком, коли межа 

полупростору задається, як дзеркальна в 

циліндрових координатах [7], точність роз-

рахунку на віддалених дільницях полупро-

стору значно вища та тривалість розраху-

нку в декілька разів швидше.  

Висновки 

Запропонований метод для вирішення 

задачі просторової теорії пружності, коли 

на межах декількох циліндрових порожнин 

і на межі пролупростору задані перемі-

щення. Даний метод можна використову-

вати і при збільшенні числа циліндрових 

порожнин, в цьому випадку необхідно вне-

сти відповідні зміни у систему рівнянь (8).  

Проведені дослідження системи дають 

можливість стверджувати,  що її рішення 

існує і може бути з будь якою ступінню то-

чності знайдено методом редукції. 
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ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ ДОСЛІДЖЕННЯ НАПРУЖЕНО-ДЕФОРМОВАНОГО 

СТАНУ ОБИЧАЙКИ БАРАБАНА 

 

1. Постановка проблеми. В багатьох 

випадках для забезпечення стійкості стінки 

канатного барабана застосовують підкріп-

люючі елементи – кільця або поздовжні ре-

бра жорсткості. Забезпечуючи стійкість 

конструкції, ці елементи водночас є джере-

лом концентрації напружень в зоні їх кон-

такту (з'єднання за допомогою зварювання) 

з циліндричною обичайкою барабана, що 

викликає досить високі місцеві напру-

ження згинання. Ці напруження можуть 

бути вирішальними вже навіть тому, що 

для чавунних барабанів границя міцності 

на згинання вдвічі менша за границю міц-

ності на стискання. Крім того, елементи ба-

рабанів сприймають циклічні наванта-

ження, і місцеві пікові напруження (особ-


