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МОДЕЛЬ АСИНХРОННОЇ МАШИНИ У ФІЗИЧНИХ КООРДИНАТАХ 

Розглядається математична модель асинхронної машини у фазних координатах, диференціальні 
рівняння якої записані у нормальній формі Коші. Показано, що така модель є найбільш ефекти-
вною для аналізу несиметричних режимів роботи двигуна. Приведені результати числового мо-
делювання одного з несиметричних режимів роботи асинхронного двигуна. 
Ключові слова: асинхронний двигун, статор, кутова швидкість, математична модель. 
 
Рассматривается математическая модель асинхронного двигателя в фазовых координатах, диф-
ференциальные уравнения которой записаны в нормальной форме Коши. Показано, что такая 
модель есть наиболее эффективной для анализа несимметрических режимов асинхронного 
двигателя. Приведены результаты численного моделирования одного из несимметрических ре-
жимов работы асинхронного двигателя. 
Ключевые слова: асинхронный двигатель, статор, угловая скорость, математическая модель. 
 
In the paper is proposed mathematical model of asynchronous motors of physical coordinates. The dif-
ferential equations of electrоmechanical state are written in normal Cauchy form. It has been shown, 
that such a model is one of the most effective for analysis of unsymmetrical mode of asynchronous 
motor. The results of numerical modeling for one of unsymmetrical modes of asynchronous motor. 
Keywords: asynchronous motor, stator, angular velocity, mathematical model. 
 

Вступ 
Математичне моделювання електротех-

нічних пристроїв ускладнюється описом 
фізичних явищ різної природи (електрома-
гнітні, механічні, теплові тощо). Адекват-
ність математичної моделі реальному про-
тотипу досягається вмілим використанням 
законів теоретичної електротехніки та фор-
мою подання диференціальних рівнянь, а 
також вмілим прийняттям тих чи інших при-
пущень. У даній праці математична модель 
максимально орієнтована на числові мето-
ди, для яких використовується якісно новий 
математичний апарат, що спирається на тео-
рію нелінійних диференціальних рівнянь. 
Оскільки, асинхронні двигуни є найпошире-
нішими серед усіх електротехнічних при-
строїв (більше 50% електроенергії змінного 
струму споживають саме ці двигуни), то на-
уковий інтерес до процесів, що протікають 
у них є неминучим. Математична модель у 
фізичних координатах оперує реальними 
фізичними електро-магнітними величина-
ми. Її доцільно застосовувати у випадку не-
симетрії як кола статора, так і ротора. 

Постановка задачі 
Розглянемо асинхронну машину з фазним 

ротором. Вона містить як на статорі, так і на 
роторі симетричні трифазні обмотки, в яких 
фази зміщені у просторі на 120. Струми об-
моток створюють обертове магнітне поле. 
Оскільки ротор і статор у просторі взаємо-
переміщуються, то обертове магнітне поле 
перетинає їх із різними швидкостями, отже, 
й індукує у них відмінні за частотою елект-
рорушійні сили ЕРС – трансформаторні та 
руху [3, 5] 

,j
j j j

d
U R I

dt


                 (1) 

де Ψj, Uj, Ij (j=S, R) – колонки повних пото-
козчеплень електричних напруг і струмів 
обмоток статора (j=S) й ротора (j=R): 

   , , ; , ,j jA jB t
h h U I j S R h h .      (2) 

Rj (j=S, R) – матриці резистивних опорів 
21 ,

23
jA jA jC jB

j
jC jA jB jC

r r r r
R

r r r r
 


 

      (3) 

причому, rjA, rjB, rjC – резистивні опори 
окремих фаз статора і ротора. 
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Компоненти фаз С у (2) опущені. Їх лег-
ко знайти за першим законом Кірхгофа: 

C A Bh h h .                     (4) 
У випадку симетрії опорів матриця (3) 

перетворюється у скаляр. Короткозамкне-
ний ротор двигуна автоматично характери-
зується симетрією його опорів. 

Повні потокозчеплення обмоток Ψj умов-
но подамо сумою 

Ф , , ; ,j j j j kL I w j S R k A B.     ,  (5) 
де Lσj – індуктивність дисипації (розсіяння) 
вітки, wj – кількість витків обмотки, Фk – 
магнітний потік k-ї фази. 

Перший доданок у правій частині (5) від-
повідає потокозчепленню дисипації, а дру-
гий – робочому потокозчепленню. 

Струми віток знаходимо, розв'язавши (5) 
стосовно струму 

 Ф ;S S S S SI w     Ф ,R R R R RI w    (6) 
де S, R – обернені індуктивності розсіян-
ня фаз обмоток статора і ротора, ФS, ФR – 
колонки робочих потоків. 

   Ф , Ф ,Фj j A j B t
j S R .        (7) 

Введемо у розгляд колонки основних по-
токозчеплень: 

Ф ; ФS S S R S Rw w .        (8) 
Згідно з (8) рівняння (6) набувають оста-

точного вигляду 
 ;S S S SI      R R R RI .        (9) 

Щоб система (1), (9) стала повною, по-
трібно знати колонки основних потокозче-
плень (8). Це досягається використанням 
рівнянь стану магнітопроводу  

 т т тI .                  (10) 
Проекції векторів ψm та іm на координат-

ні вісі розглядаються як відповідні компо-
ненти. Певним вибором осей координат А, 
В можна спростити рівняння електромехані-
чного стану асинхронної машини. Тоді ско-
риставшись матрицями перетворення [3] 
отримаємо: 
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де γ – кут повороту ротора машини. 
Зв'язок фазних і перетворених змінних 

такий: 
-1

п ф ф пП ; Пh h h h .          (12) 
Матриці кругових частот обертання об-

моток статора і ротора мають вигляд 
1П

П , ,j
j j

d
j S R.

dt



     (13) 

Здійснивши математичні дії у (13), отри-
маємо [1] 

1
1j j .  


               (14) 

Застосування фазних координат харак-
терне для асиметрії кола статора. Тоді ку-
тові швидкості обертання координатних 
осей такі: 0,S R    [2, 3]. 

Матриці кутової частоти обертання ста-
тора і ротора згідно із (11), (14): 

1 2
0;

2 13S R .
 

       (15) 

Тепер розглянемо рівняння стану магні-
топроводу. 

Компоненти намагнічуючого струму бу-
дуть проекціями вектора іm на осі А і В: 

 0; 120A m B mI I cos I I cos     ,  (16) 
або 

2 = ;
3
2
3

A k kx SA Rx
k

B k kz SB Rz
k

I I cos I I

I I cos I I .

  

   




 (17) 

Компоненти колонок (10) подібно до 
(16) знаходимо як проекції вектора ψm на 
координатні осі А і В 

 0

;

120
A SA Rx m

B SB Rz m

cos

cos .

       

        
(18) 

Виключаючи тригонометричні функції із 
(16), (17), (18), отримуємо 

; ,A A B BI I             (19) 
де  – статичний питомий магнітний опір, 

(11) 
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який визначаємо з кривої намагнічування (10) 

 m
m

m

I I .   


                (20) 

Модуль струму намагнічування набуває ви-
гляду 

2 2

2 ,
3

A A B B
m

I I I II  
          (21) 

де2 ( ) / 3; ; .m A A B B A SA RA B SB RBI I I I I I I I I I I                         (22) 
Ураховуючи (12), (19) співвідношення 

(21), (22) можна записати у матричному ви-
гляді 

Пm S S RI I I .              (23) 
За відомою колонкою основних потоко-

зчеплень обмотки статора знаходимо колонку 
основних потокозчеплень обмотки ротора 

1ПR S .                    (24) 
Співвідношення (1), (6), (23), (24) утво-

рюють N-модель асинхронної машини у фі-
зичних координатах. Такою моделлю зручно 
користуватись, якщо диференціальні рівнян-
ня електромеханічного стану є жорсткими. 

Продиференціюємо вираз (23) за часом 
ППS S R

S R
d dI dId d I .

dt dt dt dt dt


       (25) 

Диференціюючи (20) за ψm, отримаємо 

,
m m

d
d
  


 

                 (26) 

де  – диференціальний питомий магнітний 
опір, що визначається з (10) 

 m
m

m

dI I .
d

   


            (27) 

У випадку ненасиченої магнітної систе-
ми машини ρ=τ. 

Скориставшись співвідношенням (25), по-
хідну dτ/dt розпишемо як повну 

m mA B

m A B

d .
dt t t

    
         

 (28) 

Модуль основного потокозчеплення за 
аналогією до (21) 

2 2

2
3

A A B B
m .     

          (29) 

Диференціюючи (29) згідно (19), (20), 
отримаємо 

2 22 2,
3 3

m mA B B A

A m B m

d dI I I I .
d I d I
  

   
 

 (30) 

Диференціюючи за часом (6) і підстав-
ляючи в отриманий результат (1) з ураху-
ванням ωS=0, отримуємо 

;S
S S S S

R
R R R R

dI dU R I
dt dt

dI dU R I .
dt dt

        


        

   (31) 

Підставляючи (24) у (9) і диференціюю-
чи результат, отримаємо: 

1
1

;

ПП

S S S
S

SR R
R R S

dI d d
dt dt dt

ddI d d .
dt dt dt dt




    
 

     
 

(32) 

Підставляючи (1), (26), (28), (30), (33) у 
(25), отримуємо 

 

 
-1ПП П ,

S
S S S S

R R R R R S

dM U R I
dt

dU R I
dt


   

    
   (33) 

де М – матриця зв'язку приростів основних 
і повних потокозчеплень 

   

   

2
2

2 2

2
2

2 2

22 22
3 3

,
22 2 2

3 3

A B A
A A B

m m

A B B
B A B

m m

I I II I I
I I

M
I I I I I I

I I


  


 

  

(34) 

де S R .                                           (35) 
Похідна dτ/dt у (25) задається виразами 

(26), (28), (30). 
Приводячи (33) до нормальної форми Ко-

ші, отримуємо 

 

 0 0,

S
S S S S

R R R R R R

d G U R I
dt

G U G R I G


  

    
  (36) 

де ,S RG G  – матриці зв'язку робочих і повних 
потокозчеплень: 

0; П,S S R R R R SG G G G G G .        (37) 

де ,A A B A

A B B B

T b I b I
G

b I T b I





                    (38) 
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     
2

2
2 ; 2 ;

3A A B B A B
m

R T
b b I I b b I I b .

I


      (39) 

Підставляючи (1) у (32) з урахуванням 
(36) отримуємо диференціальні рівняння аси-
нхронної машини у фізичних координатах 

   

   

0

0

+ ;

,

S
S S S S SR R R R R S

R
RS S S S R R R R R R

dI A U R I A R I A
dt
dI A U R I A R I A
dt

     

      
(40) 

 
 1 1

1
0 0 0

1 ; ;

П ; 1 П ;

ПП ;

S S S SR S R

RS R S R R R

R R S S S R

A G A G

A G A G

dA G A G .
dt

 



  

  

     
 

(41) 

До рівнянь електромеханічного стану слід 
додати рівняння механічного руху ротора 

 0 ;E
pd M M

dt J

    ,d

dt

      (42) 

де р0 – число пар магнітних полюсів маши-
ни; J – момент інерції ротора; МЕ – електро-
магнітний момент; М – механічний момент; 
γ – кут повороту ротора в радіанах. 

Вираз для моменту МЕ взято з праці [3] 
 03E Rx SB R z SAM p I I I I / .       (43) 

Співвідношення (1), (6), (40), (42) утво-
рюють повну систему алгебродиференціа-
льних рівнянь електромагнітного стану або 
А-модель асинхронної машини у координа-
тах. 

Для практичного використання даної мо-
делі необхідно знати резистивні опори об-
моток статора і ротора RS, RR, обернені ін-
дуктивності дисипації αS, αR обмоток, криву 
намагнічування (10), момент інерції J, кіль-
кість пар магнітних полюсів p0, напругу 
обмотки статора US, і механічний момент 
на валу ротора М. 

Найпростішим з чисельних методів інте-
грування диференціальних рівнянь є метод 
Ейлера. Він ґрунтується на заміні шуканої 
функції многочленом першого степеня, тоб-
то на лінійній екстраполяції [4]. 

Розглянемо диференціальне рівняння (40) 
стосовно струмів обмоток машин з нульови-
ми початковими умовами: 

     0
0, , 0 ,di f i t i t i A

dt
       (44) 

для якого існує розв'язок в інтервалі [a, b]. 
На інтервалі часу 1[ , ]k kt t   функцію стру-

му і апроксимуємо поліномом 

     , 1
0

П , , 0,1, ,
n

l
k n l k

l
i t t a t t k n



     (45) 

де n – порядок апроксимуючого полінома. 
Отже, 

  1
1

1
.

n
l

l k
l

di ka t t
dt






             (46) 

У випадку однокрокових методів коефі-
цієнти al визначаються з умови збігу зна-
чень полінома Пk,n(t) і функції i(t) у момент 
часу mt  і 1mt , а також з рівності відповід-
них 1n  похідних при 1mt : 

 
1

1 , 0, 1, , 1,
!

k

k

k k
t t

da x t k n
k dt



   (47) 

1

0

n
l n

n k l
l

a i a h h






   
 

 ,                (48) 

де   1,k k k ki i t h t t     – крок дискетиза-
ції. 

Підставивши (47) у (46) при t=tk, отри-
маємо 

k

n k n
t t

di a i b
dt 

  ,                   (49) 

 

1

1
1

1
1

,
!

k

ln
l

n n k l
l t t

d i tn n n la b i h
h h l dt







 


     . 

Підставляючи похідну (49) у (44) при 
t=tk, отримуємо формулу однокрокових (n=1) 
неявних різницевих схем 

 ,n k n k ka i b f i t  .            (50) 
Отже, отримуємо схему неявного методу 

Ейлера 
 1 ,k k k ki i h f i t   ,              (51) 

яка на кожному кроці вимагає розв'язання 
нелінійного рівняння відносно ik. Ця задача 
ще більше ускладнюється для систем нелі-
нійних диференціальних рівнянь. 

Результати числового моделювання 
Як приклад реалізації моделі проаналізу-

ємо несиметричний режим роботи асинхрон-
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ного двигуна, а саме, обрив фази статора. За 
основу візьмемо паспортні дані трифазного 
асинхронного двигуна з короткозамкненим 
ротором. 

Номінальна напруга обмотки статора 
Uном=380/220 В, номінальна потужність на 
валу Pном=1500 Вт, момент інерції J=0,04 
кгм2, опори обмоток статора і ротора: RS 

=7,32 Ом, RR =4 Ом, кількість пар полюсів 
p0=2, обернені індуктивності розсіяння об-
моток статора і ротора: αS=71,4 Гн-1, αR= 
=11,1 Гн-1, основна обернена індуктивність 
розсіяння αm=2,7 Гн-1, коефіцієнт корисної дії 
η=0,9, коефіцієнт потужності cosφ=0,9, номі-
нальна швидкість обертання ротора nном= 
=1450 об/хв. 

Інтегрування диференціальних рівнянь 
електромеханічного стану системи здійсне-
но саме неявним методом Ейлера враховую-
чи "жорсткість" диференціальних рівнянь. 
Явними методами такий стан роботи маши-
ни проаналізувати неможливо, виникає, так 
звана, числова нестійкість інтегрування. 

Для розрахунку перехідного процесу ви-
користано професійну мову програмування 
VisualFORTRAN. Поряд з цією мовою про-
грамування використано пакет GRAPHER 
для ілюстрації одновимірних графічних за-
лежностей. 

Здійснено холостий пуск мотора до уста-
леної швидкості з механічним моментом на 
валу, що становить Ммех=1 Нм. 

На рис. 1 наведено кутову швидкість обер-
тання валу ротора мотора як функцію часу. 
Час входу в усталений процес – 1 с. Тут же 
спостерігається незначне перерегулювання 
швидкості (до 30 об/хв), що є можливим у 
реальних машинах. У момент часу t=1,5 с 
навантаження на валу мотора збільшується 
до Ммех=8 Нм. При цьому його швидкість 
зменшується до значення, близького до но-
мінальної, а саме до 1454 об/хв протягом 
часу [1,5 2,5]c.t   У момент часу t=2,5 с 
імітується обрив фази А статора двигуна. 
Моделювання обриву фази здійснюється 
класичним способом [2] – введенням у фазу 
високого опору, наприклад, RSA=1 МОм. У 
цей момент часу диференціальні рівняння 

електромеханічного стану машини стають 
жорсткими, внаслідок великого розкиду 
власних чисел (опорів фаз статора) матриці 
Якобі. Трифазний двигун працює у двофаз-
ному режимі, швидкість обертання при цьо-
му зменшується до 1250 об/хв. 

На рис. 2 наведено перехідний струм у 
фазі двигуна де стався обрив. Амплітудне 
значення струму при ввімкненні становить 
11 А. Струм холостого ходу, що відповідає 
проміжку [1,0 1,5]ct   становить Iхх≈0,5 А. 
Номінальний струм фази двигуна, розрахо-
ваний за паспортними даними становить 
2,8 А. Із результатів інтегрування на про-
міжку часу [1,5 2,5]c,t   що відповідає но-
мінальному стану роботи двигуна, маємо 
Iном≈2,6 А. 

На рис. 3 наведено часову залежність 
електромагнітного моменту мотора. Пуско-
вий момент становить Мп≈18 Нм. У двофа-
зному режимі момент є пульсуючим додат-
ним. 

 
Рис.1. Кутова швидкість обертання мотора. 

 
Рис.2. Перехідний струм фази А обмотки ста-
тора. 
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Рис.3. Перехідний електромагнітний момент 
мотора. 
Висновки 
Запропонована математична модель асин-

хронної машини дозволяє відтворювати всі 
можливі аварійні й несиметричні стани і 
напевно придатна для аналізу перехідних 
процесів. 
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