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×åðíiâåöüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Þðiÿ Ôåäüêîâè÷à

ÏÐÎ ÏÐÎÄÎÂÆÅÍÍß ÍÀÐIÇÍÎ ÍÅÏÅÐÅÐÂÍÈÕ ÔÓÍÊÖIÉ

Äîñëiäæó¹òüñÿ ìîæëèâiñòü ïðîäîâæåííÿ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ ç ïiäìíîæèíè äî-
áóòêó òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ. Âèâ÷àþòüñÿ òàêîæ äåÿêi âëàñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíî çàìêíå-
íèõ ïiäìíîæèí åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè, íàäiëåíî¨ õðåñò-òîïîëîãi¹þ.

We investigate the extendibility of a separately continuous function from a subset of a product
of topological spaces. We obtain also several properties of functionally closed subsets of the Eucli-
dian plane equipped with the cross-topology.

1. Âñòóï
Íåõàé X, Y i Z � òîïîëîãi÷íi ïðîñòî-

ðè. Äëÿ ôóíêöi¨ f : X × Y → Z i òî÷êè
(x, y) ∈ X × Y ïîçíà÷èìî

fx(y) = fy(x) = f(x, y).

Ôóíêöiÿ f íàçèâà¹òüñÿ íàðiçíî íåïåðåðâ-
íîþ, ÿêùî äëÿ âñiõ (x, y) ∈ X × Y ôóíêöi¨
fx : Y → Z i fy : X → Z íåïåðåðâíi.

Ñèìâîëîì C(X) (C∗(X)) ìè áóäåìî ïî-
çíà÷àòè ñóêóïíiñòü óñiõ (îáìåæåíèõ) íåïå-
ðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà X.

Ôóíêöiÿ f : X → Y íàëåæèòü äî ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà, ÿêùî f ¹ ïîòî÷êîâîþ ãðà-
íèöåþ ïîñëiäîâíîñòi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
fn : X → Y . Ñóêóïíiñòü âñiõ ôóíêöié ïåð-
øîãî êëàñó Áåðà ç X â Y ìè ïîçíà÷à¹ìî
÷åðåç B1(X, Y ).

×åðåç C(f) iD(f) ìè ïîçíà÷àòèìåìî ìíî-
æèíè òî÷îê íåïåðåðâíîñòi i ðîçðèâó ôóíêöi¨
f âiäïîâiäíî.

Çãiäíî ç êëàñè÷íîþ òåîðåìîþ Òiòöå-
Óðèñîíà [6, c. 116], êîæíó íåïåðåðâíó äié-
ñíîçíà÷íó ôóíêöiþ, âèçíà÷åíó íà çàìêíåíié
ïiäìíîæèíi íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó, ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âåñü
ïðîñòið. Ðîçâèòêîì òåîðåìè Òiòöå-Óðèñîíà
¹ òåîðåìà Äó óíäæi [1, c. 86], ÿêà òâåðäèòü,
ùî äîâiëüíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ, ÿêà âè-
çíà÷åíà íà çàìêíåíié ïiäìíîæèíi ìåòðèçîâ-
íîãî ïðîñòîðó i íàáóâà¹ çíà÷åíü ó ëîêàëüíî
îïóêëîìó ïðîñòîði, ìîæíà ïðîäîâæèòè äî
íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà âåñü ïðîñòið.

Íà äîáóòêóX×Y òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ
X i Y ïðèðîäíî âèíèêà¹ òîïîëîãiÿ σ íàði-

çíî¨ íåïåðåðâíîñòi, òîáòî íàéñëàáøà òîïîëî-
ãiÿ íà X×Y , âiäíîñíî ÿêî¨ âñi íàðiçíî íåïå-
ðåðâíi ôóíêöi¨ ¹ íåïåðåðâíèìè. Âiäîìî (äèâ.
[8], [3]), ùî íàâiòü äëÿ X = Y = R òîïîëîãiÿ
σ íå ¹ ðåãóëÿðíîþ i òåîðåìà Òiòöå-Óðèñîíà
íå ìà¹ ìiñöå äëÿ ôóíêöié f : (X2, σ) → R (öå
ïîâ'ÿçàíî ç òèì ôàêòîì, ùî êîæíà ôóíêöiÿ
íà äiàãîíàëi ¹ σ-íåïåðåðâíîþ). Òîìó ïðè-
ðîäíî âèíèêà¹ çàäà÷à ïðî ïðîäîâæåííÿ σ-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Ó öié ñòàòòi ìè ñïî÷àòêó äîâîäèìî àíà-
ëîã òåîðåìè Äó óíäæi ïðî ïðîäîâæåííÿ σ-
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié ç ìíîæèí A×B â äî-
áóòêó ìåòðèçîâíèõ ïðîñòîðiâ X i Y , i ïî-
êàçó¹ìî, ùî ïîñëàáèòè óìîâó ìåòðèçîâíîñòi
äî íîðìàëüíîñòi íå ìîæíà. Äàëi, â ïóíêòi 3,
ìè îòðèìó¹ìî íåîáõiäíi i äîñòàòíi óìîâè ìî-
æëèâîñòi ïðîäîâæåííÿ äiéñíîçíà÷íî¨ îáìå-
æåíî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ íà
ïiäìíîæèíi òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó. Â ÷å-
òâåðòîìó ïóíêòi ìè âñòàíîâëþ¹ìî äåÿêi âëà-
ñòèâîñòi ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèõ ïiäìíî-
æèí åâêëiäîâî¨ ïëîùèíè, íàäiëåíî¨ õðåñò-
òîïîëîãi¹þ.
2. Òåîðåìè Äó óíäæi òà Òiòöå-

Óðèñîíà äëÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ âiä-
îáðàæåíü

Òåîðåìà 1. Íåõàé X òà Y � ìåòðèçîâ-
íi ïðîñòîðè, Z � ëîêàëüíî îïóêëèé ïðî-
ñòið, ìíîæèíè FX i FY çàìêíåíi â X òà
Y âiäïîâiäíî. Òîäi êîæíó íàðiçíî íåïåðåðâ-
íó ôóíêöiþ f : FX × FY → Z ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨
g : X × Y → Z.
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Äîâåäåííÿ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè x ∈ FX

ðîçãëÿíåìî àñîöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ
φ : FX → Cp(FY , Z), φ(x) = fx. Îñêiëüêè
âiäîáðàæåííÿ φ íåïåðåðâíå, ìíîæèíà FX

çàìêíåíà ó ìåòðèçîâíîìó ïðîñòîði X, à
ïðîñòið Cp(FY , Z) ëîêàëüíî îïóêëèé, òî
çà òåîðåìîþ Äó óíäæi iñíó¹ íåïåðåðâíå
âiäîáðàæåííÿ φ̃ : X → Cp(FY , Z), òàêå, ùî
φ̃|FX

= φ. Äëÿ êîæíîãî (x, y) ∈ X × FY

ïîêëàäåìî f̃(x, y) = φ̃(x)(y). Òîäi âiäîáðà-
æåííÿ f̃ : X × FY → Z íàðiçíî íåïåðåðâíå.

Òåïåð äëÿ êîæíîãî y ∈ FY ðîçãëÿíåìî
àñîöiéîâàíå âiäîáðàæåííÿ ψ : FY → Cp(X),
ψ(y) = f̃y. Îñêiëüêè âiäîáðàæåííÿ ψ íåïå-
ðåðâíå, ìíîæèíà FY çàìêíåíà ó ìåòðèçîâíî-
ìó ïðîñòîði Y , à ïðîñòið Cp(X,Z) ëîêàëüíî
îïóêëèé, òî çà òåîðåìîþ Äó óíäæi iñíó¹ íå-
ïåðåðâíå âiäîáðàæåííÿ ψ̃ : Y → Cp(X), òà-
êå, ùî ψ̃|FY

= ψ. Äëÿ êîæíî¨ òî÷êè (x, y) ∈
X×Y ïîêëàäåìî g(x, y) = ψ̃(y)(x). Òîäi âiä-
îáðàæåííÿ g : X×Y → Z íàðiçíî íåïåðåðâ-
íå.

ßêùî (x, y) ∈ FX × FY , òî

g(x, y) = ψ̃(y)(x) = ψ(y)(x) = f̃y(x) =

= f̃(x, y) = φ̃(x)(y) = φ(x)(y) =

= fx(y) = f(x, y).

Îòæå, âiäîáðàæåííÿ g ¹ øóêàíèì ïðîäîâæå-
ííÿì âiäîáðàæåííÿ f .

Ïðèêëàä 1. Iñíó¹ çàìêíåíà ïiäìíîæèíà
F íîðìàëüíîãî ïðîñòîðó X i íàðiçíî íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : F × F → R, ÿêó íå
ìîæíà ïðîäîâæèòè äî íàðiçíî íåïåðåðâíî¨
ôóíêöi¨ g : X ×X → R.

Äîâåäåííÿ. Íåõàé F = D∪{∞} � êîìïàêòè-
ôiêàöiÿ Àëåêñàíäðîâà äèñêðåòíîãî ïðîñòî-
ðó D êîíòèíóàëüíî¨ ïîòóæíîñòi. Çãiäíî ç òå-
îðåìîþ Òèõîíîâà [6, ñ. 219] ìîæíà ââàæàòè,
ùî F ¹ ïiäïðîñòîðîì ïðîñòîðó X = [0, 1][0,1].
Îñêiëüêè ìíîæèíà F êîìïàêòíà, òî âîíà çà-
ìêíåíà â X. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöiþ f : F 2 →
R,

f(x, y) =

{
1, ÿêùî x = y ∈ D,
0, iíàêøå.

Ëåãêî áà÷èòè, ùî f ∈ CC(F × F,R).

Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ òàêà íàðiçíî íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ g : X × X → R, ùî
g|F 2 = f . Òîäi g ∈ B1(X × X,R) çãiäíî ç
[5, Íàñëiäîê 4], çâiäêè f |∆ ∈ B1(∆,R), äå
∆ = {(x, x) : x ∈ F}. Çàóâàæèìî, ùî äëÿ êî-
æíî¨ ôóíêöi¨ ïåðøîãî êëàñó Áåðà h : F → R
iñíó¹ íå áiëüøå, íiæ çëi÷åííà ìíîæèíà
A ⊆ D, òàêà, ùî h(x) = h(∞) äëÿ âñiõ x ∈
D \ A, çâiäêè âèïëèâà¹, ùî f |∆ ̸∈ B1(∆,R),
ñóïåðå÷íiñòü.

3. Ïðîäîâæåííÿ îáìåæåíèõ íåïå-
ðåðâíèõ ôóíêöié

Îçíà÷åííÿ 1. Ñèñòåìà F äiéñíîçíà÷íèõ
ôóíêöié íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X íàçè-
âà¹òüñÿ L-êîíóñîì (äèâ. [9]), ÿêùî âîíà ìà¹
íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. f + g, αf,max{f, g},min{f, g} ∈ F äëÿ
äîâiëüíèõ ôóíêöié f, g ∈ F i ÷èñëà α >
0;

2. F ìiñòèòü âñi ñòàëi ôóíêöi¨;

3. F çàìêíåíà âiäíîñíî âçÿòòÿ ðiâíîìið-
íî¨ ãðàíèöi.

Ñèñòåìè C(X) i C∗(X) ¹ ïðèêëàäàìè L-
êîíóñiâ íà òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði X.

Îçíà÷åííÿ 2. Íåõàé ñèñòåìà F ¹ L-
êîíóñîì. Ìè êàæåìî, ùî ìíîæèíà A ⊆ X
F-âiäîêðåìëþ¹òüñÿ âiä ìíîæèíè B ⊆ X,
ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ f ∈ F , òàêà, ùî A ⊆
f−1(0) i B ⊆ f−1(1).

Â [9] áóâ âñòàíîâëåíèé òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, F � L-êîíóñ, h1, h2 � îáìåæåíi äiéñíî-
çíà÷íi ôóíêöi¨ íà X, òàêi, ùî h1(x) ≤ h2(x)
äëÿ âñiõ x ∈ X. Òîäi íàñòóïíi óìîâè åêâi-
âàëåíòíi:
(i) iñíó¹ g ∈ F , òàêå, ùî h1(x) ≤ g(x) ≤
h2(x) äëÿ âñiõ x ∈ X;
(ii) äëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë a i b ÿêùî a < b, òî
ìíîæèíà h−1

2 ((−∞, a]) ¹ F-âiäîêðåìíîþ âiä
ìíîæèíè h−1

1 ([b,+∞)).

Ç öi¹¨ òåîðåìè âèïëèâà¹ íàñòóïíèé ôàêò.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 1. 41



Òåîðåìà 3. Íåõàé E � ïiäìíîæèíà òîïî-
ëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X. Òîäi íàñòóïíi óìîâè
ðiâíîñèëüíi:

(i) êîæíó ôóíêöiþ f ∈ C∗(E) ìîæíà
ïðîäîâæèòè äî ôóíêöi¨ g ∈ C∗(X);

(ii) äëÿ áóäü-ÿêèõ äèç'þíêòíèõ ôóíêöiî-
íàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí F1 òà F2 â
E iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî çà-
ìêíåíi ìíîæèíè F ′

1 òà F ′
2 â X, òàêi, ùî

Fi = F ′
i ∩ E ïðè i = 1, 2.

Äîâåäåííÿ. (i) =⇒ (ii). Íåõàé F1 òà F2 �
äèç'þíêòíi ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi â E
ìíîæèíè. Òîäi iñíó¹ íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ
f : X → [0, 1], òàêà, ùî Fi = f−1(i − 1) ïðè
i = 1, 2. Íåõàé g ∈ C∗(X) � ïðîäîâæåí-
íÿ ôóíêöi¨ f . Ïîêëàäàþ÷è F ′

i = g−1(i − 1)
ïðè i = 1, 2, ìè îòðèìà¹ìî äèç'þíêòi ôóí-
êöiîíàëüíî çàìêíåíi ìíîæèíè â X, òàêi, ùî
Fi = F ′

i ∩ E, i = 1, 2.
(ii) =⇒ (i). Íåõàé f � íåïåðåðâíà îáìåæå-

íà ôóíêöiÿ íà E. Ïîêëàäåìî

h1(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ E,
inff(E), ÿêùî x ∈ X \ E,

h2(x) =

{
f(x), ÿêùî x ∈ E,
supf(E), ÿêùî x ∈ X \ E,

Òîäi h1(x) ≤ h2(x) äëÿ âñiõ x ∈ X.
Çàôiêñó¹ìî ÷èñëà a < b. Áåç îáìåæåííÿ

çàãàëüíîñòi ìîæåìî ââàæàòè, ùî inff(E) ≤
a < b ≤ supf(E). Ïîçíà÷èìî F1 =
h−1
2 ((−∞, a]), F2 = h−1

1 ([b,+∞)). Òîäi F1 =
f−1((−∞, a]), à F2 = f−1([b,+∞)), çâiäêè
âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíè F1 òà F2 ¹ äèç'þí-
êòíèìè ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíèìè âE. Çãi-
äíî ç óìîâîþ (ii) iñíóþòü äèç'þíêòíi ôóí-
êöiîíàëüíî çàìêíåíi ìíîæèíè F ′

1 òà F
′
2 â X,

òàêi, ùî F1 = F ′
1 ∩ E i F2 = F ′

2 ∩ E. Íå-
õàé h ∈ C∗(X) � òàêà ôóíêöiÿ, ùî F ′

i =
h−1(i − 1), i = 1, 2, òîáòî, ìíîæèíà F ′

1 ¹ F -
âiäîêðåìíîþ âiä ìíîæèíè F ′

2, äå F � L-êîíóñ
îáìåæåíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Îñêiëüêè
F1 ⊆ F ′

1, à F2 ⊆ F ′
2, òî ìíîæèíà F1 ¹ F -

âiäîêðåìíîþ âiä ìíîæèíè F2. Çãiäíî ç òåî-
ðåìîþ 2, iñíó¹ ôóíêöiÿ g ∈ C∗(X), òàêà, ùî
h1(x) ≤ g(x) ≤ h2(x) äëÿ âñiõ x ∈ X. Òîäi g
¹ øóêàíèì ïðîäîâæåííÿì ôóíêöi¨ f .

4. Ïðî ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíi
ìíîæèíè â õðåñò-òîïîëîãi¨

Íåõàé X i Y � òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè. Ïî-
çíà÷èìî ÷åðåç γ ñóêóïíiñòü âñiõ òàêèõ ïiä-
ìíîæèí A äîáóòêó X × Y , ùî äëÿ êîæíî¨
òî÷êè (x, y) ç A iñíóþòü òàêi îêîëè U òà V
òî÷îê x i y â ïðîñòîðàõ X i Y âiäïîâiäíî, ùî
({x}×V )

∪
(U×{y}) ⊆ A. Ñèñòåìà γ óòâîðþ¹

äåÿêó òîïîëîãiþ íà ìíîæèíi X × Y , ÿêó ìè
íàçèâà¹ìî õðåñò-òîïîëîãi¹þ. ÏðîñòiðX×Y
ç òàêîþ òîïîëîãi¹þ ìè ïîçíà÷à¹ìî (X×Y, γ).

Çàóâàæèìî, ùî ñiì'ÿ âñiõ íåïåðåðâíèõ
ôóíêöié, âèçíà÷åíèõ íà (X×Y, γ), çáiãà¹òüñÿ
ç ñiì'¹þ âñiõ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié
íà ïðîñòîði X×Y ç òîïîëîãi¹þ äîáóòêó. Òà-
êèì ÷èíîì, çàäà÷à ïðî ïðîäîâæåííÿ äiéñíî-
çíà÷íî¨ íàðiçíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, âèçíà-
÷åíî¨ íà ïiäìíîæèíi E äîáóòêó X×Y çâîäè-
òüñÿ äî çàäà÷i ïðî ïðîäîâæåííÿ íåïåðåðâ-
íî¨ ôóíêöi¨ ç ïiäïðîñòîðó E ⊆ (X × Y, γ).
Âðàõîâóþ÷è óìîâó (ii) òåîðåìè 3, ïðèðîäíî
ïîñòàâèòè ïèòàííÿ ïðî îïèñ ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíèõ ìíîæèí ïðîñòîðó (X × Y, γ).

Îçíà÷åííÿ 3. Ìíîæèíó A ⊆ X × Y ìè
íàçèâà¹ìî íàðiçíî çàìêíåíîþ /îäíîòî÷êî-
âîþ/, ÿêùî äëÿ êîæíîãî x ∈ X òà y ∈ Y
ìíîæèíè ({x} × Y )

∩
A òà (X × {y})

∩
A

çàìêíåíi /îäíîòî÷êîâi/ â ïðîñòîði X × Y .

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî ñèñòåìà âñiõ ôóíêöiî-
íàëüíî çàìêíåíèõ ìíîæèí â (R2, γ) ìà¹ êîí-
òèíóàëüíó ïîòóæíiñòü, à ïîòóæíiñòü ñèñòå-
ìè âñiõ íàðiçíî çàìêíåíèõ ìíîæèí â R2 �
öå 2c. Ç öüîãî ôàêòó âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
íàðiçíî çàìêíåíî¨ ìíîæèíè, ÿêà íå ¹ ôóí-
êöiîíàëüíî çàìêíåíîþ â õðåñò-òîïîëîãi¨ íà
R2, ùî áóëî âñòàíîâëåíî Ç. Ïüîòðîâñüêèì,
Ð. Âàëëiíîì òà Å. Âiíãëåðîì â [10].

Çàóâàæèìî, ùî ç [2] âèïëèâà¹, ùî äî-
âiëüíà ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà ìíîæèíà â
(R2, γ) ¹ òèïó Gδ â R2. Âèõîäÿ÷è ç öüîãî,
ïðèðîäíî çàïèòàòè, ÷è êîæíà íàðiçíî çà-
ìêíåíà Gδ-ìíîæèíà â R2 ¹ ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíîþ â (R2, γ)? Âiäïîâiäü íà öå ïèòà-
ííÿ íåãàòèâíà, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíèé ïðè-
êëàä.

Ïðèêëàä 2. Íåõàé Q = {rn : n ∈ N}, ïðè-
÷îìó rn ̸= rm ïðè n ̸= m, i E = {(rn, 1

n
) : n ∈

N)}. Òîäi ìíîæèíà E ¹ íàðiçíî îäíîòî÷êî-
âîþ òèïó Gδ â R2, àëå íå ¹ ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíîþ â (R2, γ).
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Äîâåäåííÿ. Çàóâàæèìî ñïî÷àòêó, ùî

E = E ⊔ L,

äå L = {(x, 0) : x ∈ R}, çâiäêè E = E\L. Îò-
æå, ìíîæèíà E, ÿê ðiçíèöÿ äâîõ çàìêíåíèõ
ìíîæèí, ¹ òèïó Gδ â R2.

Ïîêàæåìî òåïåð, ùî ìíîæèíà E íå ¹
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíîþ â (R2, γ). Ìiðêó-
þ÷è âiä ñóïðîòèâíîãî, ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹
íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : R2 → R, òà-
êà, ùî E = f−1(0). Çàçíà÷èìî, ùî êîæíà
òî÷êà ç ìíîæèíè L = E \E ¹ òî÷êîþ ðîçðè-
âó ôóíêöi¨ f . Ñïðàâäi, íåõàé p ∈ E \E. Òîäi
iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü (pn)∞n=1, ùî pn ∈ E i
pn → p. Îñêiëüêè lim

n→∞
f(pn) = 0, à f(p) ̸= 0,

òî p ∈ D(f). Ç iíøîãî áîêó, â [7] äîâåäåíî,
ùî ìíîæèíà òî÷îê ðîçðèâó äîâiëüíî¨ íàði-
çíî íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ g : R2 → R â ïåðå-
òèíi ç äîâiëüíîþ ãîðèçîíòàëüíîþ àáî âåðòè-
êàëüíîþ ïðÿìîþ ¹ ìíîæèíîþ ïåðøî¨ êàòå-
ãîði¨.

Òèì íå ìåíøå, ìà¹ ìiñöå òàêèé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 4. Íåõàé X � òîïîëîãi÷íèé ïðî-
ñòið, òàêèé, ùî X2 � äîñêîíàëî íîðìàëü-
íèé, i E ⊆ {(x, x) : x ∈ X} � ìíîæèíà òè-
ïó Gδ â X2. Òîäi ìíîæèíà E ôóíêöiîíàëüíî
çàìêíåíà â (X2, γ).

Äîâåäåííÿ. Îñêiëüêè ïðîñòið X äîñêîíàëî
íîðìàëüíèé, òî ìíîæèíà E ¹ ôóíêöiîíàëü-

íîãî òèïó Gδ â X, òîáòî E =
∞∩
n=1

En, äå âñi

ìíîæèíè En ôóíêöiîíàëüíî âiäêðèòi â X.
Òîäi iñíó¹ ïîñëiäîâíiñòü íåïåðåðâíèõ ôóí-
êöié fn : X → [0, 1], òàêà, ùî En =

f−1
n ((0, 1]). Ïîêëàäàþ÷è hn,m(x) = m

√
fn(x),

ìè îäåðæèìî ïîñëiäîâíiñòü (hn,m)
∞
m=1 ôóí-

êöié hn,m ∈ B1(X, [0, 1]), ÿêà ïîòî÷êîâî çái-
ãà¹òüñÿ äî ôóíêöi¨ χEn . Òåïåð äëÿ âñiõ x ∈ X
ïîêëàäåìî

h(x) = 1−
∞∑
n=1

1

2n
χEn(x).

Òîäi h ∈ B1(X, [0, 1]) ÿê ñóìà ðiâíîìiðíî çái-
æíîãî ðÿäó ôóíêöié ïåðøîãî êëàñó. Êðiì
òîãî, ëåãêî áà÷èòè, ùî E = h−1(0).

Çãiäíî ç [3] iñíó¹ íàðiçíî íåïåðåðâíà ôóí-
êöiÿ f : X2 → [0, 1], òàêà, ùî f(x, x) = h(x)
äëÿ âñiõ x ∈ X. Îñêiëüêè äiàãîíàëü ∆ =
{(x, x) : x ∈ X} ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â
X2, òî ∆ = φ−1(0), äå φ : X2 → [0, 1] � íåïå-
ðåðâíà ôóíêöiÿ. Ïîêëàäåìî

g(x, y) = f(x, y) + h(x, y)

äëÿ âñiõ x, y ∈ X. Òîäi g ∈ CC(X2,R). Ëåãêî
áà÷èòè, ùî E = g−1(0). Îòæå, ìíîæèíà E
ôóíêöiîíàëüíî çàìêíåíà â (X2, γ).

ÑÏÈÑÎÊ ËIÒÅÐÀÒÓÐÈ

1. K. Áîðñóê. Òåîðèÿ ðåòðàêòîâ. � Ì.: Ìèð. �
1971. � 292 ñ.

2. Î. Êàðëîâà. Ïåðøèé ôóíêöiîíàëüíèé ëåáå iâ-
ñüêèé êëàñ i áåðiâñüêà êëàñèôiêàöiÿ íàðiçíî
íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü // Íàóê. âiñí. ×åð-
íiâåöüêîãî óí-òó. Ìàòåìàòèêà. � Âèï. 191-192.
� 2004. � Ñ. 52-60.

3. Â. Ìèõàéëþê. Òîïîëîãiÿ íàðiçíî¨ íåïåðåðâíî-
ñòi i îäíå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè Ñåðïiíñüêîãî
// Ìàò. Ñòóäi¨. � 14, �2. � 2000. � C. 193-196.

4. Â.Â. Ìèõàéëþê, Î.Â. Ñîá÷óê. Ôóíêöi¨ ç äiàãî-
íàëëþ ñêií÷åííîãî êëàñó Áåðà // Ìàò. Ñòóäi¨.
� 14, �1. � 2000. � Ñ. 23-28.

5. Â.Â. Ìèõàéëþê, Î.Â. Ñîá÷óê. Áåðiâñüêà êëà-
ñèôiêàöiÿ íàðiçíî íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i çà-
ëåæíiñòü âiä çëi÷åííîãî ÷èñëà êîîðäèíàò //
Íàóê. âiñí. ×åðíiâ. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. � Âèï.
191-192. � 2004. � Ñ. 116-118.

6. Ð. Ýíãåëüêèíã. Îáùàÿ òîïîëîãèÿ. � Ì.: Ìèð.
� 1986. � 790 ñ.

7. R. Baire. Sur les functions des variables re�elles
// Ann. Mat. Pura Appl., ser. 3. � 3. � 1899. �
P. 1-123.

8. J.E. Hart, K. Kunen. On the regularity of the
topology of separate continuity // Top. Appl. �
123. � 2002. � P. 103-123.

9. J. Luke�s, J. Mal�y, L. Zaj�i�cek. Fine Topology
Methods in Real Analysis and Potential Theory.
� Springer-Verlag. � 1986. � 480 p.

10. Z. Piotrowski, R. Vallin, E. Wingler. On the
separately open topology. � Tatra Mt. Math.
Publ. � 42. � 2009. � P. 39-49.

Íàóêîâèé âiñíèê ×åðíiâåöüêîãî íàö. óí-òó. Ìàòåìàòèêà. 2012. � Ò. 2, � 1. 43


