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МОДЕЛЮВАННЯ ЛОГАРИФМIЧНО СТРОГО СУБГАУССОВИХ
ПРОЦЕСIВ КОКСА

In this article simulation of random Cox processes are considered. We study the case when the
Cox processes random intensity generated by a random log SSub process. Models of such processes
with accuracy and reliability given beforehand are constructed.

В данiй роботi розглядається моделювання випадкових процесiв Кокса, iнтенсивнiсть яких
породжена логарифмiчно строго субгауссовими випадковими процесами, з наперед заданими
точнiстю та надiйнiстю.

1. Вступ. В данiй роботi розглядаються моделювання випадкових процесiв
Кокса у випадку коли iнтенсивнiсть породжується логарифмiчно строго субга-
уссовим випадковим процесом. Отримано достатнi умови наближення такого
процесу його моделлю з заданими наперед точнiстю та надiйнiстю.

Нагадаємо деякi основнi означення та твердження теорiї Sub(Ω) та SSub(Ω)
процесiв.

Нехай {Ω,F,P} – стандартний ймовiрнiсний простiр.

Означення 1. [1] Випадкову величину ξ назвемо субгауссовою якщо знай-
деться таке a ∈ [0,∞), що для всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp {λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
.

Клас всiх субгауссових випадкових величин, заданих на ймовiрнiсному про-
сторi {Ω,F,P}, позначатимемо Sub(Ω).

Числову характеристику

τ(ξ) = inf

{
a ≥ 0 : E exp{λξ} ≤ exp

{
a2λ2

2

}
, λ ∈ R

}
називатимемо субгауссовим стандартом випадкової величини ξ. Згiдно означе-
ння, ξ ∈ Sub(Ω) тодi i тiльки тодi, коли τ(ξ) <∞.

Очевиднi наступнi твердження.

Лема 1. [1] Справедливi спiввiдношення:

τ(ξ) = sup
λ ̸=0

[
2 lnE exp{λξ}

λ2

] 1
2

;

для всiх λ ∈ R

E exp{λξ} ≤ exp

{
λ2τ 2(ξ)

2

}
.

Лема 2. [1] Нехай ξ ∈ Sub(Ω). Тодi для будь-якoго p > 0

E|ξ|p <∞ ,

крiм того, Eξ = 0 i справедлива нерiвнiсть

Eξ2 ≤ τ 2(ξ) .
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Теорема 1. [1] Простiр субгауссових випадкових величин є банаховим вiд-
носно норми τ(ξ).

Лема 3. [1] Нехай ξ є субгауссовою випадковою величиною, тодi для всiх
p > 0 справедлива нерiвнiсть

E|ξ|p ≤ 2
(p
e

)p/2
(τ(ξ))p . (1)

Згiдно теореми 1 субгауссовий стандарт є нормою в просторi Sub(Ω). Тому
для будь-яких ξ1, . . . , ξn ∈ Sub(Ω) виконується нерiвнiсть трикутника

τ

(
n∑

k=1

ξk

)
≤

n∑
k=1

τ(ξk).

Для незалежних субгауссових складових цю нерiвнiсть можна пiдсилити.

Лема 4. [1] Нехай ξ1, . . . , ξn – незалежнi субгауссовi випадковi величини.
Тодi має мiсце нерiвнiсть

τ 2

(
n∑

k=1

ξk

)
≤

n∑
k=1

τ 2(ξk).

Означення 2. [1] Субгауссова величина ξ називається строго субгауссо-
вою, якщо τ 2(ξ) = Eξ2, тобто при всiх λ ∈ R виконується нерiвнiсть

E exp {λξ} ≤ exp

{
λ2σ2

2

}
,

де σ2 = Eξ2. Клас строго субгауссових випадкових величин будемо позначати
SSub(Ω).

Означення 3. [1] Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} називається
субгауссовим процесом, якщо для кожного t ∈ T X(t) – субгауссова випадкова
величина та sup

t∈T
τ(X(t)) <∞.

Означення 4. Випадковий процес X = {X(t), t ∈ T} називається строго
субгауссовим, якщо сiм’я випадкових величин {X(t), t ∈ T} є строго субгаус-
совою.

Позначимо через B σ-алгебру борелiвських пiдмножин множини T, T ⊂ R.

Означення 5. Нехай Z (ω, t) невiд’ємний випадковий процес. Якщо умов-
ний розподiл {ν (B) , B ∈ B} при будь-якiй реалiзацiї Z (ω, t) є Пуассонiвським
процесом з функцiєю iнтенсивностi µ (B) =

∫
B
Z (ω0, t) dt, то ν (B) називаєть-

ся випадковим процесом Кокса керованим процесом Z (t).

Якщо Z (t) = exp {Y (t)} , де Y (t) – строго субгауссовий, то ν (B) будемо на-
зивати процесом Кокса керованим логарифмiчно строго субгауссовим процесом
Y (t) або просто логарифмiчно строго субгауссовим процесом Кокса.

Оскiльки {ν (B) , B ∈ B} це подвiйно стохастичний процес, то його модель
будується в два етапи. Спочатку моделюємо строго субгауссовий випадковий
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процес {Y (t) , t ∈ T}, далi розглядаємо деяке розбиття DT областi T i на ко-
жному елементi розбиття DT областi T будуємо модель пуассонiвської випад-
кової величини з вiдповiдним середнiм.

Нехай область моделювання T має вигляд T = [0, T ], T ∈ R+. Розбиття
DT = {t0, t1, . . . , tk} цiєї областi на iнтервали Bi = [ti−1, ti] виберемо так, щоб
ti < ti+1, та ti+1 − ti = d = T

k
, i = 0, k − 1.

Через Ỹ (t) позначимо модель процесу Y (t), ν̃ (Bi) – модель ν (Bi), тобто мо-
дель пуассонiвської випадкової величини з середнiм µ̃ (Bi) =

∫
Bi

exp
{
Ỹ (t)

}
dt.

ν̃ (Bi) це число точок моделi, що належать областi Bi, але ми не знаємо
їхнього справжнього розташування, тому розмiщуємо їх в Bi довiльно. Якщо ж
ν̃ (Bi) = 1, то точку розмiщуємо в центрi областi.

Зрозумiло, що модель можна вважати допустимою, якщо умовнi ймовiрностi
pkY (Bi) = P {ν (Bi) = k / Y (t) , t ∈ T} та p̃kY (Bi) = P

{
ν̃ (Bi) = k / Ỹ (t) , t ∈ T

}
вiдрiзняються мало, а також ймовiрнiсть того, що число точок ν (Bi) (вiдповiд-
но i ν̃ (Bi)) буде бiльше одиницi, також мала. Таким чином, задача моделювання
логарифмiчно строго субгауссового процесу Кокса розбивається на двi задачi,
а саме вибору розбиття областi T та побудови моделi строго субгауссового про-
цесу Y (t).

2. Побудова моделi строго субгауссового процесу Y (t) . Нехай {Y (t) ,
t ∈ T} , T ⊂ Rn– центрований, неперервний в середньому квадратичному ви-
падковий процес, B(t, s) = EX(t)X(s) – його кореляцiйна функцiя. Як вiдомо,
B (t, s) невiд’ємно визначена функцiя. Оскiльки процес X(t) неперервний в се-
редньому квадратичному, то функцiя B(t, s) неперервна на T × T.

Розглянемо однорiдне iнтегральне рiвняння Фредгольма другого роду

φ (t) = λ

∫
T

B (t, s)φ (s) ds. (2)

Як вiдомо, множина власних чисел такого рiвняння для неперервного та
невiд’ємно визначеного ядра не бiльш як злiченна. Власнi числа невiд’ємнi.
Нехай λ2n – власнi числа, а φk (t) – вiдповiднi їм власнi функцiї. Занумеруємо
λn, n = 1, 2, . . . в порядку зростання: 0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn ≤ . . . . Вiдомо, що
вiдповiднi їм власнi функцiї φk(t) є ортонормованими, тобто∫

T

ϕk(s⃗)ϕl(s⃗)ds =

{
1, k = l,
0, k ̸= l.

Має мiсце зображення

B (t, s) =
∞∑
k=1

φk (t) φk (s)

λ2k
,

причому ряд в правiй частинi збiгається рiвномiрно по (s, t) ∈ T × T а також

ряд
∞∑
k=1

1
λ2
k

є збiжним [2].

Тодi сам процес Y
(
t⃗
)

допускає зображення

Y (t) =
∞∑
k=1

ξkφk (t) , (3)
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де ξk – некорельованi випадковi величини: Eξk = 0, Eξkξl = δklλ
−2
k , δkl – символ

Кронекера, причому ряд збiгається в середньому квадратичному (це випливає
з теореми Карунена).

Нехай в розкладi (3) ξn – незалежнi строго субгауссовi випадковi величини
такi, що Eξ2k = λ−2

k , тодi випадковий процес (3) є строго субгауссовим з кореля-
цiйною функцiєю B(t, s).

За модель такого строго субгауссового процесу прийматимемо суму

Ỹ (t) =
N∑
k=1

ξkφk (t) . (4)

3. Задача вибору розбиття областi T. Розбиття DT областi T вибираємо
так, щоб виконувалась нерiвнiсть

P {ν (Bi) > 1} < δ, (5)

де δ певне наперед задане число (наприклад, δ = 0.01).

Теорема 2. Нехай {ν (Bi) , Bi ⊂ B} процес Кокса, породжений логарифмi-
чно строго субгауссовим процесом exp {Y (t)} , B(t, s) ≤ K, ∀s, t ∈ T. Для того,
щоб виконувалось спiввiдношення (5) досить вибрати d = T

k
так, щоб викону-

валась нерiвнiсть
d ≤ (2δ exp {−2K})

1
2 .

Доведення. Оскiльки

P {ν (Bi) > 1} = E [1− exp {−µ (Bi)} − µ (Bi) exp {−µ (Bi)}] ,

та при x > 0 маємо 1− exp {−x} (1 + x) ≤ x2

2
, то для виконання (5) досить щоб

справджувалась нерiвнiсть

E
µ2 (Bi)

2
< δ.

Eµ2 (Bi) = E

∫
Bi

exp {Y (t)} dt

2

= E

∫
Bi

exp {Y (t)} dt
∫
Bi

exp {Y (s)} ds =

=

∫∫
Bi×Bi

E exp {Y (t) + Y (s)} dtds ≤
∫∫

Bi×Bi

exp

{
E [Y (t) + Y (s)]2

2

}
dt⃗ds⃗ ≤

≤
∫∫

Bi×Bi

exp

{
EY 2(t)

2
+ E(Y (t)Y (s)) +

EY 2(s)

2

}
dtds ≤ d2 exp {2K} .

Таким чином, твердження теореми випливає з останнiх двох нерiвностей.

4. Наближення логарифмiчно строго субгауссового процесу Кокса
з певною точнiстю та надiйнiстю. Очевидно, що модель логарифмiчно стро-
го субгауссового процесу Кокса {ν (Bi) , B ⊂ B} потрiбно будувати так, щоб
умовнi ймовiрностi pkY (Bi) та p̃kY (Bi) з ймовiрнiстю близькою до одиницi вiд-
рiзнялись мало. Тому природнiм є наступне означення.
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Означення 6. Скажемо, що модель логарифмiчно строго субгауссового
процесу Кокса {ν (Bi) , Bi ⊂ B} наближає його з точнiстю α, 0 < α < 1 та
надiйнiстю 1− γ, 0 < γ < 1, якщо виконується нерiвнiсть

P

{
max
Bi∈B

| pkY (Bi)− p̃kY (Bi) | > α

}
< γ.

Лема 5. Має мiсце нерiвнiсть

P

{
max
Bi∈B

|pkY (Bi)− p̃kY (Bi)| > α

}
≤ P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
.

Доведення. Оцiнимо рiзницю | pkY (B)− p̃kY (B) |, B ∈ B, застосувавши
формулу Лагранжа скiнченних приростiв. Нехай k ̸= 0,

| pkY (B)− p̃kY (B) | =

∣∣∣∣∣exp {−µ (B)} (µ (B))k

k!
− exp {−µ̃ (B)} (µ̃ (B))k

k!

∣∣∣∣∣ =
= |µ (B)− µ̃ (B)| 1

k!
exp {−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k−1 |k − µ̂ (B)| =

=


|µ(B)−µ̃(B)| 1

(k−1)!
exp{−µ̂(B)} (µ̂(B))k−1≤|µ(B)−µ̃(B)| , k ≥ µ̂ (B) ;

|µ (B)−µ̃ (B)| 1
k!

exp{−µ̂ (B)} (µ̂ (B))k ≤ |µ (B)−µ̃ (B)| , k < µ̂ (B) .

При k = 0

|p 0Y (B)− p̃ 0Y (B)| = |exp {−µ (B)} − exp {−µ̃ (B)}| =

= |µ (B)− µ̃ (B)| exp {−µ̂ (B)} ≤ |µ (B)− µ̃ (B)| .

Таким чином оцiнка | pkY (B)−p̃kY (B) | зводиться до оцiнки |µ (B)−µ̃ (B)| .
Лема 6. Нехай Y (t) – неперервний в середньому квадратичному строго

субгауссовий випадковий процес, власнi функцiї iнтегрального рiвняння (2) та
коварiацiйна функцiя процесу Y (t) обмеженi,∣∣ϕk

(
t⃗
)∣∣ ≤ L, ∀t⃗ ∈ T,∀k ∈ N, B(t, s) ≤ K, ∀s, t ∈ T.

Тодi ∀p > 1 справедлива оцiнка

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
≤ 2kC

p
2
Np

p
2 exp

{
−p
2
+ p2K

}
,

де

CN =
2d2L2

α2

∞∑
k=N+1

1

λ2k
.

Доведення. Очевиднi нерiвностi:

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi1,...,in)| > α

}
≤
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≤
k∑

i=1

P {|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α} ≤ k max
Bi∈B

P {|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α} .

За нерiвнiстю Чебишева

P {|µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in) | > α} ≤ E |µ (Bi1,...,in)− µ̃ (Bi1,...,in)|
p

αp
.

Згiдно узагальненої нерiвностi Мiнковського

E |µ (Bi)− µ̃ (Bi)|p ≤ E

∫
Bi

∣∣∣exp {Y (t)} − exp
{
Ỹ (t)

}∣∣∣ dt
p

≤

≤

∫
Bi

(
E
∣∣∣exp {Y (t)} − exp

{
Ỹ (t)

}∣∣∣p) 1
p

dt

p

.

Таким чином, маємо:

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
≤

≤
k

(∫
Bi

(
E
∣∣∣exp {Y (t)} − exp

{
Ỹ (t)

}∣∣∣p) 1
p

dt

)p

αp
.

Оскiльки ∀x, y ∈ R |exp {x} − exp {y}| ≤ |x− y| exp {max {x, y}} , то вико-
риставши нерiвнiсть Гельдера, з останнього спiввiдношення матимемо:

P

{
max
Bi∈B

|µ (Bi)− µ̃ (Bi)| > α

}
≤

≤

k

∫
Bi

[(
E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣2p) 1
2 (

E exp
{
2pmax

{
Y (t), Ỹ (t)

}}) 1
2

] 1
p

dt

p

αp
. (6)

Для подальших оцiнок використаємо лему 3 та зображення (3) й (4).

E
∣∣∣Y (t)− Ỹ (t)

∣∣∣2p = E

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

ξkφk(t)−
N∑
k=1

ξkφk(t)

∣∣∣∣∣
2p

= E

∣∣∣∣∣
∞∑

k=N+1

ξkφk(t)

∣∣∣∣∣
2p

=

= 2

(
2p

e

)p
(
τ 2

(
∞∑

k=N+1

ξkφk(t)

))p

≤ 2

(
2p

e

)p
(

∞∑
k=N+1

τ 2 (ξkφk(t))

)p

≤ (7)

≤ 2

(
2p

e

)p
(

∞∑
k=N+1

1

λ2k
φ2
k(t)

)p

≤ 2

(
2p

e

)p

L2p

(
∞∑

k=N+1

1

λ2k

)p

.

E exp
{
2pmax

{
Y (t), Ỹ (t)

}}
≤ E exp {2pY (t)}+ E exp

{
2pỸ (t)

}
≤
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≤ exp
{
2p2E2Y (t)

}
+ exp

{
2p2E2Ỹ (t)

}
≤ (8)

≤ exp
{
2p2K

}
+ exp

{
2p2K

}
= 2 exp

{
2p2K

}
.

Пiдставивши оцiнки (7) та (8) в (6), отримаєм твердження леми.

Лема 7. Нехай виконанi умови леми 6, тодi

P

{
max
Bi∈B

|pkY (Bi)− p̃kY (Bi)| > α

}
≤2k

(
1−lnCN

4K

) 1−lnCN
8K

exp

{
−(1−lnCN)

2

16K

}
.

Доведення. Знайдемо значення функцiї 2kC
p
2
Np

p
2 exp

{
−p

2
+ p2K

}
в точцi

p0 = 1−lnCN

4K
близькiй до її точки мiнiмуму. Далi послiдовно скористаємось ле-

мами 6 та 5.

Теорема 3. Нехай Y (t) – неперервний в середньому квадратичному строго
субгауссовий випадковий процес, власнi функцiї iнтегрального рiвняння (2) та
коварiацiйна функцiя процесу Y (t) обмеженi,∣∣ϕk

(
t⃗
)∣∣ ≤ L, ∀t⃗ ∈ T,∀k ∈ N,

B(t, s) ≤ K, ∀s, t ∈ T,

тодi модель випадкового процесу Кокса {ν̃ (Bi) , Bi ⊂ B} , керованого логари-
фмiчно строго субгауссовим процесом Ỹ (t) , наближає його з точнiстю α та
надiйнiстю 1− γ, якщо виконуються умови:

α >

(
2d2L2

∞∑
k=N+1

1

λ2k

) 1
2

,

2k

(
1− lnCN

4K

) 1−lnCN
8K

exp

{
−(1− lnCN)

2

16K

}
< γ.

Доведення. Твердження теореми є наслiдком леми 7 та означення 6.

5. Висновки. В роботi розглянутий один з методiв моделювання логари-
фмiчно строго субгауссових випадкових процесiв Кокса з наперед заданими
точнiстю та надiйнiстю. Описаний алгоритм моделювання та отриманi достатнi
умови наближення логарифмiчно строго субгауссових процесiв Кокса їх моде-
лями.
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