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УСЕРЕДНЕННЯ БАГАТОТОЧКОВОЇ КРАЙОВОЇ ЗАДАЧI З
ЛIНIЙНО ПЕРЕТВОРЕНИМ АРГУМЕНТОМ

This paper examines the system of differential equations with slow and fast variables and with
linearly transformed argument, where the multipoint boundary conditions are specified. The exis-
tence of solution to a boundary value problem is researched and the averaging method of variable
frequencies for the system of elementary and boundary-value conditions is justified.

У данiй роботi розглянуто систему диференцiальних рiвнянь iз повiльними та швидкими
змiнними i лiнiйно перетвореним аргументом, для якої задано багатоточковi крайовi умови.
Дослiджено iснування розв’язку крайової задачi та дано обґрунтування методу усереднення
уздовж розв’язку породжуючої системи диференцiальних рiвнянь.

Вступ. Рiзноманiтнi прикладнi задачi, зокрема, задачi оптимального керу-
вання, приводять до розв’язування крайових задач для звичайних диферен-
цiальних рiвнянь. Спростити їх розв’язування можна, побудувавши вiдповiдну
простiшу усереднену задачу. У працях [1,2] для двоточкових крайових задач з
повiльними i швидкими змiнними без запiзнення запропоновано схему усеред-
нення уздовж розв’язку породжуючої задачi та дано її обґрунтування. Анало-
гiчна задача для двоточкової задачi iз запiзненням аргументу розглянута в [3].
Для багаточастотних систем iз лiнiйно перетвореним аргументом обґрунтуван-
ня методу усереднення за швидкими змiнними дано в працях [4,5] та iн. У данiй
роботi дослiджується багатоточкова крайова задача з довiльною скiнченною
кiлькiстю лiнiйно перетворених аргументiв, якi характеризують запiзнення в
системi рiвнянь. Вiдзначимо, що система рiвнянь, яка дослiджується, залежить
вiд «швидкого» t i «повiльного» τ = εt часу, ε – малий додатний параметр.
Для початкової задачi без запiзнення з повiльним i швидким часом результати
асимптотичного iнтегрування наведено в монографiї [6], для крайових задач у
працях [1–3] та iн.

1. Постановка задачi та схема усереднення. Розглянемо систему дифе-
ренцiальних рiвнянь вигляду

dx

dt
= εX(t, τ, xΘ, φΘ, ε), (1)

dφ

dt
= ω(t, τ, x, φ) + εY (t, τ, xΘ, φΘ, ε), (2)

з крайовими умовами

(l1x)(·, ε) :=
r∑

ν=0

Aν x|t=tν
= d1, (3)

(l2φ)(·, ε) :=
r∑

ν=0

Bν φ|t=tν
= d2, 0 = t0 < t1 < ... < tr = T, (4)

де 0 ≤ t ≤ T , x ∈ D1 ⊆ Rn, φ ∈ D2 ⊆ Rm, 0 ≤ ε ≤ ε0 << 1, 0 < θ1 < ... <
θl = 1, xθν (t, ε) = x(θνt, ε), φθν (t, ε) = φ(θνt, ε), xΘ = (xθ1 , ..., xθl) й аналогiчне
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позначення для φΘ, Ai i Bi – заданi матрицi порядку n i m вiдповiдно, d1 i d2 –
заданi n- i m-вектори. Змiннi xi називаються повiльними, а φi – швидкими [7].

Розглянемо породжуючу крайову задачу для швидких змiнних

dφ̄

dt
= ω(t, τ, x, φ̄), (l2φ̄)(·, ε) = d2, (5)

де τ i x вважаються параметрами. Нехай iснує розв’язок φ̄ = φ̄(t, τ, x) задачi
(5). Усереднимо вектор-функцiю X по t уздовж розв’язку φ̄ = φ̄(t, τ, x), де τ , x
– параметри. Одержимо усереднену задачу для повiльних змiнних

dx̄

dt
= εX0(τ, x̄Θ), (l1x̄)(·, ε) = d1, (6)

де

X0(τ, xΘ) =
1

T

T∫
0

X(t, τ, xΘ, φ̄Θ(t, τ, x), 0)dt,

φ̄Θ(t, τ, x) = (φ̄(θ1t, τ, x), ..., φ̄(θlt, τ, x)). Зауважимо, що хоч система рiвнянь (6)
є системою iз запiзненням, але її розв’язування значно простiше, порiвняно з
(1)–(4), оскiльки рiвняння для вектора повiльних змiнних x̄ не залежить вiд
швидких змiнних, а в задачi (5) τ i x – параметри.

2. Умови й основний результат. Введемо такi позначення: G1 = [0, T ]×
[0, T ] × Dl

1 × Dl
2 × [0, ε0], G2 = [0, T ] × [0, T ] × D1 × D2, G3 = [0, T ] × [0, ε0],

M := (t, τ, x̄Θ(t, ε)), M := (t, τ, x̄Θ(t, ε), φ̄Θ(t, ε)).
Розглянемо вiдповiдну рiвнянням (6) i (5) систему рiвнянь у варiацiях:

dη

dt
= ε

r∑
ν=1

Cν(t, ε)ηθν , (7)

dξ

dt
= D(t, ε)ξ, (8)

де

Ci(t, ε) =
∂X0

∂xθi
(M), i = 1, ..., l; D(t, ε) =

∂ω

∂φ
(M).

Припустимо, що виконуються наступнi умови.
1. Iснує розв’язок φ̄ = φ̄(t, τ, x) крайової задачi (5), де τ i x – параметри, i

за цими параметрами функцiя φ̄ неперервно диференцiйовна.
2. Iснує розв’язок x = x̄(t, ε) усередненої задачi (6).
3. Нехай U(t, s, ε) i V (t, s, ε) – матрицi Кошi систем рiвнянь (7) i (8) вiдпо-

вiдно,
∆1(ε) = (l1U)(·, 0, ε), ∆2(ε) = (l2ν)(·, 0, ε).

Припустимо, що для всiх ε ∈ [0, ε0]

| det∆j(ε)| ≥ δi > 0, j = 1, 2.

4. Введемо функцiю

w =

t∫
0

[X(s, τ, xΘ, φ̄Θ(s, τ, x), 0)−X0(τ, xΘ)]ds,
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де τ i x – параметри. Вважатимемо, що функцiя w = w(τ, x) не залежить вiд
xΘ.

Зауважимо, що розв’язок системи рiвнянь (7) можна записати у виглядi [8]
η(t, ε) = U(t, 0, ε)η(0, ε).

Iз виконання нерiвностi (9) випливає, що системи рiвнянь (7) i (8) з однорiд-
ними крайовими умовами мають тiльки тривiальний розв’язок. Сформулюємо
основну теорему.

Теорема 1. Нехай вектор-функцiї X, Y i ω визначенi та неперервно дифе-
ренцiйовнi за всiма аргументами у вiдповiдних областях визначення та вико-
нуються умови 1-4.

Тодi для досить малого ε∗ ∈ [0, ε0] крайова задача (1) – (4) має єдиний
розв’язок {x∗(t, ε), φ∗(t, ε)}, який неперервний за ε i рiвномiрно по t ∈ [0, T ]

lim
ε→0

(∥x∗(t, ε)− x̄(t, ε) ∥+ ∥φ∗(t, ε)− φ̄(t, εt, x̄(t, ε))∥) = 0. (9)

Розглянемо допомiжну систему рiвнянь

du

dt
= ε

r∑
i=1

Fi(t, ε) uθi + b(t, uΘ, νΘ, ε), (10)

dv

dt
= G(t, ε)u+H(t, ε) v + d(t, uΘ, νΘ, ε)

з крайовими умовами

(l1u)(·, ε) = 0, (l2ν)(·, ε) = 0, (11)

де u i ν – n- i m-вектори, Fi, H i G – неперервнi в G3 матрицi.
Нехай p = colon(uΘ, vΘ), f = colon(b, d). Застосувавши методику доведення

аналогiчного твердження в [1, 3] нескладно довести наступну лему.

Лема 1. Нехай:

1) вектор-функцiя f(t, p, ε) неперервна при t ∈ [0, T ], ∥p∥ ≤ χ0, ε ∈ [0, ε0];

2) iснують неспаднi за кожним з аргументiв функцiї λ(ε) i µ(σ, ε), i такi,
що λ(0) = µ(0, 0) = 0, ∥f(t, 0, ε)∥ ≤ λ(ε),

∥f(t, p1, ε)− f(t, p2, ε)∥ ≤ µ(σ, ε) ∥p1 − p2∥

для всiх ε ∈ [0, ε0] i ∥p1∥ ≤ χ0, ∥p2∥ ≤ χ0;

1) матрицi Кошi U(t, s, ε) i V (t, s, ε) систем рiвнянь

du

dt
= ε

r∑
ν=1

Fν(t, ε) uθν ,
dν

dt
= H(t, ε) ν
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вiдповiдно, задовольняють умови 3 i 4, в яких замiсть матриць U i V потрi-
бно записати U i V .

Тодi можна вказати додатнi числа ε∗ ∈ (0, ε0] i χ∗ ∈ [0, χ0], такi, що для ко-
жного ε ∈ (0, ε∗] iснує єдиний розв’язок {u∗(t, ε), ν∗(t, ε)} крайової задачi (10),
(11), неперервний за ε i

∥u∗(t, ε)∥+ ∥ν∗(t, ε)∥ ≤ χ∗
0, (t, ε) ∈ [0, T ]× (0, ε∗].

3. Доведення теореми
Зробимо в системi (1), (2) замiну

x = ξ + εw(t, τ, ξ), φ = φ̄(t, τ, ξ) + εψ, (12)

де φ̄ – розв’язок усередненої крайової задачi (5). Iз вигляду функцiй w i X0

випливає, що w(0, τ, ξ) = w(T, τ, ξ) ≡ 0.
Iз першої з рiвностей (12), рiвнянь (1), (6) i враховуючи вираз функцiї w

одержимо (
I − ε

∂w

∂ξ

)
dξ

dt
=

= εX0(εt, ξΘ) + ε [X(t, εt, xΘ, φΘ, ε)−X(t, εt, ξΘ, φΘ,Θ)] + ε2
∂w(t, εt, ξ)

∂τ
,

де I – одинична матриця.

Для ε ∈ (0, ε1], ε1 ≤ ε0, матриця I − ε
∂w

∂ξ
невироджена. Тому

(
I − ε

∂w

∂ξ

)−1

= I + εW (t, ξΘ, ε),

де W– деяка матриця. Отже, для ξ маємо рiвняння

dξ

dt
= εX0(εt, ξΘ) + εX1(t, ξΘ, ψΘ, ε), (13)

де

X1 = W (t, ξΘ, ε)X0(εt, ξΘ) + (I + εW (t, ξΘ, ε))×

×
[
1

ε

(
X(t, εt, ξΘ + εwΘ, φ̄Θ + εψΘ, ε)−X(t, εt, ξΘ, φ̄Θ, 0) + ε

∂w(t, εt, ξ)

∂τ

)]
.

Iз рiвнянь (2) i (13) знаходимо:

dψ

dt
=

1

ε
[ω(t, εt, ξ + εw, φ̄+ εψ)− ω(t, εt, φ̄)]− ∂φ̄(t, εt, ξ)

∂ξ
X0(εt, ξΘ)−

−∂φ(εt, ξ)
∂τ

+ Y (t, εt, ξΘ + εwΘ, φ̄Θ + εφΘ, ε) + ε
∂φ̄(t, εt, ξ)

∂ξ
X1(t, ξΘ, ψΘ, ε).
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Iз крайових умов (3) i спiввiдношень (12) випливає, що

(l1ξ)(·, ε) = d1, (l2ψ)(·, ε) = 0.

Зробимо ще одну замiну: ξ = x̄(t, ε)+z. У пiдсумку одержимо крайову задачу

dz

dt
= ε

l∑
i=1

Ci(t, ε)zi +X2(t, zΘ, ψΘ, ε),

dψ

dt
= D(t, ε)Z + Y2(t, zΘ, ψΘ, ε),

(l1z)(·, ε) = 0, (l2ψ)(·, ε) = 0,

(14)

де матрицi Ci та D визначенi як i в системi (9).
Одержана система має вигляд (10). Умови на систему рiвнянь (1), (2) доз-

воляють зробити висновок, що виконанi умови леми, тому для досить малого
ε∗ ≤ ε1 iснує єдиний розв’язок z∗(t, ε), ψ∗(t, ε) задачi (14), неперервний по ε при
0 ≤ ε ≤ ε∗, z∗(t, 0) = ψ∗(t, 0) = 0. На пiдставi рiвностей (12) i (14) одержимо
рiвнiсть (9).
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