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РЕЛАКСАЦIЙНА СХЕМА МЕТОДУ ПСЕВДОБАЗИСНИХ
МАТРИЦЬ АНАЛIЗУ ТА РОЗВ’ЯЗАННЯ МАТРИЧНОЇ ГРИ У
ЗМIШАНИХ СТРАТЕГIЯХ

Constructed relaxation algorithm analysis and finding optimal strategies of players in the matrix
game with mixed strategies. Adapted method psevdobazysis atrices (MPBM) - method with sets
simplex-methods to find optimal solutions (strategies players) problem. A iteration method in
finite steps finds solution to problem sets properties of the model.

Побудовано релаксацiйний алгоритм аналiзу та знаходження оптимальних стратегiй гравцiв
у матричнiй грi зi змiшаними стратегiями. Адаптовано метод псевдобазисних матриць (МП-
БМ) - метод iз ciмейcтва cимплекc-методiв до знаходження оптимальних розв’язкiв (стратегiй
гравцiв) задачi. Розроблено iтерацiйний метод, який за скiнчену кiлькicть крокiв знаходить
розв’язок задачi, встановлює властивостi дослiджуваної моделi.

Вступ. Деякi практичнi задачi, що формалiзуються в класi моделей лiнi-
йного програмування можуть бути поставленi як великорозмiрнi. Зокрема, до
таких можуть бути "вiднесенi" i матричнi iгри у змiшаних стратегiях [1-4].
В роботах ряду авторiв [1-4] дослiджено зв’язки задачi лiнiйного програмува-
ння та теорiї матричних iгор у змiшаних стратегiях. Дослiдження таких задач
потребує особливого пiдходу до аналiзу та оптимiзацiї таких моделей, зокре-
ма, використання релаксування [5,6]− послаблення умов моделi тимчасовим
вiдкиданням деяких обмежень. Однiєю iз схем методу базисних матриць [6],
що є зручною для застосування релаксування, є схема методу псевдобазисних
матриць.Згiдноо цiєї схеми, розв’язок задачi знаходиться пiсля знаходження
розв’язкiв послiдовностi взаємозв’язаних пiдзадач меншої розмiрностi. Розв’я-
зок останньої пiдзадачi є розв’язком вихiдної задачi. Особливоcтi cхеми розв’яз-
ку методом псевдобазисних матриць полягає в наступному: на оcновi iдеї пcев-
добазиcної матрицi (пiдматрицi платiжної матрицi) та розв’язку при переходi
до наступного недопуcтимого опорного розв’язку вводятьcя в псевдобазисну ма-
трицю (i виводятьcя) на iтерацiях вектори-рядки платiжної матрицi; збiжнicть
до оптимального розв’язку "iде зверху"за недопуcтимими вершинами (перед-
бачається обмеженiсть задачi за цiльовою функцiєю), що називатимуться псев-
довершинами, причому вiд iтерацiї до iтерацiї значення цiльової функцiї cтрого
зменшуватиметьcя (для невиродженої задачi на максимум); застосування про-
цедур релаксацiї дає змогу, при невеликих затратах на їх реалiзацiю, значно
скоротити розмiрнiсть базової задачi при розрахунках.

Постановка задачi. Введемо в розгляд двоїсту пару задач лiнiйного про-
грамування [3].

Пряма задача:
maxCx, (1)

за умов:
Ax ≤ BT , (2)

xj≥ 0, j = 1, n (3)
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де
C = (c1, c2, ..., cn), x = (x1, x2, ..., xn)

T , B = (b1, b2, ..., bm).

Вважаємо, що модель вигляду (1) − (3) має матрицю обмежень A (платi-
жну матрицю), в якiй кiлькiсть стовпцiв бiльша, нiж рядкiв (“довга”). Двоїста
задача:

minBu, (4)

за умов:
ATu ≥ CT (5)

ui ≥ 0, i = 1,m (6)

Варiант запису задачi на ”max” , ”≤ ”

max (−Bu),

−ATu ≤ −CT

ui ≥ 0, i = 1,m.

Неважко переконатись, що двоїста до даної може бути приведена до вигляду
(1)-(3). Матрична гра у змiшаних стратегiях подається як двоїста пара задач
лiнiйного програмування. Пряма задача вигляду (1)-(3), де

xj ≥ 0, j = 1, n, cj = 1, j = 1, n, bi = 1, i = 1,m.

Двоїста задача вигляду (4)-(6), де

ui ≥ 0, i = 1,m, cj = 1, j = 1, n, bi = 1, i = 1,m.

Задача (1)-(3) має n >> m, платiжна матриця A (обмежень) витягнута гори-
зонтально, ранг системи рiвний m. При застосуваннi методу базисних матриць
[7], будемо вважати без обмеженя загальностi, що задача (4)-(6) має n обме-
жень та m змiнних, матриця AT обмежень витягнута вертикально та подається
у виглядi

max Bu, (7)

за умов:
ATu ≤ CT , (8)

ui ≥ 0, i = 1,m. (9)

Для подальшого викладу матерiалу приведемо розширену cхему, аналiзу (7)-
(9), що базуєтьcя на тимчаcовому вiдкиданнi чаcтини обмежень (8), залишимо
лише m iз них, якi утворять квадратну невироджену матрицю Ab.

Мета роботи. Побудувати релаксацiйний алгоритм аналiзу та знаходження
оптимальних стратегiй гравцiв у матричнiй грi у змiшаних стратегiях. Адапту-
вати метод псевдобазисних матриць (МПБМ) - метод iз ciмейcтва cимплекc-
методiв до знаходження оптимальних розв’язкiв. Розробити iтерацiйний алго-
ритм, який за кiнцеву кiлькicть крокiв (постадiйно) знаходить розв’язок задачi,
виявляє властивостi дослiджуваної iгрової моделi [5].
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Релаксацiйна схема методу псевдобазисних матриць. Введемо в роз-
гляд релаксовану (послаблену вiдкиданням деяких обмежень [5]) модель лiнiй-
ного програмування вигляду (7)

max
u

{
Bu/Abu ≤ c0

}
або в розгорнутому виглядi

max
u

{Bu/aiu ≤ ci, i ∈ Jb} ,

де c0 = (c1, c2, ...cm) – пiдвектор C, який утворений компонентами обмежень,
якi входять у Ab, Jb - iндекси обмежень, нормалi яких утворюють матрицю
Ab. Допуcтимо, що матриця Ab невироджена, а задача має обмежений розв’я-
зок u0. Розв’язок u0 може бути недопуcтимим для релакcованих (вiдкинутих)
обмежень, причому U ⊆ UR, де UR релаксована (розширена) множина обме-
жень (8), утворена вiдкиданням деяких обмежень. В [6] встановлено, що можна
побудувати послiдовнiсть взаємозв’язаних задач меншої розмiрностi.

Нехай ai1, ai2, ..., aim - вектори нормалей обмежень,

aju ≤ cj, j ∈ Jb,

де Jb = {i1, i2, ..., im} - iндекси обмежень, що утворюють псевдобазисну матрицю
Ab, l - вектор нормалi обмеження alu ≤ cl, αl = (αl1, αl2, ..., αlm)- коефiцiєнти
розвинення вектору al за рядками псевдобазисної матрицi Ab, тобто

al =
m∑
j=1

αljaij = αl · Ab−1

є представленням нормалi обмеження.

Означення 1. Пiдматрицю Ab матрицi AT , складену iз m лiнiйно неза-
лежних нормалей Jb = (i1, i2, ...., im) обмежень (5), будемо називати псевдо
базисною, а розв’язок u0 = (u01, u02, ..., u0m) вiдповiдної їм системи рiвнянь

Abu0 = C0,

де C0 = (ci1 , ci2 , ..., cim) – пiдвектор C — псевдо базисним при виконаннi умови
α0i ≥ 0, i = 1,m.

Нехай: βij, i, j ∈ I = {1, 2, ...,m} - елементи Ab; eij та (A−1
b )i - елементи та

i-й стовпець A−1
b -оберненої до Ab; αr(αr1, αr2, ..., αrm)- вектор розкладу норма-

лi aru1 ≤ cr за рядками Ab, α0 = (α01, α02, ..., α0m) - вектор розкладу нормалi
цiльової функцiї (4) за рядками Ab, ∆r = aru0 − cr - нев’язка r-го обмежен-
ня (5), а ∆0 = Bu0 - значення цiльової функцiї в вершинi u0, якi утворюють
вектор ∆ = (∆0,∆1, .... ,∆n); Jb, JH - множини iндексiв, вiдповiдно базисних i
небазисних обмежень (5). Всi означенi елементи при переходi до сумiжної Ab,
яка утворюється iз Ab замiною її рядка ak на al, що не входить в Ab будемо
позначати рискою зверху, тобто βj, αr, Li, ∆k, eri, (A

−1

b )i α0.
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Теорема 1. [7] Мiж коефiцiєнтами розвинення нормалей обмежень(5)
та цiльової функцiї (4) за рядками базисної матрицi, елементами обернених
матриць, базисними розв’язками, нев’язками обмежень (5) та значеннями
цiльової функцiї в двох сумiжних базисних розв’язках мають мiсце такi спiв-
вiдношення

αrk =
αrk
αlk

, αri = αri −
αrk
αlk

αli, r = 0, n; i = 1,m; r ̸= k; (10)

erk =
erk
αlk

, eri = eri −
erk
αlk

αli, r = 1,m, i = 1,m, r ̸= k; (11)

u
0j
= u0j −

ejk
αlk

∆l, j = 1,m,

∆k = −∆l

αlk
,∆r = ∆r −

αrk
αlk

∆l, r = 1, n; r ̸= k

Bu0 = Bu0 −
α0k

αlk
∆l,

причому умовою: опорностi псевдобазисностi матрицi при вводi вектора нор-
малi al обмеження αlu

T ≤ cl на к-ту позицiю базисної матрицi Ab є αlk ̸= 0;
псевдобазисностi опорних розв’язкiв, тобто α0i ≥ 0, i = 1, n є αlk > 0 - спада-
ння цiльової функцiї у новiй псевдобазиснiй матрицi при задачi на максимум
є ∆l > 0 , зростання цiльової функцiї ∆l < 0, сталостi ∆l = 0.

Встановлено [8], що якщо iснує базисна матриця Ab така, що α0k ≥ 0, k =
1,m, то базисна матриця та вiдповiдний їй розв’язок u0 оптимальнi, причому
при αok > 0, k = 1,m, розв’язок єдиний, при ∃k0, α0k0 = 0, розв’язок неєдиний.
Для матричної гри у змiшаних стратегiях цi положення набудуть наступного
вигляду.

Твердження 1. Компоненти вектора розкладу цiльової функцiї задачi лi-
нiйного програмування (двоїстої задачi матричної гри ) в ходi iтерацiй методу

базисних матриць обчислюються за формулами α0i =
m∑
j=1

eji, i = 1,m (суми

елементiв стовпцiв оберненої матрицi), причому спiвпадають з невiд’ємними
компонентами вектора опорного розв’язку двоїстої задачi.

Твердження 2. Компоненти вектора розв’язкiв задачi лiнiйного програ-
мування (двоїстої задачi матричної гри ) в ходi iтерацiй методу базисних

матриць обчислюються за формулами u0i =
m∑
j=1

eij, i = 1,m (суми елементiв

рядкiв оберненої матрицi).

Твердження 3. Для суми елементiв стовпцiв оберненої матрицi в двох
сумiжних базисних матрицях виконуються такi рекурентнi спiввiдношення

m∑
j=1

ejk =

m∑
j=1

ejk

αlk
, r = k,
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,

m∑
j=1

ejr =
m∑
j=1

ejr −

m∑
j=1

ejk

αlk
αli

,
r = 1,m; i = 1,m; r ̸= k.

Твердження 4. Для суми елементiв рядкiв оберненої матрицi в двох су-
мiжних базисних матрицях виконуються такi рекурентнi спiвввiдношення

m∑
i=1

eri =
m∑
i=1

eri −
erk
αlk

(
m∑
i=1

αli − 1), r = 1,m;

Наслiдок 1. Якщо Sr1 , Sr2 , ... , Srm - суми елементiв стовпцiв оберненої ма-
трицi A−1(r)

b на r-iй iтерацiї, то Sr+1
1 , Sr+1

2 , ... , Sr+1
m на r + 1-iй iтерацiї обчи-

слюються за формулою

Sr+1
p = Srp + αlp × Srk, p ̸= k, p ∈ I

Sr+1
k = Srk/αlk, p = k.

Наслiдок 2. Якщо Sr1 , Sr2 , ... , Srm - суми елементiв стовпцiв оберненої ма-
трицi A−1(r)

b на r -iй iтерацiї набувають невiд‘ємних значень (Sr1 ≥ 0, Sr2 ≥
0, ... , Srm ≥ 0), то дана обернена базисна матриця є оптимальною, а вiдпо-
вiдний базисний розв’язок є оптимальним, причому його компоненти знаходя-

ться за спiвiдношенням u0i =
m∑
j=1

eij, i = 1,m (суми елементiв рядкiв оберненої

матрицi).

Наслiдок 3. Якщо Sc1, Sc2, ... , Scm- суми елементiв рядкiв оберненої матрицi
A

−1(r)
b на r-iй iтерацiї, то Sc+1

1 , Sc+1
2 , ... , Sc+1

m на r+1-iй iтерацiї обчислюються
за формулою

Sc+1
p = Scp +

epk
αlk

(
∑
i=1

αli − 1), p ∈ I

Твердження 5. Для оптимальностi двоїстої задачi лiнiйного програмува-
ння (матричної гри) необхiдно та достатньо, щоб суми елементiв стовпцiв

оберненої матрицi були невiд‘ємними α0i =
m∑
j=1

eji ≥ 0, i = 1,m.

Наслiдок 4. Сума елементiв рядкiв оберненої матрицi спiвпадають iз зна-
ченням вiдповiдної конпоненти вектору промiжного розв’язку на iтерацiях
методу базисних матриць.

Доведення. Справедливiсть тверджень є наслiдком властивостей розкла-
ду елементiв методу базисних матриць за рядками базисної матрицi. Неважко
переконатись, що при B = 1, 1, ...., 1︸ ︷︷ ︸

m

; C = (1, 1, ...., 1︸ ︷︷ ︸
n

)T та вiдомими Ab, A
−1
b

α0 = B × A−1
b , u0 = A−1

b × Cb для формул зв’язку елементiв методу базисних

матриць будуть справедливi наступнi спiввiдношення α0i =
m∑
j=1

eji, i = 1,m,

u0i =
m∑
j=1

eij, i = 1,m.
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При розв’язаннi двоїстої пари задач лiнiйного програмування (матричної
гри у змiшаних стратегiях) на основi методу базисних матриць можна встано-
вити ряд властивостей.

Твердження 6. Для єдиностi оптимального розв’язку прямої задачi лiнiй-
ного програмування (матричної гри) необхiдно та достатньо, щоб суми еле-

ментiв стовпцiв оберненої матрицi були строго додатними: α0i =
m∑
j=1

eji > 0,

i = 1,m, тобто Sc1 > 0, Sc2 > 0, ... , Scm > 0 при ∃ k0 , αk0 = 0, (Sck0 = 0),
розв’язок неєдиний.

Схема методу псевдо базисних матриць для матричної гри у змi-
шаних стратегiях.

1. Якщо iснує псевдобазисна матриця Ab, що розклад за її рядками вектору

цiльової функцiї має α0k = Sck =
m∑
j=1

ejk ≥ 0, k = 1,m, ∆r ≤ 0, r ∈ J , то

дана псевдобазисна матриця є оптимальною, а вiдповiднiй їй псевдобазисний

розв’язок оптимальним, причому при α0k = Sck =
m∑
j=1

ejk > 0, k = 1,m розв’язок

єдиний, а при ∃r такого, що α0k = Sck =
m∑
j=1

ejk = 0, то розв’язок неєдиний.

2. Якщо iснує псевдобазисна матриця Ab та iндекс l такий, що ∆l > 0, для
якого ali > 0, а також iндекс k такий, що

−α0k

αlk
= min

i,
αli>0

α0i

αli
,

то при замiнi рядка k на l нова матриця Ab буде пcевдобазиcною. При цьому
можна перейти до нового псевдобазиcного розв’язку, в якому значення цiльової
функцiї зменшитьcя на −α0k

αlk
∆l.

3. Якщо icнує Ab, в якому a0k ≥ 0, , k = 1,m, , aru0 ≤ cr, де u0 - пcевдовер-
шина, що вiдповiдає Ab, то обмеження aru ≤ cr пасивне i може бути виключене
iз обчиcлень.

4. Iснування для псевдобазисної матрицi Ab обмеження alu ≤ cl, l ∈ J , з вла-
стивостями: ∆l > 0, , αli ≤ 0, , i = 1,m є умовою нерозв’язностi за несумiснiстю
(5).

Розглянемо модель лiнiйного програмування типу (7)-(9). Загальна схема
релаксацiйного методу оптимiзацiйного аналiзу лiнiйної системи, особливо ве-
ликої розмiрностi, може бути подана наступним алгоритмом.

АЛГОРИТМ 1.
Крок 1. Припуcтимо, що вiдомий пcевдобазиcний розв’язок u0 та псевдоба-

зисна матриця Ab, яка визначаєтьcя множиною нормалей обмежень Jb, JH ⊂ J
- множина небазисних обмежень, причому J = Jb ∪ JH .

Крок 2. На оcновi пcевдобазиcного розв’язку u0 утворимо множину JR,
що cкладаєтьcя iз пiдмножини iндексiв обмежень, а cаме JR = Jb ∪ J+

H , де
J+
H = {j / j ∈ J, ∆j > 0}, (схема допускає введення допомiжного обмеження

на потужнiсть елементiв множини JH
+, тобто можна регулювати потужнiсть

множини) .
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Крок 3. Формуємо пiдзадачу виду

maxBu,

aju ≤ cj, j ∈ JR.

Крок 4. Знаходимо оптимальний розв’язок
−
u 0 та b задачi (15), (16) МПБМ.

Крок 5. Якщо множина J+
H не є порожньою вiдносно

−
u 0, то −

u 0 =
−
u 0, Ab =

−
Ab переходимо на крок 2 , в протилежному − на крок 6.

Крок 6. Якщо J+
H порожня множина, то це означає оптимальнiсть

−
u 0 для

(5).
Крок 7. Завершення роботи алгоритму.За розв’язками задачi лiнiйного

програмування [5,6] формуються оптимальнi стратегiї гравцiв.
Висновки. За побудовою, релаксацiйна схема коректно вписується в МП-

БМ, що дає змогу замiнити дослiдження початкової задачi послiдовнiстю вза-
ємозв’язаних задач меншої розмiрностi. В ходi iтерацiйного процесу можуть
iдентифiковуватися пасивнi обмеження системи (несуттєвi чистi стратегiї). Об-
числення елементiв методу (при розв’язаннi матричної гри) суттєво спрощую-
ться (вектор розкладу цiльової функцiї та компоненти промiжного розв’язку).
На основi тверджень, що обгрунтовують МПБМ, можуть бути запропонова-
нi рiзноманiтнi алгоритмiчнi схеми проведення аналiзу та оптимiзацiї лiнiйної
системи. Слiд зазначити, що структурнi особливостi задачi (4)-(6) такi як на-
явнiсть 0 /∈ Em та вiдповiдної псевдобазисної матрицi, сприятливi для застосу-
вання МПБМ до цiєї задачi (початкова псевдобазисна матриця формується на
основi нормалей обмежень, що формують пiвпростори додатнього ортанту).
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