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ДОСЛIДЖЕННЯ СИГНАТУРНОГО КУБУ УНIВЕРСАЛЬНИХ
БУЛЕВИХ АЛГЕБР

У роботi розглядається теорiя булевих функцiй з точки зору унiверсальних булевих
алгебр. Дана робота використовує термiнологiю вiдомих авторiв Куроша, Мальцева,
Поста та iнших. Крiм цього у роботi введено новi поняття такi як унiверсальна булева
алгебра, l−базиснi алгебри, вiльнi та канонiчнi алгебри. Також вивчається клас унiвер-
сальних булевих алгебр M2, у сигнатуру яких входять всi одно та двомiснi операцiї
двозначної логiки. Ввiвши поняття порядку порiвняння сигнатур алгебр, отримали
представлення алгебр M2 у виглядi 11-мiсного сигнатурного кубу. У роботi виконано
розбиття цього кубу на чотири дев’ятимiрнi куби M1

2 , M2
2 , M3

2 , M4
2 . У класi M1

2 зна-
йдена множина функцiонально повних алгебр η0 i побудовано сигнатурний граф даної
множини, проведено дослiдження цих алгебр. Множину всiх функцiонально повних
алгебр розбито на п’ятнадцять класiв η1, η2, . . . , η15, побудованi сигнатурнi графи ко-
жного з цих класiв. Вивчена структура i типи алгебр, якi входять до складу класiв
η1, η2, . . . , η15. Всi функцiонально повнi алгебри класу M1

2 зображенi у виглядi сигна-
турного графа.

Встановлено потужнiсть класу M1
2 , побудовано сигнатурний граф канонiчних ал-

гебр цього класу i визначено розподiл алгебр по ярусах цього графа. Наведено розпо-
дiл 259 вiльних алгебр по ярусах Ω-кубу i побудовано сигнатурний граф класу вiльних
алгебр.

Отриманi результати узагальнено на класиM2
2 ,M3

2 ,M4
2 . На основi цих результатiв

виконано розподiл 2048 алгебр класу M2 вiдносно базисностi по ярусах Ω- кубу.

Ключовi слова: булевi операцiї, сигнатурний куб, базиси алгебр.

1. Вступ. Дослiдження теорiї унiверсальних алгебр поклала фундаментальна
робота Бiрггофа [1], i вони були продовженi у працях Мальцева [2], Куроша
[3] та iнших. Найбiльш вiдомi роботи з теорiї булевих алгебр Сiкорського [4],
Владiмiрова [5], з теорiї булевих функцiй роботи Яблонського [6], Глушкова [7,
8, 9], Журавльова [10, 11], сучаснi роботи [12, 13, 14] та багато iнших.

2. Унiверсальнi булевi алгебри. У даному дослiдженнi пропонується
розглянути теорiю булевих функцiй з точки зору унiверсальних булевих алгебр.
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Означення 1. Унiверсальною алгеброю U називається впорядкована пара
〈A, Ω〉 множин A (носiй алгебри) i Ω (множина операцiй, що заданi на A) [1,
2, 3, 14].

Означення 2. Унiверсальною булевою алгеброю U = 〈A, Ω〉 називається
унiверсальна алгебра, у якiй A = {0, 1}, Ω – деяка множина булевих операцiй. У
подальшому унiверсальнi булевi алгебри будемо називати булевими алгебрами
або алгебрами.

У данiй роботi розглядаються множини усiх унiверсальних булевих алгебр
M у сигнатуру яких можуть входити операцiї Q = {0, 1,¬,∧,∨,⊕,⇒,⇐,⇔, ↑, |},
тобто M = {Ui = 〈A,Ωi〉 |Ωi ⊂ Q}. Зрозумiло, що |M| = 211 = 2048 алгебр, якi
утворюють 11-мiрний куб, який далi називається сигнатурним кубом, або Ω-
кубом. Кожнiй вершинi Ω-кубу поставимо у вiдповiднiсть 11-мiрний булевий
вектор, одиничнi координати якого визначають операцiї, що входять в сигна-
туру вiдповiдної алгебри. Вершини в Ω-кубi позначаються або сигнатурою (пе-
релiком операцiй), або Ω-вектором, або натуральним числом, розклад якого за
модулем два визначає Ω-вектор. Вiдношення порядку в Ω-кубi задається на-
ступним чином: Ui = 〈A,Ωi〉 ≤ Uj = 〈A,Ωj〉, якщо Ωi ⊂ Ωj. Нулем Ω-кубу є
тривiальна алгебра, у якiй Ω = ∅. На першому ярусi Ω-кубу є C1

n = 11 алгебр,
а на кожному наступному Ck

n, n = 11, k = 1, 11. Ребро Ω-кубу, що з’єднує алге-
бри Ui = 〈A,Ωi〉 i Uj = 〈A,Ωj〉, де Uj > Ui збiльшує (зменшує) сигнатуру Uj на
одну операцiю в порiвняннi з Ui, якщо рухатися по ребру знизу вверх (зверху
вниз).

Означення 3. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається функцiонально повною,
якщо множина її функцiй, що вiдповiдають операцiям з Ω утворюють фун-
кцiонально повну систему, в iншому випадку алгебра називається функцiо-
нально неповною [11].

Означення 4. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається l−базисною, якщо з опера-
цiй сигнатури Ω можна побудувати l−базисiв.

Означення 5. Операцiя fi ∈ Ω називається зв’язаною, якщо вона входить
до складу якогось базису, у iншому випадку операцiя називається вiльною.

Означення 6. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається вiльною, якщо в її сигна-
турi є вiльнi операцiї.

Означення 7. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається канонiчною, якщо вона не
має вiльних операцiй.

Означення 8. Рангом вiльної алгебри називається число, що дорiвнює кiль-
костi вiльних операцiй.

Означення 9. Алгебра U = 〈A, Ω〉 називається насиченою, якщо її довiль-
не розширення сигнатури збiльшує базиснiсть алгебри.

Означення 10. Потенцiалом ребра, що з’єднує двi сумiжнi алгебри U1 i
U2 Ω−кубу з базиснiстю η1 i η2 (η1 ≥ η2) називається число η1 − η2.

Означення 11. Потенцiалом алгебри називається сума потенцiалiв всiх
ребер (верхнiх), якi виходять з даної алгебри.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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3. Сигнатурний куб класу алгебр M2. Розглянемо множину всiх алгебр
M2 = {U = 〈A, Ω〉}, де A = {0, 1} i Ω – множина булевих операцiй арнiсть яких
не перевищує два. Представимо клас алгебр M2 у виглядi 11-мiсного сигнатур-
ного кубу (рис. 1).

Рис. 1. Сигнатурний куб класу алгебр M2.
Побудуємо розбиття множини M2 = M1

2

⋃
M2

2

⋃
M3

2

⋃
M4

2, де M1
2−множина

всiх алгебр iз M2, в сигнатуру яких не входять операцiї стрiлка Пiрса (↑) i
штрих Шеффера (|), а M2

2, M3
2, M4

2−множини всiх алгебр iз M2, у якi вiдповiдно
входять операцiї {↑}, { | }, {↑, |}.

Розглянемо множину алгебр класу M1
2, якi утворюють 11-мiрний сигнатур-

ний куб (Ω−куб) з фiксованими 10-ою i 11-ою нульовими координатами (рис.2).

Рис. 2. Сигнатурний куб класу алгебр M1
2.
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Використовуючи критерiй Поста, знайденi дев’ять двооперацiйнi базиси: a1 =
{0, ⇒}, a2 = {0,⇐}, a3 = {¬, ∧}, a4 = {¬, ∨}, a5 = {¬, ⇒}, a6 = {0, ⇐},
a7 = {⊕, ⇒}, a8 = {⇒, ⇐}, a9 = {⇔, ⇔} i шiсть базисiв з трьома опе-
рацiями: b1 = {0, ∧, ⇔}, b2 = {0, ∨, ⇔}, b3 = {1, ∧, ⊕}, b4 = {1, ∨, ⊕},
b5 = {∧, ⊕, ⇔}, b6 = {∨, ⊕, ⇔}.

4. Клас функцiонально неповних алгебр. η0. Позначимо через η0 клас
нульбазисних алгебр (клас функцiонально неповних алгебр). У цей клас входять
вiсiмдесят вiсiм алгебр, якi зображенi у виглядi сигнатурного графа (рис. 3).

Рис. 3. Функцiонально неповнi алгебри класу η0.
З приведених означень 4, 9, 10 випливає наступне твердження.

Твердження 1. 1) l−базиснiсть алгебр класу η0 дорiвнює нулевi.
2) Потенцiал всiх ребер графа, зображеного на рис.3, дорiвнює нулевi.

До кожної вершини n−мiрного Ω−кубу веде n ребер (n = 9). Кiлькiсть ре-
бер, якi проведенi до кожної вершини графа, представленого на рис. 3, менша
нiж 9 (крiм тривiальної алгебри). Вiдсутнi ребра зв’язують цi алгебри з фун-
кцiонально повними алгебрами. Отже, має мiсце твердження.

Твердження 2. Тривiальна алгебра є єдиною внутрiшньою функцiонально
неповною алгеброю, а решта вiсiмдесят сiм алгебр є граничними.

З означення 9 слiдує, що в класi η0 чотири насиченi (передповнi) алге-
бри, а саме алгебри 27, 185, 296, 346 з вiдповiдними сигнатурами {0, 1, ∧, ∨},
{0, 1, ¬, ⊕, ⇔}, {0, 1, ¬, ⊕, ⇔}, {1, ∧, ∨, ⇒, ⇔}. З означень 6, 8 випли-
ває твердження.

Твердження 3. 1) Всi алгебри класу η0 є вiльними.
2) Ранг кожної алгебри Ui = 〈A, Ωi〉 ∈ η0 дорiвнює потужностi сигнатури

Ωi або номеру яруса, на якому знаходиться алгебра.

5. Функцiонально повнi алгебри. Розiб’ємо множину M1
2 = η0∪ η1∪ η2∪

∪. . .∪η15, де ηl−множина l−базисних алгебр, l = 0, 1, . . . , 15. Клас функцiональ-
но неповних алгебр η0 розглянутий вище. Дослiдимо клас однобазисних алгебр

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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η1. Потужнiсть цього класу дорiвнює 72. Ω−граф класу η1, представлений на
рис. 4.

Рис. 4. Граф однобазисних алгебр η1 класу M1
2.

Iз наведеного рисунка видно, що алгебри розташувались по ярусах насту-
пним чином:
1) другий ярус включає дев’ять канонiчних ненасичених алгебр з двоопера-

цiйними базисами;
2) третiй ярус мiстить шiсть канонiчних ненасичених алгебр з триоперацiйни-

ми базисами, тридцять вiльних алгебр, якi отриманi з вiдповiдних алгебр
другого ярусу шляхом розширення сигнатури на одну операцiю. Оскiльки
базиснiсть цих алгебр така сама як у сумiжних алгебр другого ярусу, то цi
алгебри мають ранг 1, а ребра, що їх з’єднують мають потенцiал 0;

3) четвертий ярус включає двадцять п’ять вiльних алгебр, ранг яких рiвний
двом; насиченими є всi алгебри цього ярусу, крiм алгебр з номерами 178,
308, 402, 404, 418, 420;

4) п’ятий ярус мiстить двi вiльнi алгебри 434, 436 з рангом три, i цi алгебри є
насиченими.
Таким чином, з проведеного аналiзу для канонiчних алгебр класу η1 має

мiсце твердження.

Твердження 4. Клас алгебр η1 включає сiмдесят двi алгебри, серед яких:
1) п’ятнадцять канонiчних алгебр, з яких двi насиченi канонiчнi, двадцять

одна насичена вiльна алгебра;
2) п’ятдесят сiм вiльних алгебр, з яких тридцять рангу один, двадцять

п’ять рангу два, i двi алгебри рангу три.
На Ω−графах, приведених для класiв ηl, l = 0, 1, . . . , 6, тип алгебри легко

розпiзнати за описаними нижче ознаками.
Канонiчнi алгебри.Оскiльки на рисунках 4-9 зображенi тiльки ребра з потен-

цiалом 0, якi збiльшують ранг алгебр, то канонiчнi алгебри не мають сумiжних
алгебр нижчого ярусу (до цих алгебр знизу не має ребер). Якщо в канонiчнiй
алгебрi є верхнi ребра, то вона є ненасиченою. Якщо алгебра не має ребер, то
вона зображається як iзольована точка i є канонiчною насиченою алгеброю.

Вiльнi алгебри. Алгебра є вiльною, якщо до неї входять ребра з алгебр ниж-
чого ярусу i насиченою, якщо з неї не виходять ребра до алгебр вищого ярусу.
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6. l−базиснi алгебри. Клас η2 мiстить сто п’ять алгебр. На третьому
ярусi знаходяться чотирнадцять канонiчних ненасичених алгебр, на четверто-
му – чотирнадцять канонiчних насичених, дванадцять канонiчних ненасиче-
них та тридцять п’ять вiльних ненасичених алгебр рангу один. П’ятий ярус
мiстить тридцять вiльних насичених алгебр рангу два. На рисунках 5-9 наве-
денi Ω−графи для класiв ηl, l = 2, 3 . . . , 6.

Рис. 5. Граф алгебр η2 класу M1
2.

Рис. 6. Граф алгебр η3 класу M1
2.

Рис. 7. Граф алгебр η4 класу M1
2.

Роздiл 2: Iнформатика, комп’ютернi науки та прикладна математика
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Рис. 8. Граф алгебр η5 класу M1
2.

Рис. 9. Граф алгебр η6 класу M1
2.

Множини алгебр класiв η7-η15 є канонiчними насиченими алгебрами i їх гра-
фи мiстять тiльки iзольованi точки:

η7 = {95, 111, 222, 238, 343, 359, 247, 382, 463, 475, 477, 491, 493, 499, 502, 508} ,

η8 = {191, 253, 319, 379, 415, 431, 443, 445, 471, 478, 487, 494, 505} ,

η9 = {127, 223, 239, 251, 254, 351, 367, 375, 381} , η10 = {503, 510} ,

η11 = {447, 479, 495, 507, 509} , η12 = {255, 383} , η15 = {511} .

Iз наведених вище результатiв випливають твердження.

Твердження 5. У класi алгебр M1
2 iснує чотириста двадцять чотири фун-

кцiонально повнi алгебри.

У таблицi 1 наведено число l−базисних алгебр, l = 1, 2, . . . , 15 i їх розташу-
вання по ярусах Ω−кубу.

Таблиця 1

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15
К-сть/
Ярус

72 105 66 57 39 37 16 13 9 2 5 2 1

2 9
3 36 14 1
4 25 61 18 6
5 2 30 38 39 15
6 9 12 24 33 6
7 4 10 13 9
8 2 5 2
9 1
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Наприклад, на п’ятому ярусi Ω−кубу знаходяться двi однобазиснi, тридцять
двобазисних, тридцять вiсiм трибазисних, тридцять дев’ять чотирибазисних i
п’ятнадцять п’ятибазисних алгебр. Трибазиснi алгебри розташованi наступним
чином: одна алгебра на третьому ярусi, вiсiмнадцять – на четвертому, тридцять
вiсiм – на п’ятому та дев’ять – на шостому ярусi.

Твердження 6. У класi алгебр M1
2 iснує двiстi шiстдесят п’ять канонi-

чних алгебр.

Цi алгебри утворюють сигнатурну решiтку, яка зображена на рис. 10, i у
таблицi 2 наведено їх розподiл за числом базисiв.

Таблиця 2

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 15
Кiлькiсть
алгебр

15 40 39 49 39 35 16 13 9 2 5 2 1

Рис. 10. Канонiчнi алгебри класу M1
2.

Всi функцiонально неповнi алгебри є вiльними алгебрами з рангом, що до-
рiвнює потужностi сигнатури.

Твердження 7. У класi алгебр M1
2 iснує двiстi сорок сiм вiльних алгебр.

Розподiл цих алгебр за вiдповiдними рангами наведено у наступнiй таблицi.

Таблиця 3

Ранг 0 1 2 3 4 5 6
Кiлькiсть 88 57 65 27 8 - 2
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Вiльнi алгебри класу M1
2 утворюють сигнатурний граф (рис. 11), який може-

мо отримати з сигнатурного кубу множин M1
2 вiдтинанням канонiчних алгебр.

Рис 11. Вiльнi алгебри класу M1
2.

Розглянемо узагальнення результатiв, отриманих для класу M1
2 на класи

M2
2, M3

2, M4
2, тобто на клас M2. Клас алгебр M2

2 утворюють 11-мiрнi вектори з
фiксованими десятою одиничною координатою i одинадцятою нульовою коор-
динатою, з яких будується 9-мiрний Ω−куб, аналогiчний Ω−кубу класу M1

2. Для
кожної k−базисної алгебри з класу M2, iснує єдина вiдповiдна k + 1−базисна
алгебра класу M1

2 (у вiдповiдних алгебрах першi дев’ять координат спiвпада-
ють).

Аналогiчнi мiркування можна провести i для алгебр класiв M3
2 i M4

2. Для
алгебр класу M3

2 базиснiсть алгебр у порiвняннi з M1
2 збiльшиться на 2. Щоб

визначити скiльки k−базисних алгебр є у класi M2, потрiбно скористатися фор-
мулою: |ηk|+ 2 |ηk−1|+ |ηk−2|, де |ηk| −кiлькiсть k−базисних алгебр у класi M1

2.

Твердження 8. У класi алгебр M2 з 2048 алгебр iснує 88 функцiонально
неповних, а розпродiл функцiонально повних алгебр наведений у таблицi 4.

Таблиця 4

Базис 1 2 3 4 5 6 7 8
К-сть 248 337 348 294 219 172 129 82

Базис 9 10 11 12 13 14 15 16 17
К-сть 51 33 18 14 9 2 1 2 1
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7. Висновки. Дослiдження теорiї булевих функцiй є актуальним напрям-
ком у сучаснiй дискретнiй математицi. У данiй роботi проведенi дослiдження
для класу унiверсальних алгебр, операцiї яких мають арнiсть не бiльше двох.
Побудована сигнатурна решiтка класу алгебр M2, потужнiсть якого 2048. Ви-
вчена базиснiсть цих алгебр, побудованi сигнатурнi графи для алгебр фiксова-
ної базисностi.
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Mych I. A., Nykolenko V. V., Vartsaba O. V. Investigation of signature cube
of universal boolean algebra.

In this paper, the theory of Boolean functions from the point of view of universal
Boolean algebras is considered. The present article uses the terminology of well-known
authors Kurosh, Maltsev, Post and others. In addition, the paper introduces new concepts
such as universal Boolean algebra, l−basic algebras, free and canonical algebras. The class
of universal Boolean algebras M2 is also studied, the signature of which includes all single
and double operations of two-valued logic. Introducing the concept of the order of equation
of algebra signatures were obtained representations of algebras in the form of an 11-digit
signature cube. In this paper, cube has been divided into four nine-dimensional cubes M1

2,
M2

2, M3
2, M4

2. A class M1
2 contains of functionally complete algebras η0 and a signature

graph of this class is constructed, and investigation of these algebras is performed. The class
of all functionally complete algebras have been divided into fifteen classes η1, η2, . . . , η15
and the signature graphs of each of these classes were constructed. The structure and types
of algebras of these classes were studied. All functionally complete algebras of a class M1

2

have been represented in the form of a signature graph.
The power of a class M1

2 and the distribution of algebras in tiers has been established,
and a signature graph of canonical algebras of this class has been constructed. The distri-
bution of 259 free algebras on the tiers of the Ω−cube is given and a signature graph of
the class of free algebras is constructed.

The obtained results are generalized to classes M1
2, M2

2, M3
2, M4

2. Based on these results,
the distribution 2048 algebras of class M2 relative to the basicity on the tiers of the Ω−cube
is performed.

Keywords: Boolean operations, signature cube, basics of algebras.
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