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ЛОКАЛЬНI МАЙЖЕ-КIЛЬЦЯ НА ЕЛЕМЕНТАРНИХ
АБЕЛЕВИХ ГРУПАХ ПОРЯДКУ p3

Майже-кiльця виникають природним чином при вивченнi систем нелiнiйних вiд-
ображень i вивчаються протягом багатьох десятилiть. Основнi визначення та багато
результатiв стосовно майже-кiлець можна знайти, наприклад, у [G. Pilz. Near-rings.
The theory and its applications. North Holland, Amsterdam, 1977].

Майже-кiльця — це узагальнення кiлець в тому сенсi, що додавання не обов’язково
є комутативним i передбачається лише один дистрибутивний закон. Очевидно, що
кожне асоцiативне кiльце є майже-кiльцем, i кожна група є адитивною групою майже-
кiльця, але не обов’язково майже-кiльця з одиницею. Питання про те, яка група може
бути адитивною групою майже-кiльця з одиницею, далеке вiд вирiшення.

Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо пiдгрупа усiх необоро-
тних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної групи R. Дослiдження локальних
майже-кiлець було iнiцiйовано Мексоном (1968), який визначив ряд їх основних вла-
стивостей i, зокрема, довiв, що адитивна група нуль-симетричного локального майже-
кiльця є p-групою. Мексон (1968) описав усi неiзоморфнi нуль-симетричнi локальнi
майже-кiльця з нециклiчною адитивною групою порядку p2, якi не є майже-полями.
Мексон у 1968 р. також показав, що кожна нециклiчна абелева p-група порядку pn > 4
є адитивною групою нуль-симетричного локального майже-кiльця, яке не є кiльцем.

Список усiх локальних майже-кiлець порядку не бiльше 31 можна отримати з па-
кету SONATA (https://gap-packages.github.io/sonata/) системи комп’ютерної алгебри
GAP (https://www.gap-system.org/). Однак класифiкацiя майже-кiлець вищих поряд-
кiв вимагає набагато складнiших обчислень. Для локальних майже-кiлець вони були
реалiзованi в новому GAP-пакетi LocalNR (https://gap-packages.github.io/LocalNR).
Поточна версiя (ще не розповсюджена за допомогою GAP) мiстить 37599 локальних
майже-кiлець порядку не бiльше 361, за винятком порядкiв 128, 256 i деяких порядкiв
32, 64 i 243.

Ця робота присвячена дослiдженню локальних майже-кiлець з елементарними абе-
левими адитивними групами порядку p3.

Ключовi слова: майже-кiльце, локальне майже-кiльце, елементарна абелева група.

1. Вступ. Вивчення локальних майже-кiлець вперше було iнiцiйоване в [1]
та встановлено, що адитивна група скiнченного нуль-симетричного локального
майже-кiльця є p-групою. Мексон [2] показав, що з точнiстю до iзоморфiзму
iснує p−1 локальне майже-кiльце з елементарною абелевою адитивною групою
порядку p2, в яких пiдгрупи необоротних елементiв мають порядок p, тобто
тих майже-кiлець, якi не є майже-полями. Разом iз фундаментальною робо-
тою Цассенхауза про майже-поля й роботою Клея та Малоне [5], ця стаття дає
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повний опис усiх нуль-симетричних локальних майже-кiлець порядку p2. Крiм
того, в останнiй статтi встановлено, що з точнiстю до iзоморфiзму iснує єдине
майже-кiльце з одиницею, адитивна група якого циклiчна, i яке фактично є
комутативним кiльцем.

Далi, Мексоном [4] було доведено, що кожна нециклiчна скiнченна абелева
p-група порядку, бiльшого за 4, є адитивною групою деякого нуль-симетричного
локального майже-кiльця, що не є кiльцем. Мексоном сформульовано проблему
пошуку єдиного набору вiдображень, що визначають всi неiзоморфнi локальнi
майже-кiльця на цих групах. Ця проблема й досi залишається вiдкритою, як i
проблема визначення кiлькостi неiзоморфних локальних майже-кiлець на данiй
групi.

Ця робота присвячена дослiдженню локальних майже-кiлець з елементар-
ними абелевими адитивними групами порядку p3.

2. Попереднi результати. Дамо основнi означення.

Означення 1. Непорожня множина R з двома бiнарними операцiями “+”
та “ · ” називається майже-кiльцем, якщо:
1) (R,+) — група з нейтральним елементом 0,
2) (R, ·) — напiвгрупа,
3) x · (y + z) = x · y + x · z для всiх x, y, z ∈ R.

Таке майже-кiльце називається лiвим майже-кiльцем. Якщо ж аксiому 3)
замiнити аксiомою (x+ y) · z = x · z + y · z для всiх x, y, z ∈ R, то отримаємо
праве майже-кiльце.

Група (R,+) позначається через R+ та називається адитивною групою, а
її нейтральний елемент 0 — нулем майже-кiльця R. З аксiоми 3 випливає, що
r ·0 = r ·(0+0) = r ·0+r ·0, звiдки отримуємо r ·0 = 0. З цiєї ж аксiоми випливає,
що r · (−s) = −(r · s). Майже-кiльце R називається нуль-симетричним, якщо
також 0 · x = 0.

Майже-кiльце R, в якому напiвгрупа (R, ·) є моноїдом з одиничним елемен-
том i, називається майже-кiльцем з одиницею i. Група всiх оборотних елементiв
цього моноїда позначається через R∗ та називається мультиплiкативною гру-
пою майже-кiльця R, а її доповнення R\R∗ — множиною необоротних елементiв
iз R.

Означення 2. Майже-кiльце R з одиницею називається локальним, якщо
множина L всiх необоротних елементiв iз R утворює пiдгрупу адитивної гру-
пи R+. В цьому випадку L будемо називати пiдгрупою необоротних елементiв
майже-кiльця R.

Наступний результат визначає структурну особливiсть скiнченних локаль-
них майже-кiлець.

Лема 1. Кожне нетривiальне пiдмайже-кiльце з одиницею скiнченного ло-
кального майже-кiльця є локальним майже-кiльцем.

Доведення. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn та L — пiд-
група необоротних елементiв R+. Нехай R1 — нетривiальне пiдмайже-кiльце з
одиницею в R та L1 — напiвгрупа необоротних елементiв з R1. Оскiльки L1 є
пiднапiвгрупою L, то L1 є пiдгрупою в L, а отже, пiдгрупою в R1

+. Звiдси R1

— локальне майже-кiльце. Твердження доведено.

Роздiл 1: Математика i статистика
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Скiнченнi локальнi майже-кiльця з циклiчною пiдгрупою необоротних еле-
ментiв описанi в [7, теорема 1].

Теорема 1. Нехай R — локальне майже-кiльце порядку pn з n> 1, пiдгрупа
L якого циклiчна та нетривiальна. Тодi його адитивна група R+ або сама
циклiчна, або є елементарною абелевою групою порядку p2. В першому випадку
R є комутативним локальним кiльцем, iзоморфним кiльцю лишкiв Z/pnZ з
n ≥ 2, а в другому — iснує p попарно неiзоморфних таких майже-кiлець R з
|L| = p, iз яких p − 1 є нуль-симетричними, та мультиплiкативнi групи R∗

яких iзоморфнi напiвпрямому добутку двох циклiчних пiдгруп порядкiв p та
p− 1.

Як безпосереднiй наслiдок теореми 1 маємо наступний результат.

Наслiдок 1. Нехай R є локальним майже-кiльцем порядку p3, яке не є iзо-
морфним Z/p3Z або не є майже-полем. Тодi пiдгрупа необоротних елементiв
L є елементарною абелевою групою порядку p2.

Наступне твердження мiстить класифiкацiю абелевих груп порядку p3(див.[6]).

Лема 2. Нехай G — абелева група порядку p3. Далi наведено визначальнi
спiввiдношення всiх неiзоморфних груп G.
1) ap3 = 1.
2) ap2 = 1, bp = 1, ab = ba.
3) ap = bp = cp = 1, ab = ba, ac = ca, cb = bc.

В статтi [5] майже-кiльця з одиницею, а тому i локальнi, з циклiчною адитив-
ною групою повнiстю вивченi. В статтi розглянемо елементарнi абелевi групи
порядку p3 у якостi адитивних груп локальних майже-кiлець.

Нехай G(p, p, p) — група зi спiввiдношеннями 3) з леми 2.
3. Локальнi майже-кiльця з елементарними абелевими адитивними

групами порядку p3.
Нехай R — майже-кiльце з одиницею, адитивна група R+ якого iзоморфна

групi G(p, p, p). Тодi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉 для деяких a, b, c ∈ R, що задо-
вольняють спiввiдношення ap = bp = cp = 0, a + b = b + a, a + c = c + a,
c + b = b + c. Зокрема, кожний елемент x ∈ R єдиним чином записується у
виглядi x = ax1 + bx2 + cx3 з коефiцiєнтами 0 ≤ x1 < p, 0 ≤ x2 < p та 0 ≤ x3 < p.

Без втрати загальностi, можна припустити, що a є одиницею в R, тобто
ax = xa = x для кожного x ∈ R. Бiльш того, для кожного x ∈ R iснують такi
коефiцiєнти α(x), β(x), γ(x), λ(x), µ(x) та ν(x), що xb = aα(x) + bβ(x) + cγ(x) та
xc = aλ(x)+bµ(x)+cν(x). Зрозумiло, що вони єдиним чином визначенi за моду-
лем p, тому деякi вiдображення α : R→ Zp, β : R→ Zp, γ : R→ Zp, λ : R→ Zp,
µ : R→ Zp, ν : R→ Zp.

Теорема 2. Якщо x, y = ay1 + by2 + cy3 ∈ R, то

xy = a(x1y1+α(x)y2+λ(x)y3)+b(x2y1+β(x)y2+µ(x)y3)+c(x3y1+γ(x)y2+ν(x)y3),

причому виконуються наступнi твердження:
(0) α(0) ≡ 0 ( mod p), β(0) ≡ 0 ( mod p), γ(0) ≡ 0 ( mod p), λ(0) ≡ 0 ( mod p),

µ(0) ≡ 0 ( mod p) та ν(0) ≡ 0 ( mod p) тодi i тiльки тодi, коли майже-
кiльце R є нуль-симетричним;
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(1) α(a) = 0, β(a) = 1, γ(a) = 0, λ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1 ( mod p );
(2) α(xy) ≡ x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)γ(y) ( mod p );
(3) β(xy) ≡ x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)γ(y) ( mod p );
(4) γ(xy) ≡ x3α(y) + γ(x)β(y) + ν(x)γ(y) ( mod p );
(5) λ(xy) ≡ x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ν(y) ( mod p );
(6) µ(xy) ≡ x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ν(y) ( mod p );
(7) ν(xy) ≡ x3λ(y) + γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y) ( mod p ).

Доведення.
Оскiльки 0 · a = a · 0 = 0, то R є нуль-симетричним майже-кiльцем, якщо

i тiльки якщо 0 = 0 · b = aα(0) + bβ(0) + cγ(0) або α(0) = β(0) = γ(0) = 0
та 0 = 0 · c = aλ(0) + bµ(0) + cν(0) або λ(0) = µ(0) = ν(0) = 0. Бiльш того,
b = ab = aα(a) + bβ(a) + cγ(a) та c = ac = aλ(a) + bµ(a) + cν(a), маємо α(a) = 0,
β(a) = 1, γ(a) = 0, λ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1. Тому твердження (0) та (1)
мають мiсце.

Користуючись лiвою дистрибутивнiстю

xy = (xa)y1 + (xb)y2 + (xc)y3 = (ax1 + bx2 + cx3)y1 + (aα(x) + bβ(x) + cγ(x))y2+

+(aλ(x) + bµ(x) + cν(x))y3.

Далi маємо
(ax1 + bx2 + cx3)y1 = ax1y1 + bx2y1 + cx3y1,

(aα(x) + bβ(x) + cγ(x))y2 = aα(x)y2 + bβ(x)y2 + cγ(x)y2

та
(aλ(x) + bµ(x) + cν(x))y3 = aλ(x)y3 + bµ(x)y3 + cν(x)y3.

Тому, користуючись також комутативнiстю додавання,

xy = a(x1y1 + α(x)y2 + λ(x)y3) + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3)+

+c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3).

З асоцiативностi множення маємо (xy)b = x(yb). Оскiльки

(xy)b = aα(xy) + bβ(xy) + cγ(xy)

та

x(yb) = a(x1α(y) + α(x)β(y) + λ(x)γ(y)) + b(x2α(y) + β(x)β(y) + µ(x)γ(y))+

+c(x3α(y) + γ(x)β(y) + ν(x)γ(y)),

то прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти отримаємо рiвностi (2)–(4).
Аналогiчно з асоцiативностi множення маємо (xy)c = x(yc). Оскiльки

(xy)c = aλ(xy) + bµ(xy) + cν(xy)

та

x(yc) = a(x1λ(y) + α(x)µ(y) + λ(x)ν(y)) + b(x2λ(y) + β(x)µ(y) + µ(x)ν(y))+

+c(x3λ(y) + γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y)),

то прирiвнюючи вiдповiднi коефiцiєнти отримаємо рiвностi (5)–(7).

Роздiл 1: Математика i статистика
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Нехай R — локальне майже-кiльце з адитивною групою R+, що iзоморфна
групi G(p, p, p), i не є майже-полем.

Зауважимо, що за наслiдком 1 пiдгрупа необоротних елементiв L адитивної
групи R+ локального майже-кiльця R є елементарною абелевою порядку p2,
тобто |R : L| = p.

Теорема 3. Нехай R — локальне майже-кiльце з адитивною групою R+,
що iзоморфна групi G(p, p, p), i не є майже-полем. Тодi R+ = 〈a〉 + 〈b〉 + 〈c〉
для деяких a, b, c ∈ R, що задовольняють спiввiдношення ap = bp = cp = 0,
a+ b = b+a, a+ c = c+a, c+ b = b+ c. Якщо a є одиницею в R, то L = 〈b〉+ 〈c〉
та R∗ = {ax1 + bx2 + cx3 | x1 6≡ 0 ( mod p )}.

Доведення. Якщо a є одиницею в R, то b та c ∈ L за наслiдком 1. Тодi
L = 〈b〉 + 〈c〉. Оскiльки R∗ = R\L, та елемент x = ax1 + bx2 + cx3 ∈ R∗, якщо i
тiльки якщо, x1 6≡ 0 ( mod p ).

Застосовуючи теорему 3, отримаємо наступну формулу множення для будь-
яких двох елементiв x = ax1 + bx2 + cx3 та y = ay1 + by2 + cy3 локального
майже-кiльця R.

Наслiдок 2. Якщо x, y ∈ R, xb = bβ(x) + cγ(x) та xc = bµ(x) + cν(x), то

xy = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3) + c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3),

причому для вiдображень β : R → Zp, γ : R → Zp, µ : R → Zp та ν : R → Zp
виконуються наступнi твердження:
(0) β(0) ≡ 0 ( mod p), γ(0) ≡ 0 ( mod p), µ(0) ≡ 0 ( mod p) та ν(0) ≡ 0 ( mod p)

тодi i тiльки тодi, коли майже-кiльце R є нуль-симетричним;
(1) β(a) = 1, γ(a) = 0, µ(a) = 0, ν(a) = 1 ( mod p );
(2) якщо β(x) ≡ 0 ( mod p) та µ(x) ≡ 0 ( mod p), то x1 ≡ 0 ( mod p);
(3) β(xy) ≡ β(x)β(y) + µ(x)γ(y) ( mod p );
(4) γ(xy) ≡ γ(x)β(y) + ν(x)γ(y) ( mod p );
(6) µ(xy) ≡ β(x)µ(y) + µ(x)ν(y) ( mod p );
(7) ν(xy) ≡ γ(x)µ(y) + ν(x)ν(y) ( mod p ).

Очевидно, що функцiї β(x) та µ(x) не залежать вiд коефiцiєнта x3.
Маємо наступне твердження.

Лема 3. Пiдгрупа < c > є iдеалом в локальному майже-кiльцi R.

Доведення.
Нехай x = ax1 +bx2 +cx3, y = ay1 +by2 +cy3 ∈ R, z = cz3 ∈< c >. Перевiримо,

чи буде < c > iдеалом в R, тобто (z+x)y−xy ∈< c >. Для цього скористаємося
формулою множення елементiв в R з наслiдку 2,

xy = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3) + c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3).

Маємо

(z+x)y−xy = (cz3+ax1+bx2+cx3)(ay1+by2+cy3)−(ax1+bx2+cx3)(ay1+by2+cy3) =

= (ax1 + bx2 + c(x3 + z3))(ay1 + by2 + cy3)− (ax1 + bx2 + cx3)(ay1 + by2 + cy3) =
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= ax1y1 + b(x2y1 + β(z + x)y2 + µ(z + x)y3) + c(x3y1 + γ(z + x)y2 + ν(z + x)y3)−

−ax1y1 − b(x2y1 + β(x)y2 + µ(x)y3)− c(x3y1 + γ(x)y2 + ν(x)y3) =

= c(y2(γ(z + x)− γ(x)) + y3(ν(z + x)− ν(x))) ∈< c > .

Отже, < c > є iдеалом в R.

Далi, наведемо приклади майже-кiльцевого множення.

Лема 4. Нехай G iзоморфна групi G(p, p, p). Якщо x = ax1 + bx2 + cx3 та
y = ay1 + by2 + cy3 ∈ G, то множення

x · y = ax1y1 + b(x2y1 + β(x)y2) + c(x3y1 + ν(x)y2)

з одним з наступних наборiв функцiй
• β(x) = 1 та ν(x) = 1;
• β(x) = x1 та ν(x) = x1;
• β(x) = x2

1 та ν(x) = x2
1;

• . . .
• β(x) = xp−1

1 та ν(x) = xp−1
1

визначає локальне майже-кiльце R = (G,+, ·).
Маємо наступну теорему.

Теорема 4. Iснує щонайменше p неiзоморфних локальних майже-кiлець на
елементарнiй абелевiй групi порядку p3.

Доведення. Оскiльки нуль-симетричнi локальнi майже-кiльця порядку p2

класифiкованi в роботi [2], то й описанi всi неiзоморфнi фактор-майже-кiльця
N = R/ < c >. Тобто можна застосувати формулу множення з вказаної роботи,
попередньо адаптувавши її для лiвих локальних майже-кiлець. Зрозумiло, що
N+ = 〈a〉 + 〈b〉. А саме, нехай x = ax1 + bx2 та y = ay1 + by2 елементи майже-
кiльця N , тодi

xy = ax1y1 + b(x2y1 + ρ(x1)y2),

де ρ приймає p−1 значення для нуль-симетричних майже-кiлець за [2,Theorem 1.6].
З iншого боку, за наслiдком 2 маємо:

xy = ax1y1 + b(x2y1 + x1β(x)y2).

Прирiвнявши коефiцiєнти при твiрних, отримаємо: x1β(x)y2 = ρ(x1)y2. Якщо
y2 6≡ 0 (mod p), то x1β(x) = ρ(x1). Звiдки β(x) = ρ(x1)x1

−1. Якщо y2 ≡ 0 (mod p),
то xy = ax1y1 + bx2y1.

Отже, iснує p− 1 таких рiзних функцiї β(x).
Очевидно, що множення з леми 4 з функцiями β(x) = 1 та ν(x) = 1 є

майже-кiльцевим i визначає константне локальне майже-кiльце, що завершує
доведення.

4. Приклади локальних майже-кiлець з елементарною абелевою
адитивною групою порядку p3. Дамо алгоритм побудови локального майже-
кiльця з елементарною абелевою адитивною групою порядку 53 = 125, що реа-
лiзовано в системi комп’ютерної алгебри GAP [8].
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LoadPackage(“LocalNR”);
G := SmallGroup(125, 5);
gen := MinimalGeneratingSet(G);
List(gen,Order);
a := gen[1];
b := gen[2];
c := gen[3];
beta := function(x)
return xˆ2 mod 5; end;
nu := function(x)
return xˆ2 mod 5; end;
mulGR := function(x, y)
local x1, x2, x3, y1, y2, y3;
for x1 in [0..4] do
for x2 in [0..4] do
for x3 in [0..4] do
for y1 in [0..4] do
for y2 in [0..4] do
for y3 in [0..4] do
if x = aˆx1 ∗ bˆx2 ∗ cˆx3 and y = aˆy1 ∗ bˆy2 ∗ cˆy3 then return
aˆ(x1 ∗ y1) ∗ bˆ(x2 ∗ y1 + beta(x1) ∗ y2) ∗ cˆ(x3 ∗ y1 + ν(x1) ∗ y3); fi;
od; od; od; od; od; od; end;
n := ExplicitMultiplicationNearRingNC(G,mulGR);
M := MultiplicationTable(n); ;
mul := NearRingMultiplicationByOperationTable(G,M,AsSortedList(G));
n := ExplicitMultiplicationNearRing(G,mul);

З побудованих прикладiв у пакетах “Sonata” [9] та “LocalNR” [10] маємо таку
кiлькiсть локальних майже-кiлець з дослiджуваними характеристиками, що не
є майже-полями:

Адитивна група Кiлькiсть неiзоморфних локальних майже-кiлець
C2 × C2 × C2 6
C3 × C3 × C3 12
C5 × C5 × C5 29
C7 × C7 × C7 46
C11 × C11 × C11 96

5. Висновки та перспективи подальших дослiджень. В роботi ви-
вчаються локальнi майже-кiльця з абелевими адитивними групами порядку p3.
Визначено формули множення для таких майже-кiлець та описано функцiї, що
їх задають. Наведено приклади локальних майже-кiлець на цих групах.

Отриманi результати знайдуть застосування при вивченнi недистрибутив-
них структур на цих групах та класифiкацiї цих об’єктiв. Локальнi майже-
кiльця тiсно пов’язанi з брейсами, якi дають розв’язки комбiнаторних рiвнянь
Янга-Бакстера [11].
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Raievska I. Yu., Raievska M. Yu. Local nearrings on elementary Abelian groups
of order p3.

Nearrings arise naturally in the study of systems of nonlinear mappings, and have been
studied for many decades. Basic definitions and many results concerning nearrings can be
for instance found in [G. Pilz. Near-rings. The theory and its applications. North Holland,
Amsterdam, 1977].

Nearrings are generalized rings in the sense that the addition need not be commutative
and only one distributive law is assumed. Clearly every associative ring is a nearring and
each group is the additive group of a nearring, but not necessarily of a nearring with
identity. The question what group can be the additive group of a nearring with identity is
far from solution.

A nearring R with an identity is called local if the set of all non-invertible elements of
R forms a subgroup of the additive group of R. A study of local nearrings was initiated by
Maxson (1968) who defined a number of their basic properties and proved in particular that
the additive group of a finite zero-symmetric local nearring is a p-group. Maxson (1968)
described all non-isomorphic zero-symmetric local nearrings with non-cyclic additive group
of order p2 which are not nearfields. He also shown in 1968 that every non-cyclic abelian
p-group of order pn > 4 is the additive group of a zero-symmetric local nearring which is
not a ring.

The list of all local nearrings of order at most 31 can be extracted from the package
SONATA (https://gap-packages.github.io/sonata/) of the computer system algebra GAP
(https://www.gap-system.org/). However, the classification of nearrings of higher orders
requires much more complex calculations. For local nearrings they were realized by us in
the form of a new GAP package called LocalNR (https://gap-packages.github.io/LocalNR).
Its current version (not yet distributed with GAP) contains 37599 local nearrings of order
at most 361, except orders 128, 256 and some of orders 32, 64 and 243.

This paper is devoted to the study of local nearrings whose additive groups are an
Abelian group of order p3.

Keywords: nearring, local nearring, elementary Abelian group.
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